МИНИСТЕРСТВО ВЫСШЕГО И СРЕДНЕГО СПЕЦИАЛЬНОГО ОБРАЗОВАНИЯ�РСФСР�ИЖЕВСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ ТЕХНИЧЕСКИЙ УНИВЕРСИТЕТ















МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ



к лабораторным работам по курсу “Моделирование”

(часть II “Моделирование случайных чисел с равномерным законом �распределения”)



































Издание ИжГТУ							Ижевск 1995











УДК 519.6









Методические указания�к лабораторным работам по курсу “Моделирование”

(часть II “Моделирование случайных чисел с равномерным законом �распределения”)

Составитель: В.Г. Тарасов, доцент,  канд. техн.  наук







Методические указания содержат основные сведения по моделированию и тестированию на ЭВМ случайных чисел с равномерным распределением на интервале [0,1) и служат для подготовки студентов специальности 0608 к выполнению двух лабораторных работ по курсу “Моделирование”. В 1-й работе изучаются методы моделирования равномерно распределенных случайных чисел, а во 2-й - специализированные тесты проверки их качества. Приводятся варианты выполнения лабораторных заданий в виде программ на алгоритмическом языке Паскаль.

















(c) Ижевский государственный технический университет, 1995



















1.	ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА № 1



МОДЕЛИРОВАНИЕ СЛУЧАЙНЫХ ЧИСЕЛ С РАВНОМЕРНЫМ ЗАКОНОМ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

Цель работы: изучение методов моделирования случайных чисел с равномерным законом распределения; разработка алгоритмов моделирования случайных чисел и их исследование на мини-ЭВМ.



1.1.	ПОДГОТОВКА К РАБОТЕ



Изучить методы моделирования случайных величин с равномерным законом распределения.



1.2.	КРАТКИЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ



Важной областью применения случайных чисел являются эксперименты с имитационными моделями различных систем, проводимые с помощью ЭВМ. При этом случайные числа используются для имитации воздействия внешней среды на исследуемую систему, имитации длительностей пребывания системы в определенных состояниях, которые имеют случайный характер, и т.д. 

Основными способами моделирования случайных чисел являются физические и программные генераторы. В силу таких обстоятельств последних, как простота проверки качества последовательности чисел (методам проверки посвящена последующая работа), воспроизводимость последовательности, сравнительно малый объём вычислительных операций для получения очередного числа, программные генераторы нашли наибольшее применение. Вырабатываемые с помощью программных генераторов числа называются псевдо- и квазислучайными, потому что они вычисляются по фиксированной программе в ЭВМ и каждый член последовательности, вырабатываемый генератором, полностью определяется предшествующим членом   (или членами). Следовательно, получающаяся последовательность случайных чисел носит детерменированный характер, но в определенных границах она удовлетворяет свойствам равномерного распределения и случайности. Выработанные программными генераторами псевдослучайные числа (ниже они называются просто “случайными”) оказались пригодными для многих приложений.

Рассмотрим методы моделирования случайных чисел, равномерно распределенных на интервале [0,1)(РР СЧ).









1.2.1. ОБЩИЕ МЕТОДЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ РР СЧ





РР СЧ имеют важное значение. Подавляющее большинство способов получения РР СЧ основано на рекуррентных соотношениях вида

xn+1=Ф(xn),								(1)

где Ф означает совокупность операций, которые надо проделать над числом xn, чтобы получить xn+1. При этом xn являются целыми числами, принимающими значения от 0 до некоторого максимального значения m. Для приведения их к диапозону [0,1) обычно выполняют деление:

Rn=xn/m.

Количество чисел, представимое с помощью конечного числа разрядов в ЭВМ, конечно, поэтому неизбежно наступит момент, когда очередной элемент последовательности станет равным одному из предшествующих. А в силу формулы (1) будут повторяться и все последующие элементы последовательности чисел. Таким образом, последовательность СЧ периодична в следующем смысле: существуют такие натуральные числа N и t, что для всех n(N имеет место соотношение

xn=xn+jt,  j=1, 2,  ...   .

� >= �Пусть ( ( наименьшее число N с вышеупомянутым свойством. Тогда отрезок x0, x1, ..., x(+t-1  называется апериодическим участком последовательности {xn}. Число t называют длиной периода или, кратко, периодом этой последовательности. Данные понятия можно проиллюстрировать следующим образом:

[x0x1 ... xv ( xv+1 ... x(+t-1 ] x(+t )...� EMBED Equation.2  ���

Здесь выражение в круглых скобках ( период последовательности, а в квадратных ( апериодический участок последовательности.

Введем обозначения из латинских букв и порядкового номера для описываемых ниже генераторов (например, GRR1)  для того, чтобы ссылаться на них в индивидуальных заданиях на лабораторную работу.

Один из первых алгоритмов получения псевдослучайных чисел был предложен Дж. Нейманом в 1949 г. Алгоритм называется методом середин квадратов ( GRR1 ( и сводится к следующему. Заданное s-значное число x1 возводится в квадрат, из полученного числа выбирается s цифр в средней его части, которые образуют случайное число х2. Затем его опять возводят в квадрат и выбирают из него s средних цифр и т.д. Например:

X1=1289		X21=01661521

X2=6615		X22=43758225

X3=7582		и т.д.

Известен также метод, называемый   методом    середины произведения ( GRR2 ,( являющийся модификацией вышеприведенного алгоритма. После перемножения двух произвольных s-значных чисел X1 и X2 из их произведения берется s средних знаков ( это будет число Х3 . Затем перемножаются Х2  и Х3, и процедура повторяется.

Еще одна разновидность метода Неймана ( GRR3 ( используется в языке GPSS, разработанном фирмой IBM [5]. В алгоритме используют два положительных, нечетных числа, содержащих, к примеру, до четырех десятичных цифр. Первое из этих двух чисел, называемое “множителем”, никогда не меняет своего значения. Второе, называемое “множимимым”, меняется.

Когда требуется сгенерировать новое СЧ, первым шагом алгоритма является умножение меняющегося множимого, которое будет использовано при генерации следующего СЧ, и для выработки требуемого СЧ. При этом правые четыре цифры произведения выступают в роли нового множимого, средние четыре цифры используются в качестве случайного числа. 

Рассмотрим численный пример этого алгоритма. Положим, что число 5167 выбрано в качестве множителя, а начальным значением множимого будет число 3729. Для выработки первых случайных чисел используются следующие шаги.

1.Получить произведение множимого на множитель �   3729*5167=19 267 743

2.Взять число 7743 (правые четыре цифры произведения) в качестве   �    нового значения множимого.�3.Число 0,2677 взять в качестве случайного числа

При генерации второго случайного числа  его значением будет 0,080 (множитель 5167, умноженный на множимое 7743, даст 40 008 081 и определяет новое множимое 8081 и случайное число 0,0080) и т.д. Существенно, что нулевое значение множимого привело бы к вырождению последовательности ( при этом каждое новое произведение давало бы нуль, и случайное число все время было бы равно нулю. Для того чтобы этого не произошло, необходимо, чтобы множимое и множитель были нечетными числами. Произведение нечетных чисел всегда нечетно. Таким образом, правые четыре цифры произведения никогда не могут быть всегда нулями, то есть никогда множимое не станет равным нулю.

Общим недостатком трех описанных алгоритмов является малый период формируемых последовательностей, хотя иногда удается получить апериодический участок достаточно большой длины.

Для устранения этого недостатка в языке используется алгоритм, аналогичный GRR3, но с 8-ю встроенными множителями [5] ( обозначим его GRR4. Результирующее произведение используют следующим образом:

правая половина произведения становится следующим значением множимого для данного генератора;

внутреннюю часть произведения  берут в качестве случайного числа;

другую внутреннюю часть произведения используют для определения на основе случайного выбора, какой из восьми множителей данного генератора следует выбрать в следующий раз при генерации случайного числа.

Наиболее распространены генераторы, построенные как обобщение алгоритма  Д. Лемера [1-4]. В методе Д. Лемера ( обозначим GRR5 (, называемом также методом мультипликативного сравнения или методом вычетов, задаются двумя соответствующим образом подобранными целыми числами : множителем a и модулем m. Последовательность случайных чисел вычисляется следующим образом:

число Хi  известно с предыдущей итерации. Вычисляется произведение a*Xi;

число a*Xi  делится на m. Получается целое число q и целочисленный остаток Xi+1, что можно представить в виде:��a*Xi=q*m+Xi+1;�0 (  Xi+1 ( m-1;						(2)�

так как Xi+1 ( число между 0 и m, то нужно его еще разделить  на  m, чтобы получить число между 0 и 1:��Ri+1= Xi+1 / m.						(3)

Соотношение (2) записывается обычно в виде:��	        Xi+1= a Xi  mod m.						(4)�

Формула (4) задает операцию взятия наименьшего положительного остатка при делении a*Xi на m. Говорят, что числа a*Xi  и Xi+1 сравнимы по модулю  m, т.е. они являются равноостаточными при делении на m, а остаток  Xi+1 называют наименьшим положительным вычетом по модулю m. Этим объясняются оба  названия алгоритма ( метод мультипликативного сравнения или метод вычетов.

Большие длины периода последовательности случайных чисел обеспечивает следующее соотношение [2] (обозначим его GRR6) :

Xn+1=(aXn+C) mod m, n(0,					(5)�в котором используют четыре “магических числа”:

X0 ( начальное значение; X0 ( 0;

a  ( множитель;	     а ( 0;

с  ( приращение;	     с  ( 0;

m ( модуль;   	m>X0, m>a, m>c.

Как же правильно выбрать параметры генератора? Сначала выбирают значение модуля m, причем оно дожно быть достаточно большим, потому что длина периода не может превышать m. Другой фактор, влияющий на выбор m, ( это скорость выработки чисел: мы хотим подобрать такое значение, чтобы быстрее вычислить (aXn + c) mod m.

Пусть e ( количество двоичных разрядов ЭВМ для представления чисел. Тогда W=2e есть величина, на еденицу большая максимального числа, размещающегося в слове ЭВМ. Поэтому выбрав m=W, мы обеспечиваем выполнение 1-го требования, а, кроме того, умножение и сложение по модулю W выполняются очень просто: результат получается в младших разрядах, а разряды, старшие e-1, отбрасываются. 

Однако выбор m=W имеет недостаток ( младшие разряды случайных чисел менее случайны, чем старшие. Поэтому на практике используют одно из следующих четырех значений модуля m: W, W-1, W+1 и наибольшее из простых чисел, меньших W.

Задавшись величиной m, определяют значение множителя а и приращения с, руководствуясь результатами следующей теоремы [2]: 

Теорема А. Длина периода линейной последовательности (5) равна m, тогда и только тогда, когда 

с и m ( взаимно простые числа;

b=a-1 кратно p для любого простого p, являющегося делителем m;

b кратно 4, если m кратно 4.

Помимо условий 2) и 3) множитель а должен превосходить величину ыm,желательно, чтобы он был больше m/100, но не меньше m -ыm.

Пример. Произведем выбор параметров генератора, обеспечивающих максимальную длину периода, для случая шестнадцатиразрядной двоичной сетки. При этом e=6, W=26=64.

1-й случай ( m=W=64. Приращение с может быть любым нечетным числом. Возьмем с=19: 19 и 64 ( взаимно простые числа, m=64 кратно 4, поэтому значение b также должно быть кратно 4. Выберем b=32, соответственно, a=b+1=33.

2-й случай  ( m=W-1=63. Значение с также должно быть равным 19. Поскольку 63=3*3*7, то значение b должно быть кратно 3 и 7. Возьмем b=21, то соответственно a=b+1=22.

Другой подход генерировать “более случайные” числа ( обобщение линейного конгруэнтного метода путем превращения его в квадратичный конгруэнтный метод ( обозначим его GRR7:



Xn+1=(X2n*d + a*Xn + c) mod m.



Параметры этого генератора должны удовлетворять следующим условиям:

 с и m ( взаимно простые числа;

 d и a-1 кратны p ( всем нечетным простым делителям  m;

 d ( четное и d=a-1 mod 4, если m кратно 4,�	     d=a-1 mod 2, если m кратно 2;

 или d=0, или а=1 и c*d= 6 mod 9,�	     если m кратно 9.

Здесь запись  p=q mod s читается “p сравнимо с q по модулю s” и означает, что p mod s = qmod s, т.е. p и q при делении на s дают одинаковый целый остаток.

Для случая, когда m представляется степенью двойки, предложен еще один интересный квадратичный метод, дающий большой период ( обозначим его GRR8. Пусть X0 mod 4 = 2; Xn+1= Xn ( Xn+1) mod 2e, n(0.





1.2.2. СПОСОБЫ УВЕЛИЧЕНИЯ ДЛИНЫ ПЕРИОДА ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ СЛУЧАЙНЫХ ЧИСЕЛ



Поскольку большая величина периода обеспечивает высокую степень случайности чисел в последовательности, то разработан ряд методов увеличения длин периода. Первый способ состоит в использовании нескольких предыдущих членов последовательности при вычислении числа Xn+1. Если Xn+1 зависит от Xn и Xn-1, то длину периода можно увеличить до m2, так как последовательность начнет повторятся не раньше, чем  будет выполнено равенство 

    (xn+i, xn+i+1) = (xn, xn+1).

Простейший случай зависимости Xn+1 от более чем одного из предыдущих значений реализуется в последовательности Фибоначчи (обозначим GRR9):

   xn+1= (xn+xn-1) mod m.

Можно также применить датчики вида GRR10

   xn+1= (xn+xn-k) mod m,

где K достаточно большое число. Эти датчики работают обычно быстрее предыдущих, т.к. в них требуется выполнять умножение. Другой важный класс методов увеличения периода сводится к комбинации датчиков случайных чисел для получения “еще более случайных” последовательностей. Предположим, что мы имеем две последовательности X0, X1, ... и Y0, Y1, ... случайных чисел, расположенных между 0 и +1, полученные двумя независимыми способами. Одно из предложений (обозначим GRR11) сводится к тому, чтобы складывать числа попарно по модулю m, получая последовательность xn= (xn+yn) mod m. В этом случае желательно, чтобы длины периодов <xn> и <yn> были взаимно простыми числами.

Значительно лучше и удобнее для программирования метод, предложенный Маклареном и Марсальей.

Алгоритм М (обозначим также GRR12). При заданных методах выработки двух последовательностей <xn> и <yn> этот метод позволяет генерировать члены значительно более случайной последовательности. Мы используем вспомогательную таблицу V[0], V[1], ..., V[k-1],  где k некоторое число, выбираемое обычно для удобства равным примерно 100. Сначала V(таблица заполняется первыми k значениями X-последовательности.

М1. Установить в X и Y значения очередных членов последовательностей <xn> и <yn> соответственно.

М2. Установить j ( ( k*y/m (, где m модуль, использующийся в последовательности <yn>. Таким образом, j принимает случайное значение, определяемое с помощью y: 0 ( j < k. Здесь ( x ( ( наибольшее целое число, меньшее или равное x.

M3. Выдать V[j] и установить V[j-1] ( x.

И еще один способ комбинировать две последовательности (обозначим GRR13) основан  на циклическом сдвиге  и “исключающем или” в двоичной машине.

Итак, мы ознакомились с достаточно полным, хотя и неисчерпывающим множеством генераторов случайных чисел, равномерно распределенных на отрезке [0 ; 1).

В заключении данного подраздела приведем оригинальный алгоритм, предложенный Р.Флойдом [2], позволяющий зарегестрировать возникновение цикла в последовательности.

F1. Установить X(Y(X0.

F2. Вывести X.

F3. Установить X(Ф(X), Y(Ф(Ф/Y)).

        Если X � EMBED Equation.2  ���Y, перейти к F2, иначе останов.





1.4.	ПРИМЕРЫ ВЫПОЛНЕНИЯ ЛАБОРАТОРНЫХ РАБОТ



1. ЗАДАНИЕ: для генератора GRR1 с 8-разрядными двоичными числами            определить длину периода и апериодического участка последовательности СЧ, взяв несколько величин предварительно подготовленных начальных значений.



     РЕШЕНИЕ: программа состоит из головной программы и двух подпрограмм;  все пояснения даны в виде комментариев.





СIMOR.FOR

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC

C        	ГОЛОВНАЯ ПРОГРАММА - ПРИМЕР 1

С

	EXTERNAL GRR

C

C	ВЫВОД ЗАГОЛОВКА

С

	WRITE(6,1)

1	FORMAT(‘ НАЧ. ЗНАЧ ‘,5X,’         ПЕРИОД’,8X,’АПЕРИОДИЧНОСТЬ’)

C

C	ВВОДИТСЯ ОЧЕРЕДНАЯ ВЕЛИЧИНА IX

C	ИЗ НАБОРА НАЧ.ЗНАЧ. 

C	ПРИ ОТРИЦАТЕЛЬНОМ ЧИСЛЕ ПРОГРАММА ЗАВЕРШАЕТ 

C	РАБОТУ

C

100	TYPE 11

11	FORMAT( ‘ВВЕДИТЕ НАЧАЛЬНОЕ ЗНАЧЕНИЕ ПО 14’)

	READ (5,2) IX

2	FORMAT(14)

	IX1=IX

	IF (IX,LE,0) GO TO 200

	CALL FLOID(IX1,T,AT,GRR)

C

C	ПП FLOID, ПОЛУЧИВ НАЧ. ЗНАЧ. ПОСЛЕД-ТИ СЧ, ОПРЕДЕЛЯЕТ

С	ДЛИНУ ПЕРИОДА Т И АПЕР. УЧАСТКА  АТ

С

	WRITE(6,3)IX,T,AT

3	FORMAT(1X,16,2E14,6

	GO TO 100

200	STOP

	END



Рис.1. Головная программа для 1-го вырианта лабораторного задания





CIFLOID.FOR

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC

C	П\П FLOID, ПОЛУЧИВ НАЧ.ЗНАЧ. ПОСЛЕД-ТИ СЧ ОПРЕДЕЛЯЕТ

С	ДЛИНУ ПЕРИОДА Т И АПЕР. УЧАСТКА - АТ

С	П\П ВЫЧИСЛЕНИЯ ДЛИНЫ ПЕРИОДА И АПЕР. УЧАСТКА

С	ИСПОЛЬЗУЕТ АЛГОРИТМ ФЛОЙДА

С

ССССССССССССССССССССССССССССССССССССССССССССССССССССС

	SUBROUTINE FLOID(IX,T,AT,GRR1)

	IX1=IX

	IOP=IX

C	ПРОПУСКАЕМ ЭЛЕМЕНТЫ НАЧ. УЧ-КА ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ

С	КОТОРЫЕ НЕ СОДЕРЖАТСЯ СРЕДИ ЭЛЕМЕНТОВ ПЕРИОДА

20	CALL GRR1(IX,IY,R)

	IX1=IY

	CALL GRR1(IOP,IY,R)

	IOP=IY

	CALL GRR1(IOP,IY,R)

	IOP=IY

	IF(IOP.NE.IX1) GOTO 20

C

C	ОПРЕДЕЛЯЕМ ДЛИНУ ПЕРИОДА 1

С

	T=0

	IX2=IX1

30	CALL GRR1(IX1,IY,R)

	IX1=IY

	T=T+1

	IF(IX1.NE.IX2) GOTO 30

C

C	ОПРЕДЕЛЯЕМ АПЕРИОДИЧНОСТЬ В ДВА ЭТАПА

С

	IOP=IX

	IX1=IX

C

C	1-Й ЭТАП ( СОЗДАЕМ ОПЕРЕЖЕНИЕ НА ВЕЛИЧИНУ ПЕРИОДА

С

	TT=T

40	CALL GRR1(IOP,IY,R)

	IOP=IY

	TT=TT-1

	IF(TT.GT.0) GOTO 40

C

C	2-Й ЭТАП ( ФИКСАЦИЯ ДЛИНЫ АПЕРИОД. УЧАСТКА

С

	TT=0

50	CALL GRR1(IX1,IY,R)

	IX1=IY

	CALL GRR1(IOP,IY,R)

	IOP=IY

	TT=TT+1

	IF(IX1.NE.TOP) GOTO 50

	AT=T+TT

	RETURN

	END



	Рис.2. Подпрограмма вычисления периода и апериодичности





CIGRNM.FOR

C	ПОДПРОГРАММА ГЕНЕРАТОРА СЧ, РЕАЛИЗУЮЩЕГО 

С	АЛГОРИТМ СЕРЕДИНЫ КВАДРАТОВ ДЛЯ

С	8-РАЗРЯДНЫХ ДВОИЧНЫХ ЧИСЕЛ (М=28=256)

С

	SUBROUTINE GRR(IX,IY,R)

C	IX ( ПРЕДЫДУЩИЙ, IY( ПОСЛЕДУЮЩИЙ

С	ЧЛЕНЫ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ В ДИАПОЗОНЕ ОТ 0 ДО М-1

С	R ( ПОСЛЕДУЮЩИЙ ЧЛЕН ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ В 

С	ДИАПОЗОНЕ ОТ 0 ДО 1

С

С	МАСКИРОВАНИЕ ПРЕРЫВАНИЙ ПО ПЕРЕПОЛНЕНИЮ

	CALL SETERR(1,200)

	IX=MUL(IX,IX)

C	ВЫДЕЛЕНИЕ МЛАДШИХ 12 РАЗРЯДОВ ПРОИЗВЕДЕНИЯ :

	IX=IX.AND.4095

C	ВЫДЕЛЕНИЕ СЕРЕДИНЫ КВАДРАТА ПУТЕМ СДВИГА 

С	НА 4 РАЗРЯДА ВПРАВО ЗА СЧЕТ ДЕЛЕНИЯ НА 16:

	IY=IX/16

	R=IY

	R=R/256

C	ДЕМАСКИРОВАНИЕ ПРЕРЫВАНИЙ 

	CALL SETERR(1,1)

	RETURN

	END



	Рис.3. Программа ( генератор случайных чисел





	НАЧ.ЗНАЧ	ПЕРИОД	АПЕРИОДИЧНОСТЬ

	        99		       1		          0.270000E+02

	        97		       1      	          0.210000E+02

         	       166	                      1                                0.170000E+02

	       121		       1   		          0.130000E+02

	       222		       1		          0.500000E+01





	Рис.4. Машинные результаты для 1-го варианта задания





2. ЗАДАНИЕ: для генератора GRR1 с m=256 определить начальное значение,    обеспечивающее максимальный период последовательности случайных чисел и количество таких начальных значений. Опишем только головную программу, поскольку она использует те же подпрограммы, что и в предыдущем примере.





CILAB22.FOR

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC

C

C	ПРИМЕР 2 : ОПРЕДЕЛЕНИЕ НАЧАЛЬНЫХ ЗНАЧЕНИЙ ГЕНЕРАТОРА  

С	СЛУЧАЙНЫХ ЧИСЕЛ, ПОРОЖДАЮЩИХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ С 

С 	МАКСИМАЛЬНЫМ ПЕРИОДОМ И АПЕРИОДИЧНОСТЬЮ.

С	LEQ - КОЛИЧЕСТВО ТАКИХ НАЧАЛЬНЫХ ЗНАЧЕНИЙ

С

ССССССССССССССССССССССССССССССССССССССССССССССССССССС

		EXTERNAL GRR

300	TYPE 1

1		FORMAT(‘ ДИАПОЗОН НАЧ. ЗНАЧЕНИЙ (ПО Ф.14):’/

		:’ОТ’)

		ACCEPT 2,INAS

2		FORMAT(I4)

		IF (INAS.LE.0) GO TO 333

		TYPE 3

3		FORMAT(‘ ДО’)

		ACCEPT 2,IKON

C

C		ПОИСК МАКС. АПЕРИОДИЧНОСТИ

С

		LEQ=0

		TAREZ=0

		DO 10 I=INAS,IKON

			I1=I

			CALL FLOID(I1,T,TAPER,GRR)

			IFF(TAPER-TAREZ) 10,20,30

20			LEQ=LEQ+1

			GO TO 10

30			LEQ=1

			IREZ=1

			TAREZ=TAPER

			TREZ=T

10		CONTINUE

		WRITE(6,100)

100	FORMAT(‘ НАЧАЛ. ПЕРИОД’,7X,’АПЕР-ТЬ’,6X,

		1’КОЛ-ВО РАВНЫХ’/

		2’ЗНАЧ-Е’,13X,’ МАКСИМ.’,6X,

		3’АПЕРИОДИЧНОСТЕЙ’//)

		WRITE(6,101) IREZ,TREZ,TAREZ,LEQ

101	FORMAT(1X,I6,2E14,6,16)



		Рис.5. Головная программа для 2-го варианта лабораторного задания

C

C		ПОИСК МАКС. ПЕРИОДА

С

		LEQ=0

		IRE2=0

		DO 50 I=INAS,IKON

			  I1=I

			  CALL FLOID(I1,T,TAPER,GRR);

			  IF(T-TREZ) 50,60,70

60			  LEQ=LEQ+1

	                          GO TO 50

70			  LEQ=1

			  IREZ=I

			  TAREZ=TAPER

			  TREZ=T

50		CONTINUE

		WRITE(6,200)

200	FORMAT(//’ НАЧАЛ. ПЕРИОД’,7X,’ АПЕРИОД’,5X,

		1’КОЛ-ВО РАВНЫХ’/

		2’ЗНАЧ. МАКСИМ.’,19X,

		3’ПЕРИОДОВ’//)

		WRITE(6,101) IREZ,TREZ,TAREZ,LEQ

		GO TO 300

333	STOP

		END



		Рис.5. Продолжение





НАЧАЛ. ПЕРИОД 		АПЕР-ТЬ		КОЛ-ВО РАВНЫХ

ЗНАЧЕНИЕ			МАСИМ.		АПЕРИОДИЧНОСТЕЙ



         173	0.100000E+01              0.360000E+02	                   1



НАЧАЛ. ПЕРИОД 		АПЕР-ТЬ		КОЛ-ВО РАВНЫХ

ЗНАЧ-Е  МАСИМ.		                                              ПЕРИОДОВ



        23                 0.200000Е+01               0.300000Е+02                           23





	Рис.6. Машинные результаты для 2-ого варианта задания















1.5. ЛАБОРАТОРНОЕ ЗАДАНИЕ



 Получить от преподавателя задание на моделирование генератора равномерно распределенных СЧ.

 Подготовить наборы начальных значений, множителей и приращений, обеспечивающих величину периода последовательности СЧ.

 Используя представленные в описании примеры, составить программы моделирования равномерно  распределенных СЧ.

 Составить отчет по лабораторной работе, к  которому впоследствии добавятся только результаты работы на ЭВМ.





1.6. СОДЕРЖАНИЕ ОТЧЕТА



 Цель работы.

 Текст варианта задания.

 Расчет начальных значений, множителей и приращений, обеспечивающих максимальную величину периода последовательности СЧ.

 Текст программы с подробными комментариями

 Результаты эксперементирования на ЭВМ.

 Выводы.





1.7. КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ



 Какие вы знаете способы получения случайных чисел?

 В чем заключается преимущество использования 8-ми встроенных множителей в методе середины квадратов?

 Каковы правила для выбора множителя, модуля и приращения в линейном конгруэнтном методе? В квадратичном конгруэнтном методе?

 Какие вы знаете способы увеличения длины периода последовательности СЧ?

 Как учитываются переполнения в алгоритмах моделирования СЧ? 























ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА  №2

ТЕСТИРОВАНИЕ ГЕНЕРАТОРОВ РАВНОМЕРНО РАСПРЕДЕЛЕННЫХ СЛУЧАЙНЫХ ЧИСЕЛ



ЦЕЛЬ РАБОТЫ: изучение специализированных тестов для проверки генераторов равномерно распределенных случайных чисел; разработка алгоритмов и программ тестирования генераторов СЧ.



2.1. ПОДГОТОВКА К РАБОТЕ



 Изучить способы тестирования последовательностей случапйных чисел.

 Ознакомится с основными алгоритмами для проверки качества последовательностей случайных чисел.

 Подготовить машинные программы для эксперементирования на ЭВМ в соответствии с индивидуальным заданием.





2.1. КРАТКИЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ



В системах статистического моделирования важная роль принадлежит генераторам равномерно распределенных СЧ на интервале [0,1) ( РР СЧ. РР СЧ применяются для моделирования СЧ с произвольным законом распределения , случайных процессов, поэтому генераторы РР СЧ во многом определяют качество систем моделирования. Этими доводами объясняется необходимость тщательной проверки самих генераторов РР СЧ с помощью специализированных количественных  критериев случайности.

Изучаемые в данной лабораторной работе шесть специализированных тестов базируются на универсальном  (2 - критерии. Каждый тест применяется к последовательности СЧ



<Rn>=R0 , R1 , R2 , ... ,						(1)



которые должны быть распределены равномерно между нулем и еденицей. Изучаемые тесты предназначены в первую очередь для проверки целочисленных последовательностей, а не последовательностей действительных чисел типа (1). Поэтому проверке подвергается вспомогательная последовательность 



	<Jn>=J0 , J1 , J2 , ... ,	



которая определяется следующим образом:



	Jn=(d*Rn(,

где (х(  есть целая часть от х. Входящие в последовательность <Jn> целые числа распределены равномерно между 0 и d-1, если числа <Rn> распределены между 0 �и 1. Значение d может быть любым целым числом, например, на машине, работающей в двоичной системе, можно выбрать d=64=26; тогда Jn  будут определятся шестью наиболее значимыми разрядами в двоичном представлении Rn. Чтобы тест был представительным, значение d должно быть большим, но не слишком, чтобы при реализации теста на машине не возникало затруднений.

Введенные здесь обозначения Rn, Jn, и d будут использованы в данном разделе неоднократно. Значение d может быть различным в разных тестах.





2.2.1. Тест серий



Проверяется равномерность и независимость пар следующих друг за другом случайных чисел. Для этого подсчитывается, сколько раз встречается каждая пара (J2j , J2j+1)=(q,r) при 0 ( j< N. Величины q и r могут принимать любые значения от 0 до d-1. Затем применяется критерий  (2  c числом категорий x=d2 и равными вероятностями 1/d2  во всех категориях. Невыполнение условия равновероятности категорий делает невозможным применение генератора GRR в задачах моделирования. Для сокращения объемов требуемой памяти значение d выбирают из диапозона 16-64 (при программировании на Ассемблере удобно взять d равным 16, 32 или 64).

Для определения длины выборки тестируемой последовательности пользуемся правилом применения критерия (2 :



(число испытаний) х (миним.вероятность)=5			(2)



Пример:“Минимальная вероятность” в рассматриваемом тесте серий равна 1/d2. Так как случайные числа объединяются в пары, то одно испытание требует двух случайных чисел, и поэтому длина выборки NВ вдвое больше числа испытаний : �(число испытаний)=NВ/2.�Формула (2) приобретает вид�(NВ/2)(1/d2)=5�или после преобразований�NВ=10d2 ,�откуда при d=16  NВ=10*16*16=2560.

Напомним, что это минимальное значение NВ. Для повышения достоверности (2 - критерия желательно взять величину NВ в 5-10 раз большей.

Более строго алгоритмы тестов будем записывать в виде последовательности шагов. К каждому шагу в квадратных скобках дается комментарий. Все алгоритмы обозначены латинскими буквами и снабжены предварительными пояснениями.

Алгоритм А ( тест серий. Пусть тестируемый генератор имеет имя GRR, а обращение к нему ( CALL GRR(IX, IY,R), где IX ( текущий член последовательности в диапозоне от 0 до m-1 (целое значение), IY ( последующий член последовательности в диапозоне от 0 до m-1 (целое значение),R ( последующий член последовательности в диапозоне от 0 до 1 (вещественное значение), m ( модуль  генератора GRR. Пусть множитель d равен 16, тогда объем выборки NВ, как подсчитано ранее, равен 2560. Значения последовательности <Jn> находятся в пределах от 0 до 15, а количество разновидностей пар (J2j , J2j+1) равно 256 ( (0,0), (0,1), (0,2) ... (15,14), (15,15). Для сбора информации о фактическом распределении пар отводится двумерный массив Y(16,16). Теоретически появление каждой пары равновероятно, и вероятность равна 1/256. Шаги А1-А6 реализуют проверку пар и подсчет количества пар каждого типа в ячейках массива Y(16,16). Шаги А7-А10 необходимы для подсчета меры различия фактического распределения с теоретическим по формуле

� EMBED Equation.2  ���

которая в силу равновероятности категорий (их вероятности равны 1/d2) преобразуется к виду

� EMBED Equation.2  ���.

А1. [Начальная установка]. Присвоить CTK(0, d(16, N=1280, а также Y(i,j)(0 для i=1,...,16 и j=1,...,16.

A2. [Обработка первого элемента пары]. Обратится к подпрограмме GRR, которая поместит случайное число в ячейку R. Присвоить l1((R*d(+1.

A3. [Обработка второго элемента пары]. Обратится к подпрограмме GRR, которая поместит случайное число в ячейку R. Присвоить l2((R*d(+1.

A4. [Фиксация типа пары СЧ]. Присвоить Y(l1,l2)( Y(l1,l2)+1.

A5.  [Подсчет количества обработанных СЧ]. Присвоить CTK(СТК+2.

А6. [Проверка окончания цикла]. Если CTK<2560, то вернуться к шагу А2, иначе перейти к шагу А7.

А7. [Начало подсчета меры расхождения]. Присвоить V(0.

A8. [Суммирование квадратов накопленных значений типов пар]. Присвоить V(V+[Y(i,j)]2 для i=1,...,16 и j=1,...,16

A9. [Подсчет меры расхождения]. Присвоить V(d*d*V/N -N.

A10. [Вывод результатов]. Вывести значение V и закончить вычисления.

На рис.1 приведен вариант выполнения лабораторного задания по испытанию генератора СЧ с помощью теста серий в виде комплекса программ на Фортране, реализующих алгоритм А. Оценку результатов тестирования нужно производить по (2-распределению с числом степеней свободы (2=k-1=256-1=255. Это распределение, расчитанное по формуле из [2], представлено ниже.



     �p=99%�p=95%�p=75%�p=50%�p=25%�p=5%� p=1%��(=255�187.16�205.54�233.38�254.33�276.50�310.30�335.99��

Поскольку значение меры расхождения V=236 близко к значению (2-распределения для р=75%,  считаем, что исследуемый генератор СЧ успешно прошел испытания по тесту серий. Данное значение меры расхождения V было получено для выборки случайных чисел с начальным значением, равным нулю.



2.2.2. Проверка равномерности



Первое требование, предъявляемое к последовательности (1), заключается в том, чтобы числа Rn были действительно равномерно распределены между нулем и еденицей. Для проверки равномерности можно выбрать какое-нибудь удобное значение d, например 100, на машине, работающей в десятичной системе, либо 64 или 128 на машине, работающей в двоичной системе, и сформировать последовательность <Jn>. Затем для каждого целого значения Jn подсчитывается их количество, для чего используется одномерный массив Y размерностью d. В заключение к этим числам в массиве Y применяется (2-критерий с числом категорий, равным d. Вероятности попадания в каждую из категорий равны 1/d.





2.2.3. Покер(тест (проверка комбинаций)



В этом случае величина d берется небольшой, поэтому и диапозон элементов последовательности <Jn>=(<Rn>*d( также невелик, и значения <Jn> называют цифрами. Например, при d=8 значения 0 ( Jn ( 7 являются восьмеричными цифрами, а при d=10 значения будут десятичными цифрами.





CIPRIMER.FOR

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC

C	ПРИМЕР ВЫПОЛНЕНИЯ ЛАБОРАТОРНОЙ РАБОТЫ 

С	ПО ИЗУЧЕНИЮ СПЕЦИАЛИЗИРОВАННЫХ ТЕСТОВ 

С	ДЛЯ ГЕНЕРАТОРОВ СЛУЧАЙНЫХ ЧИСЕЛ.

С	РЕАЛИЗОВАН ТЕСТ СЕРИЙ, В КОТОРОМ 

С	ИСХОДНАЯ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬ РАЗБИВАЕТСЯ 

С	НА ПАРЫ. У КАЧЕСТВЕННОГО ГЕНЕРАТОРА СЧ

С	КАЖДАЯ ПАРА ДОЛЖНА ВСТРЕЧАТЬСЯ С ОДИНАКОВОЙ 

С	ВЕРОЯТНОСТЬЮ

С

ССССССССССССССССССССССССССССССССССССССССССССССССССССС

	DIMENSION Y(16,16)

	INTEGER CTK

	REAL NPAR

C

C	ВВОД НАЧАЛЬНОГО ЭЛЕМЕНТА ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ СЧ

С	ПРИ ОТРИЦАТЕЛЬНОМ ЗНАЧЕНИИ-ЗАВЕРШЕНИЕ ВЫЧИСЛЕНИЙ

С

99	TYPE 100

100	FORMAT(‘ВВЕДИТЕ НАЧ. ЗНАЧЕНИЕ ПО ФОРМАТУ 16’)

	ACCEPT 101,IX1

101	FORMAT(I6)

	IF (IX1.LT.0)  GOTO 200

	IX=IX1

C

C	НАЧАЛЬНАЯ УСТАНОВКА

С

	СТК=0

	D=16

	NPAR=1280

	DO I  I=1,16

	   DO I  J=1,16

1	   Y(I,J)=0

C

C	ОБРАБОТКА ПЕРВОГО ЭЛЕМЕНТА ПАРЫ

С

2	CALL GRR(IX,IY,R)

	IX=IY

	L1=R*D+1

C

C	ОБРАБОТКА ВТОРОГО ЭЛЕМЕНТА ПАРЫ

С

	CALL GRR(IX,IY,R)

	IX=IY

	L2=R*D+1

C

C	ФИКСАЦИЯ ТИПА ПАРЫ СЧ

С

	Y(L1,L2)=Y(L1,L2)+1

C

C	ПОДСЧЕТ КОЛИЧЕСТВА ОБРАБОТАННЫХ СЧ

С	И ПРОВЕРКА ОКОНЧАНИЯ ЦИКЛА

С

	CTK=CTK+2

	IF (CTK.LT.2560) GOTO 2



Рис.1. Программа теста серий.





C

C	ПОДСЧЕТ МЕРЫ РАСХОЖДЕНИЯ

С

	V=0

	DO 3 J=1,16

	   DO 3 I=1,16

	T=Y(I,J)

3	V=V+T*T

	V=D*D*V/NPAR(NPAR

C

C	ВЫВОД РЕЗУЛЬТАТОВ

С

	WRITE(6,105) IX1,V

105	FORMAT(‘НАЧ.ЗНАЧЕНИЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ

	*СЧ IX1=‘,I6//

	*’МЕРА РАСХОЖДЕНИЯ V=‘,E13.6)

С

С	ВОЗВРАТ НА ПОВТОРЕНИЕ ПРИ ДРУГОМ

С	НАЧАЛЬНОМ ЗНАЧЕНИИ

С

	GO TO 99

200	STOP

	END

	SUBROUTINE GRR(IX,IY,R)

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC

C

C	ПРОГРАММА(ГЕНЕРАТОР СЛУЧАЙНЫХ ЧИСЕЛ, РАВНОМЕРНО

С	РАСПРЕДЕЛЕННЫХ НА ИНТЕРВАЛЕ [0,1). РАБОЧАЯ ФОРМУЛА

С	IY=(A*IX+C) MOD V.

C

C	IX(ТЕКУЩИЙ ЧЛЕН ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ В ДИАПОЗОНЕ ОТ 

С	ОТ 0 ДО М-1

С	IY(ПОСЛЕДУЮЩИЙ ЧЛЕН ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ В 

С	ДИАПОЗОНЕ ОТ 0 ДО М-1

С	R(ПОСЛЕДУЮЩИЙ ЧЛЕН ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ В 

С	ДИАПОЗОНЕ ОТ 0 ДО 1

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC

	CALL SETERR(1,200)

	IX=MUL(IX,8721)

	IX=IX.AND.32767

	IX=IX+121

	IY=IX.AND.32767

	R=IY

	R=R/32768

	CALL SETERR(1,1)

	RETURN

	END



Рис.1. Продолжение





НАЧ. ЗНАЧЕНИЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ IX1=	0





МЕРА РАСХОЖДЕНИЯ V=0.236000E+03



Рис.2. Результаты вычислений на ЭВМ





В “классическом” покер-тесте рассматриваются N групп из пяти следующих друг за другом целых чисел (J5j, J5j+1,..., J5j+4), 0 ( j ( N. Выделяются следующие 7 типов комбинаций, отличающихся различным содержанием цифр.

abcde ( (все разные)

aabcd ( (одна пара)

aabbc ( (две пары)

aaabc ( (три одного вида)

aaabb ( (полный сбор)

aaaab ( (четыре одного вида)

aaaaa ( (пять одного вида)

Таким образом, количество классов категорий равно 7, и с помощью критерия (2 проверяется, соответствует ли эмпирические частоты комбинаций теоретическим вероятностям их появления.

Предполагая, что каждая из цифр 0,1, ..., d-1 в последовательности J0, J1,... появляется с одинаковой вероятностью , и что отдельные члены этой последовательности независимы, можно определить распределение вероятностей различных пятерок с помощью следующих формул:



	       ф (d-1)(d-2)(d-3)(d-4)/d4	для d(5;

P{abcde} =  (

	       (                   0		для d<5;



	       ф 10(d-1)(d-2)(d-3)/d4	для d(4;

P{aabcd} = (

	       (                   0		для d<4;



	       ф 15(d-1)(d-2)/d4		для d(3;

P{aabbc} = (

	       (              0			для d<3;



	       ф10(d-1)(d-2)/d4		для d(3;

P{aaabc} = (

	       (            0			для d<3;



	       ф 10(d-1)/d4			для d(2;

P{aaabb}= (

	       (       0			для d<2;



	       ф5 (d-1)/d4			для d(2;

P{aaaab}= (

	       (      0			для d<2;



	       ф 1/d4			для d(2;

P{aaaaa}=(

	       (   0				для d<2;

Значения этих вероятностей указаны в табл.1 для наиболее часто используемых d=2, 8,10.

Покер-тест применяют для проверки не только равномерно распределенных, но и случайных чисел с произвольным законом распределения [1]. Процедура формирования вспомогательной последовательности <Jn> при этом следующая.



								Таблица 1.

Вероятности появления комбинаций пятерок

Пятерки�=2�=8�=10��abcde�-�0.20518�0.3024��aabcd�-�0.51270�0.5040��aabbc�-�0.15381�0.1080��aaabc�-�0.10254�0.0720��aaabb�0.6250�0.01709�0.0090��aaaab�0.3125�0.00854�0.0045��aaaaa�0.0025�0.00024�0.0001��

Пусть X1, X2, ... ( последовательность случайных чисел с функцией распределения F. Разделим область значений этой случайной величины на d равновероятных интервалов с помощью точек a0<a1<a2<...<ad-1<ad. Если случайные числа Xj действительно имеют функцию распределения F, то для каждого интервала �[ai-1,ai) имеет место равенство



	P{aj-1 ( xj < ai} = 1/d.



Выполняя преобразование Jj=i для Xj([ai, ai+1), i=0, 1, 2, ... ,  d-1, как раз и получим вспомогательную последовательность случайных чисел <Jn>, каждое из которых принимает только равновероятные значения 0, 1, 2, ..., d-1.





2.2.4. Тест интервалов



В этом тесте проверяется длина интервалов между появлениями значений Rj, принадлежащих некоторому заданному отрезку. Если ( и ( ( два действительных числа, причем 0((<((1, то подсчитываются длины последовательностей Rj, Rj+1, ..., Rj+r, в которых только  Rj+r лежит между ( и (. Такая последовательность из r+1 чисел определяет интервал длины r. Для анализа последовательности <Rn> можно пользоваться следующим алгоритмом.

Алгоритм B ( вычисление длин интервалов. Данный алгоритм позволяет определить число интервалов длины 0, 1, ..., t-1 и полное число интервалов большей длины ( ( t ) в последовательности <Rn> . Для регистрации длин интервалов используется массив счетчиков Y(0), Y(1), Y(2), ... , Y(t-1), Y(t). Расчет продолжается до тех пор, пока не будет зарегестрировано N интервалов.

B1. [ Начальная установка ]. Присвоить j( -1, s(0, а также Y(r)(0 для  0( r (  t.

B2. [ r=0 ]. Присвоить r(0.

B3. [ ((Rj<(?]. Присвоить j(j+1. Если Rj(( и Rj<(, то перейти на В5, иначе ( на В4.

В4. [ Увеличить r ] . Присвоить r(r+1 : перейти на В3.

B5. [ Регистрация длины интервала ]. Если r ( t, то присвоить Y(t) ( Y(t)+1, иначе присвоить Y(r) ( Y(r)+1.

B6. [ Обнаружено N интервалов ? ]. Присвоить s ( s+1. Если s<N, то перейти на В2, иначе ( останов.

После выполнения этого алгоритма t+1 значений Y(0), Y(1), ... , Y(t) обрабатываются с помощью критерия (2 c использованием следующих значений эталонных вероятностей:

p0=p, p1=p(1-p), p2=p(1-p)2, ..., pt-1=p(1-p)t-1, pt=1- � EMBED Equation.2  ���.

Здесь p=((( ( вероятность того , что ((Rj<(. Значения N и p обычно выбираются таким образом, чтобы N*pmin был не меньше 5.

Часто полагают, что (=0, либо (=1,чтобы упростить шаг В3 алгоритма В. Частные случаи (( , () = (0, 1/2) или (1/2, 1) иногда называют проверкой отклонений от среднего вниз или вверх.

Отметим, что в приведенном здесь алгоритме вычисляются длины заданного числа N интервалов; последовательность СЧ при этом получается произвольной длины.





2.2.5. Тест коллекционера



В этом тесте сходство с предыдущим состоит в том, что в последовательности J0, J1, ... определяются длины сегментов (Jm, Jm+1, ... , Jm+r). Но каждый сегмент должен содержать “ полный набор” (“коллекцию”) целых чисел от 0 до d-1. Анализ последовательности СЧ и вычисление длин сегментов могут быть произведены с помощью следующего алгоритма.

Алгоритм С ( реализация теста коллекционера. Для вспомогательной последовательности целых чисел J0, J1, ... (0( Jm < d) этот алгоритм определяет длины N последовательных сегментов. При этом используется массив COLLEK: COLLEK(0), COLLEK(1), ... , COLLEK(d-1). Вычисления длины очередного сегмента (Jm, Jm+1, ... , Jm+r) начинается с обнуления элементов массива COLLEK. Пусть в сегменте число Jm+k (k(r) равно l (очевидно, что 0 ( l ( d-1) и пусть ни одно из предшествующих чисел в сегменте не равно l, тогда 1 заносится в COLLEK(l). А если l встречается повторно, то массив COLLEK не изменяется. Число Jm+r всегда приводит к заполнению еденицами всех элементов массива COLLEK ( т.е. коллекция собрана.

После этого 1 добавляется к  счетчику Y(r) при 0 ( r < t или в Y(t) при r ( t, и начинается определение длины следующего сегмента. По окончании работы алгоритма в Y(r) при 0 ( r < t находится число сегментов длины r, а в Y(t) ( число сегментов длины  ( t. ( Ясно, что Y(i)=0 при 0 (  i ( d-2 ).

С1. [ Начальная установка ]. Присвоить j( -1, s(0, а также Y(r) (0 �для 0 ( r ( t.

С2. [ q, r =0 ]. Присвоить q(r(0, а также COLLEK(K) (0 для 0( k ( d-1.

C3. [ Следующее испытание ]. Присвоить r(r+1, j(j+1. Если COLLEK(Jj)(0, повторить шаг  С3.

С4. [ Полный набор ? ]. Присвоить COLLEK(Jj)(1, q(q+1. ( На данный момент обнаружено q разных значений ). Если q=d, это значит, что получен полный набор ). Если q<d, то перейти на С3, иначе на С5.

С5. [ Регистрация длины сегмента ]. Если r < t , то присвоить Y(r)(Y(r)+1, иначе присвоить Y(t) (Y(t)+1.

C6. [ Обнаружено N сегментов ? ]. Присвоить s(s+1. Если s<N, перейти на С2, иначе останов.

Можно представить себе, что речь идет о книголюбе, собирающем, например, десятитомник А.С. Пушкина. Книголюб перебирает книги на стеллажах букинистического магазина до тех пор, пока не соберет полный комплект. Количество просмотренных книг является длиной анализируемого сегмента.

Содержимое счетчиков Y(d), Y(d+1), ... , Y(t) обрабатывается с помощью критерия (2 c k=t-d+1 степенями свободы после того, как алгоритм С завершит работу. Соответствующие эталонные вероятности равны [2]:

� EMBED Equation.2  ���  � EMBED Equation.2  ���

Здесь � EMBED Equation.2  ���( числа Стирлинга 2 рода - см. таблицу 2. Они очень похожи на биноминальные коэффициенты Ньютона. Например, число � EMBED Equation.2  ���=7 получается вычислением � EMBED Equation.2  ���.� EMBED Equation.2  ���



								Таблица 2.

Числа Стирлинга 2 рода

n�� EMBED Equation.2  ����� EMBED Equation.2  ����� EMBED Equation.2  ����� EMBED Equation.2  ����� EMBED Equation.2  ����� EMBED Equation.2  ����� EMBED Equation.2  ����� EMBED Equation.2  ����� EMBED Equation.2  �����0�1����������1�0�0���������2�0�1�1��������3�0�1�3�1�������4�0�1�7�6�1������5�0�1�15�25�10�1�����6�0�1�31�90�65�15�1����7�0�1�63�301�350�140�21�1���8�0�1�127�966�1701�1050�266�28�1��







2.2.6. Тест перестановок



Разделим исходную последовательность СЧ на N групп по t элементов в каждой: (Rmt, Rmt+1, ... , Rmt+t-1), 0 ( m < N. В каждой группе возможно всего t! вариантов относительного расположения чисел. Подсчитывается, сколько раз встречается каждое конкретное раположение, после чего применяется критерий (2 c числом категорий k = t! и эталонными вероятностями попадания в каждую из категорий p=1/t!.

Например, при t=3 число категорий равно шести: R3m<R3m+1<R3m+2 или R3m<R3m+2<R3m+1 или ... или R3m+2<R3m+1<R3m. При этом предполагается, что точное равенство двух чисел невозможно: действительно, вероятность такого события равна нулю.

При реализации этого теста на машине удобно воспользоваться следующим алгоритмом [2].

Алгоритм D ( анализ перестановок. Любому набору несовпадающих элементов (R1, ... , Rt)  ставится в соответствии целочисленная функция f(R1, ... , Rt), такая, что 0 ( f(R1, ... , Rt) < t! и f(R1, ... , Rt)=f(U1, ... , Ut) в том и только в том случае, когда элементы в f(R1, ... , Rt) и (U1, ... , Ut) расположены в одинаковом порядке. В программе используется вспомогательный массив С(1), ... , С(t).

D1. [ Начальная установка ]. Присвоить r ( t.

D2. [ Определить максимум ]. Определить максимальное из значений �{R1, ... , Rr}. Допустим, что это Rs. Затем установить C(r) ( s-1.

D3. [ Замена ]. Взаимозаменить Rr ( Rs.

D4. [ Уменьшение r ]. Присвоить  r(r-1. Если r>0, вернуться на D2.

D5. [ Вычисление f ]. Искомое значение функции определить по формуле�	f = C(t)+tC(t-1)+t(t-1)C(t-2)+...+t!*C(1)=[...[[C(1)*2+C(2)]*3+C(3)]*4+ ... +�	         +C(t-1)]*t+C(t).							(3)



Алгоритм D построен таким образом, что 



		0 ( С(r)< r						(4)



(см. шаг D2) и, в частности С(1) всегда равно нулю. Так как С(r) может принимать r различных значений, общее количество разновидностей массива C равно t!. Из формул (3) и (4) легко видеть, что 0 ( f < t!. К концу работы алгоритма величины (R1, ... , Ri) будут расставлены в порядке возрастания.

Теперь можем в полном объеме разработать один из вариантов алгоритма теста перестановок.

Алгоритм E ( тест перестановок. Для регистрации типов перестановок используется массив Y размерностью 1+t! элементов: Y(0), Y(1), ... , Y(t!).

E1. [ Ввод данных ]. Ввести t, N.

E2. [ Начальная установка ]. Присвоить m(0, а также Y(i) (0 �для i=0, 1, ... , t].

E3. [ Форматировать группы СЧ ]. Выбрать t очередных случайных чисел с выхода исследуемого генератора СЧ: (Rmt, Rmt+1, ... , Rmt+t-1).

E4. Применить к набору  (Rmt, Rmt+1, ... , Rmt+t-1) алгоритм D, т.е. вычислить  значение функции (3): f(Rmt, Rmt+1, ... , Rmt+t-1).

Е5. [ Регистрации типа перестановки ]. Присвоить Y(f) (Y(f)+1.

E6. [ Увеличение m и проверка окончания ]. Присвоить m(m+1. Если m<N, то вернуться на E3, иначе перейти на E7.

E7. [ Начало подсчета меры расхождения ]. Присвоить V(0.

E8. [ Cуммирование квадратов значений типов перестановок ]. Присвоить V(V+[Y(i)]2 для i=0, 1, ..., t!.

E9. [ Подсчет меры расхождения ]. Присвоить V(t!*V/N - N.

E10. [ Вывод результатов ]. Вывести значение V и закончить вычисления.





2.3. ЛАБОРАТОРНОЕ ЗАДАНИЕ



Получить от преподавателя задание на проведение тестового испытания генератора равномерно распределенных случайных чисел.

По заданному разбиению области определения случайной величины подсчитать эталонные вероятности попадания значений случайной величины подсчитать эталонные вероятности попадания значений случайной величины на полученные отрезки-категории. Если возможно, составляется подпрограмма вычисления эталонных вероятностей p1, p2, ... , pk на ЭВМ.

Используя представленные в описании примеры, составить программы тестирования последовательностей случайных чисел.

Составить отчет по лабораторной работе, к которому впоследствии добавятся только результаты работы на ЭВМ и выводы.



2.4. СОДЕРЖАНИЕ ОТЧЕТА



Цель работы.

Текст варианта задания.

Расчетная часть, включающая определение эталонных вероятностей попадания случайной величины на полученные отрезки-категории.

Текст программы с подробными комментариями.

Результаты эксперементирования на ЭВМ.

Выводы.





2.5. КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ



В чем состоят правила формирования вспомогательной последовательности случайных чисел?

Как подсчитать длину выборки исследуемой последовательности?

Каким образом покер-тест может быть использован для проверки качества случайных чисел с произвольным законом распределения?

Что общего между тестами интервалов и коллекционера и в чем они различаются?

Как вычислить число Стирлинга вида� EMBED Equation.2  ���?

Сколько вариантов перестановок возможно в группе из t элементов? Почему?
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ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА №3



МОДЕЛИРОВАНИЕ СЛУЧАЙНЫХ ЧИСЕЛ С ПРОИЗВОЛЬНЫМ ЗАКОНОМ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ





Цель работы: изучение методов моделирования случайных чисел с произвольным законом распределения; разработка алгоритмов моделирования случайных чисел и их исследование на мини-ЭВМ.



1.1. ПОДГОТОВКА К РАБОТЕ



Изучить методы моделирования дискретных и непрерывных случайных величин с произвольным законом распределения.

Изучить способ проверки качества случайных чисел с помощью критерия (2.

Подготовить машинные программы для эксперементирования на ЭВМ в соответствии с индивидуальным заданием.





1.2. КРАТКИЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ



1.2.1. Моделирование дискретных случайных величин (ДСВ)



Случайная величина ( называется дискретной, если она может принимать дискретное множество значений х1, х2, ... , хn.

Дискретная случайная величина ( определяется матрицей



(~� EMBED Equation.2  ���,					(M1)



где х1, х2, ... , хn ( возможные значения величины (, а p1, p2, ... , pn ( соответствующие им вероятности. Вероятность того, что случайная величина ( примет значение xi обозначают так:

	P{ (=xi } = pi .

Матрица (M1)  называется распределением дискретной случайной величины.

Числа х1, х2, ... , хn могут быть любыми, однако вероятности p1, p2, ... , pn должны удовлетворять двум условиям:

 Все pi положительны: pi > 0;

 Сумма всех pi равна 1: p1+p2+ ... +pn=1. (это условие означает, что ( �	       обязана в каждом случае принять одно из значений х1, х2, ... , хn).

Для моделирования ДСВ ( разделим интервал [0,1] на подинтервалы ( i такие (рис.1), что длина ( i равна pi.

  (1=p1  (2=p2    . . .     (i=pi     . . .    (n=pn

ДЕДДДЕДДДЕДДДЕДДДЕДДДЕДДДЕД

   0                                                                       1



Рис.1. Разбиение области определения СВ



Стандартный алгоритм моделирования ДСВ задается следующей �теоремой [2,3].

Теорема. Пусть r ( СВ, равномерно распределенная на [0,1). Тогда СВ (, определенная формулой 

(=xi , когда r(( i,

имеет распределение вероятностей (Т1). Доказательство занимает одну строку 

P{ (=xi }=P{ r(( i } = (длина ( i ) = pi.

Cтандартный алгоритм моделирования ДСВ в виде блок-схемы показан на рис.2.



� EMBED Visio.Drawing.3  ���

Рис.2. Стандартный алгоритм моделирования дискретной СВ.



Наиболее важными дискретными величинами являются целочисленные с распределением pk=P{x=k} (k=0, 1, 2, ...). Если вероятности связаны простыми реккурентными формулами вида pk+1=pk*r(k), то для таких случайных величин значения pk и xk можно не записывать в памяти ЭВМ, а моделирование осуществлять по схеме, изображенной на рис.3.



� EMBED Visio.Drawing.3  ���

Рис.3. Алгоритм моделирования целочисленной СВ



Пример. Для распределения Пуассона с параметром (:

	pk=(k e-(/k!, r(k)= (/(k+1), k=0,1,...,

и блок-схема алгоритма моделирования этой СВ принимает вид, показанный на рис.4.



� EMBED Visio.Drawing.3  ���













1.2.2. Моделирование непрерывных случайных величин.



Важнейшим способом моделирования непрерывных СВ является метод обратных функций. Он применяется самостоятельно, а также служит основой для других методов. Непрерывная случайная величина ( полностью определяется плотностью распределения p(x) или функцией распределения F(x)=P{(<x}, между которыми существует следующая связь:

� EMBED Equation.2  ���.

Основная рабочая формула метода обратных функций (ее доказательство приведено, например, в [1,4] имеет вид



(=F-1(r).							(1)



Поскольку случайная величина 1(r также равномерно распределена на интервале (0,1), то можно использовать формулу



(= F-1(1-r).							(2)



Пример. Случайная величина имеет экспоненциальный закон распределения p(x)=(� EMBED Equation.2  ���; x ( 0, ( > 0, где ( ( параметр распределения. Требуется найти формулу для моделирования этой СВ.

Во-первых, найдем выражение для функции распределения 

� EMBED Equation.2  ���

Составляем уравнение вида (1):

r=1-e(((,

разрешив которое относительно (, получаем искомую формулу

(=(ln(1-r)/ (.

Так как 1-r имеет то же самое распределение, что и r, то удобнее для нахождения СВ ( использовать формулу

	(=(ln r/(.

Может оказаться, что разрешить уравнение (1) относительно ( трудно, например, когда интервал от p(x) не выражается через элементарные функции или когда плотность p(x) задана графически. Эти трудности привели к поиску других методов моделирования случайных величин.





1.2.2.1. Метод отбора



Метод отбора для моделирования СВ предложен Дж.Нейманом. Это первый из способов, расширяющих возможности метода обратных функций. Вначале рассмотрим моделирование способом отбора одномерной случайной величины ( с плотностью p(x), определенной на интервале (a,b). Вне этого интервала p(x)=0, и , кроме того, плотность распределения ограничена сверху, т.е. p(x) ( c, где с ( постоянная.

Процедура получения значений случайной величины ( заключается в следующем:

 Получаем два независимых значения r1 и r2 cлучайной величины r с равномерным распределением на интервале [0,1).

 Строим точку с координатами (z1, z2), где z1=a+r1(b-a), z2=r2*c.

 Если z2 < p(z1), то полагаем, что СВ ( приняла значение z1 ; если z2 ( p(z1), то точка (z1, z2) отбрасывается и вычисления повторяются с п.1.

Полученные таким образом значения являются реализациями СВ ( с плотностью p(x).

Пример. Пусть F(x)=x2 на интервале [0,1). Плотность этого распределения p(x)=2x ограничена сверху, например, с=2. Алгоритм моделирования сводится к следующему:

 Получаем два случайных числа r1 и r2, равномерно распределенных на интервале [0,1).

 Строим точку с координатами (z1=r1, z2=2*r2).

 Если z2=2*r2 < p(z1)=2*r1, то полагаем, что СВ ( приняла значение z1=r1. Если же неравенство z2=2*r2 < p(z1)=2*r1  не удовлетворяется, то повторяем вычисления с п.1.

Известна модификация метода отбора, расширяющая области его применения [1].

Пусть случайная величина ( имеет распределение с плотностью p(x), которую можно представить в виде 

p(x)=a1*p1(x)*g1(x),

где a1 ( постоянная, p1(x) ( некоторая известная плотность вероятности, а функция g1(x) удовлетворяет условию 0 ( g1(x) ( 1, аргумент x может принимать значения от (( до (.

Значения случайной величины ( можно получить по следующему алгоритму:

Моделируем случайную величину с плотностью p1(x)  ( получаем значение Y (используем, например, метод обратных функций.

Вычисляем g1(Y).

Моделируем случайную величину r, равномерно распределенную на интервале [0,1) ( получаем значение R.

Если R<g1(Y), то принимаем значение ( = Y . В противном случае полученные числа отклоняются, и вычисления повторяются с п.1.





1.2.2.2. Метод суперпозиции



Допустим, что функция распределения F(x) интересующей нас случайной величины ( представлены в виде



� EMBED Equation.2  ���						(3)

где Fk(x) ( также функции распределения, а ck >0. Из (3) при x(( следует, что с1+с2+...+сm=1. Следовательно можно ввести случайную дискретную величину ( с распределением

	� EMBED Equation.2  ���,

так что

P{(=k}=ck, 1 ( k ( m.

Функции распределения вида (3) встречаются тогда, когда мы имеем дело со смесью случайных величин. Например, если у нас всего N деталей, среди которых Nk с функцией распределения “времени жизни” Fk(t), k=1, 2, ... , m, то функция распределения “времени жизни” для случайно выбранной детали равна

� EMBED Equation.2  ���

Однако представление (3) часто придумывают искусствено, чтобы облегчить процедуру моделирования случайной величины (.

Алгоритм моделирования по методу суперпозиции состоит из следующих шагов.

 Моделируются два независимых значения r1 и r2 случайной величины, равномерно распределенной на интервале [0, 1).

Число r1 используется для моделирования целочисленной ДСВ ( с распределением�	� EMBED Equation.2  ���,						(М2)�	Напомним, что результатом этого шага будет значение K такое, что удовлетворяется условие�	� EMBED Equation.2  ����(при К=1 левую часть неравенства полагать равной нулю).

 Из уравнения Fk(()=r2 определяется значение (.

Часто СВ ( задается плотностью распределения p(x), которая также представима в виде суммы:

� EMBED Equation.2  ���

где pk(x) ( некоторые плотности, а ck >0 и с1+с2+...+сm=1. СВ ( моделируется по следующему алгоритму.

Моделируется два независимых значения r1 и r2, СВ, равномерно распределенной на [0,1).

Число r2 используется для моделирования ДСВ ( с распределением (М2).

Значение СВ ( находится по методу обратных функций из соотношения

	� EMBED Equation.2  ���						(4)

Более того, если шаг 3 этого алгоритма по формуле (4) выполнить сложно, то он может быть реализован по методу отбора или его модификации.

Пример. Случайная величина ( определена на интервале 0 < x < 2 с плотностью p(x)=(5/12)[1+(x-1)4]. Если для нахождения значений величины ( воспользоваться методом обратных функций, то получим формулу

((-1)5 +5*(=12*r (1,�так что придется  решать уравнение пятой степени.

Можно, однако, представить p(x) в виде суперпозиции плотностей p1(x)=1/2  и p2(x)=(5/2)(x-1)4: p(x)=(5/6)*p1(x)+(1/6)*p2(x). Такое представление плотности p(x) является “искусственным”.

Руководствуясь алгоритмом для метода суперпозиции получаем явный алгоритм моделирования случайной величины (:

 Моделируются два независимых значения r1 и r2 CВ, равномерно распределенной в [0, 1).

 Число r1 используется для моделирования ДСВ ( с распределением�	� EMBED Equation.2  ���

 Значение ( вычисляется по правилу:

� EMBED Equation.2  ���





1.2.2.3. Модифицированный метод суперпозиции



Оказывается при реализации метода суперпозиции можно ограничиться случайным числом r, равномерно распределенным в [0, 1). Если СВ ( задана плотностью

� EMBED Equation.2  ���

то моделирование выполняется так:

 Моделируется значение r.

 По величине r моделируется ДСВ ( c распределением �		� EMBED Equation.2  ���,�что дает нам конкретное значение (=k и величину (=(r ( � EMBED Equation.2  ���)*ck-1.

 Значение ( находится из уравнения�	� EMBED Equation.2  ���

Пример. Случайная величина ( определена в интервале 0 < x < 2 с плотностью p(x)=(5/12)*[1+(x-1)4]=(5/6)*p1(x)+(1/6)*p2(x), где p1(x)=1/2;p2(x)=(5/2)*�(x-1)4. Моделирование СВ ( проводим по алгоритму:

1. Моделируется значение r.

	2. Так как СВ ( задана матрицей 	� EMBED Equation.2  ���,�то при r<5/6 (=1 и (1=6*r/5, а при r(5/6 (=2 и  (2=(r-c1)*c2-1=(r-5/6)/(1/6)=6*r(5.

	3. Значение ( вычисляется из уравнения 

	� EMBED Equation.2  ���

а точнее

� EMBED Equation.2  ���





1.2.2.4. Метод дробления области определения случайной величины



Этот прием иногда используют при моделировании случайной величины, плотность которой резко различна в различных областях (рис.5).

Пусть p(x) ( плотность случайной величины (, определенной в интервале a<x<b. Разобъем этот интервал на сумму непересекающихся интервалов (k, так что (a, b)= (1+...+(m (рис.5) и вероятности ск попадания ( в (к положительны и равны 

� EMBED Equation.2  ���

Введем в рассмотрение плотности

� EMBED Equation.2  ���

Очевидно, с1+...+сm=1 и при всех x на (a,b) p(x)=c1p1(x)+...+cmpm(x), и в этих  условиях исходные данные внешне совпадают с исходными данными для метода суперпозиции. Моделирование СВ ( проводится следующим образом.

1. Моделируются независимые значения r1 и r2  СВ, равномерно распределенной в [0,1).

2. По величине r1 моделируется СВ ( c распределением 		� EMBED Equation.2  ���,�что дает нам конкретное значение (=k.

3. Значение ( вычисляется из уравнения 

	� EMBED Equation.2  ����где (1 ( левый конец  (k.

Подчеркнем, что в методах суперпозиции и дробления интервалов подготовка исходных данных существенно различается.
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	Рис.5. Дробление области определения непрерывной СВ.
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Рис.6. Апроксимация закона распределения СВ кусочно(постоянными (а) 	            и кусочно(линейными (б) функциями
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Рис.7. Пример плотности распределения СВ







1.2.2.5. Извлечение корней из случайных чисел



Пусть СВ ( задана функцией распределения F(x)=xn на интервале [0,1). Тогда по методу обратных функций моделирование ( производится по формуле



   (=n(r.



Рассмотрим  также СВ (, вычисляемую по правилу



   (=max(r1, r2, ... , rn).



По определению функция распределения  F(()=P((<x), и поскольку r1, �r2, ... , rn независимы, то 



   F((x)=P(r1-x)*P(r2-x)...P(rn<x)=xn



(напомним, что для равномерно распределенной СВ Fr(x)=P(r<x)=x). Так как функции распределения СВ ( и ( совпадают, то вместо ( можно моделировать (. Эта замена может быть эффективной в том случае, когда в библиотеке ВС отсутствуют быстрые средства вычисления корня.





1.2.2.6. Использование кусочной апроксимации закона распределения при 		моделировании СВ



В тех случаях, когда закон распределения представлен сложной аналитической формулой или же не выражается аналитически (например, плотность распределения СВ изображена в виде графика) применяют апроксимацию кривой распределения кусочно(постоянными (рис. 6а) или кусочно(линейными (рис.6б) функциями [6].

Для СВ ( с кусочно(постоянной плотностью выражение для плотности распределения записывается в виде



p(x)=yi  при xi-1<x<xi , i=1, ... , n.



Основным соотношением для моделирования остается формула метода обратных функций
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а моделирующий алгоритм состоит из следующих шагов:

 Моделируется равномерно распределенная СВ r.

 Определяется отрезок (xk-1, xk), на котором производится приближение к функции p(x). Для этого из полученного значения r последовательно вычитаются величины y1(x1-x0), y2(x2-x1), ... , yk(xk-xk-1) до получения первого отрицательного значения M.

 Вычисляется значение ( как решение уравнения M= yk ((-xk), откуда (=xk+M/yk.

При кусочно-линейной апроксимации на каждом из отрезков (xi-1, xi) функция p(x) заменяется линейной функцией, причем p(xi)=yi. Моделирование производится по алгоритму :

 Моделируется РР СВ r.

 Определяется отрезок (xk-1, xk), на котором производится приближение к функции p(x). Для этого из полученного значения r последовательно вычитаются величины y1(x1-x0)/2, y2(x2-x1)/2, ... , yk(xk-xk-1)/2 до получения первого отрицательного значения M.

 Значение ( вычисляется из уравнения �	     (f(()+yk)((-xk)/2=M,�где �	     f(()=yk+((-xk)(yk/(xk, (xk=xk-xk-1, (yk=yk-yk-1.�После подстановки получаем�     	     [2yk+((-xk) (yk/(xk]((-xk)=2M,�откуда�	     (=xk+(1/(yk)(-yk*(xk+� EMBED Equation.2  ���).



Пример. Пусть плотность распределения СВ ( представлена следующим графиком ( рис.7. Из рис.7. видно, что

  x0=-0.5;    x1=0;     x2=0.5;   x3=1;

  y1=0.5;     y2=1;     y3=0.5;

  p1=0.25;   p2=0.5; p3=0.25; p1+p2+p3=1.

Для получения одного значения СВ каждый раз выполняется следующая последовательность шагов:

 Моделируется (считывается с выхода соответствующего генератора) число r ( значение СВ, равномерно распределенной на интервале [0,1).

 Приближение к p(x) производится на одном из отрезков:

[-0.5; 0), если 0 ( r < p1=0.25. При этом получаем -0.25 ( M1 < 0;

[0; 0.5), если p1=0.25 ( r < p1+p2=0.75. При этом получаем -0.5 ( M2 < 0;

[0.5; 1), если p1+p2=0.75( r<p1+p2+p3=1. При этом получаем -0.25(M3<0.

	3. Вычисляется значение ( как решение одного из уравнений:

M1=y1((-x1)=0.5(, откуда (=M1/0.5.

M2=y2((-x2)=1*((-0.5), откуда (=0.5+М2.

M3=y3((-x3)=0.5((-1), откуда (=M3/0.5+1.

Проверочные расчеты показывают, что значение моделируемой СВ ( лежат точно в требуемой области определения [-0.5; 1)(см. рис. 7).





1.2.3. Проверка качества случайных чисел



Для проверки качества случайных чисел разработан ряд статистических критериев, пригодных как для таблиц случайных цифр, так и для физических и программных генераторов. Следует отметить, что если проверка охватывает только часть объема чисел, используемых в дальнейшем для расчетов, то хорошая согласованность с теоретическим распределением этой части не является гарантией того, что вся последовательность чисел будет удовлетворять примененным критериям. В этой связи говорят о локальной случайности последовательности выработанных чисел. О качестве генератора судят по многократным проверкам различных частей выработанных им чисел различного объема N, причем N должно быть довольно большим.

Наиболее важными являются универсальные критерии, такие как (2, Колмогорова-Смирнова и (2 на основе критерия (2 разработан также ряд специализированных тестов: проверка серий, интервалов, перестановок. Наряду с применением различных статистических критериев оценку генераторов осуществляют и путем решения контрольных задач методом Монте-Карло. Результаты, полученные с использованием случайных чисел исследуемого генератора, сравниваются с результатами, полученными другим способом. Например, это может быть оценка число ( или другой математической постоянной, вычисление некоторых интегралов.

В данной работе основное внимание уделяется изучению (2 - критерия.

Применение критерия (2  включает следующие шаги:

Пусть ( ( произвольная случайная величина, которая может принимать множество возможных значений X. Разобъем это множество X на k попарно непересекающихся отрезков-подмножеств Х1, Х2, ... , Хк. Данные подмножества будем называть категориями или классами.

Используя закон распределения случайной величины (, определяем вероятности pi(i=1, ... , k) попадания значений ( в каждую из категорий. Графически эти вероятности соответствуют площадям криволинейных трапеций, ограниченных плотностью распределения p(x).(см. рис.8).

На рис.8. отрезок a0ak ( это множество X(область определения случайной величины (. Отрезки а0а1, а1а2, ..., ак-1ак являются 1-й, 2-й, ..., к-й категориями (классами) соответственно, а p1, p2, ... , pk ( вероятности попаданий значений ( в каждую из категорий. Причем вероятности p1, p2, ... , pk являются эталонными вероятностями принадлежности значений ( соответствующему классу (

pi=P{((Xi}>0   (Xi=[ai-1ai]), и

p1+p2+...+pk=1.

Создается генератор случайных чисел (программа), распределенных в соответствии с p(x). С помощью этого генератора формируется N значений x1, �x2, ..., xn случайной величины (. Для каждого xj проверяется, на каком отрезке �ai-1ai оно находится. И если xj попадает на отрезок as-1as, то в счетчик Ys, соответствующий данному классу, добавляется еденица. После проверки всех N случайных чисел x1, x2, ... , xN, в счетчиках Yi , i=1, ... , k накопятся некоторые значения, такие, что 

     Y1+Y2+...+Yk=N.

Эти значения в счетчиках образуют эмпирическую (конкретную) гистограмму принадлежности значений СВ ( выбранным категориям.
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Рис. 8. Разбиение множества X значений СВ
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Рис.9. Пример разбиения области нормального распределения  N(0,1) 		   на восемь категорий - классов.











Значение N рекомендуется выбирать из условия N*pmin=5, которое дает минимальное значение N. Но для повышения достоверности критерия лучше взять значение N существенно (на порядок и более) большим.

Подсчитывается мера различия V реального распределения чисел с выхода проверяемого генератора, зафиксированного в счетчиках Y1, Y2, ... , Yk и эталонного распределения, заданного вероятностями p1, p2, ..., pk:
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Затем V сравнивается с табличными значениями (2-распределения из таблицы 1 при (=К-1. Если V меньше значения, соответствующего p=99%, или больше значения соответствующего р=1%, то проверяемый генератор бракуется как недостаточно случайный. Если вероятность р, соответствующая значению V, лежит между 99 и 95% или между 5 и 1%, то результаты считаются “подозрительными”, при значениях полученных интерполяцией по таблице, заключенных между 95 и 90% или 10 и 5%, результаты “слегка подозрительны”. Часто с помощью критерия (2 проверяют по крайней мере три разные части исследуемого ряда чисел, и, если не менее двух раз из трех результаты оказываются подозрительными, числа отбрасываются как недостаточно случайные.

Пример. Часто для моделирования процессов на ЭВМ требуется нормальное распределение N(0,1) ( математическое ожидание равно 0, среднеквадратическое отклонение равно 1; его плотность выражается формулой 

p(x)=� EMBED Equation.2  ���				(5)

1. Поскольку функция (5) является неинтегрируемой, то для подсчета вероятностей попадания значения ( на определенный оторезок пользуются таблицей величин функции Лапласа Ф0(z) [7] ( Таблица 2.

Для упрощения расчетов можно разделить область значений случайной величины ( на k интервалов так, чтобы вероятность того, что случайная величина попадает в данный интервал, была одинакова для всех интервалов. То есть p1=p2=...=pk=1/k. Если, например, k=8, то по таблице функции Лапласа находим границы интервалов ai(рис.9) в следующей последовательности.

Воспользуемся обозначениями, показанными на рисунке. Сразу же определены два граничных значения: a0=-(, a8=(. Остальные величины находим с использованием функции Лапласа Ф0 (табл.2) по методике, изложенной в [7].

Сначала вычисляются вспомогательные точки zi=(ai-m)/(, где m ( математическое ожидание, а ( ( среднеквадратическое отклонение нормального закона распределения. Затем вычисляются истинные значения границ по формуле ai=zi*(+m. Точки zi соответствуют нормальному закону с m=0 и (=1. Поэтому в нашем примере ai=zi.

Так как z4 соответствует оси симметрии нормального распределения, то z4=0, а также справедливы равенства:

z3=-z5, z2=-z6, z1=-z7.

По определению функции Лапласа 

	Ф0(z5)=p5=0.125.

Ближайшим меньшим к 0.125 является число 0.1217 (табл.2), соответствующее z=0.3 и сотой доле z0.01=1. Для определения тысячной доли z0.001 пользуемся линейной интерполяцией между меньшим значением функции Лапласа ФM=0.1217 и большим значением ФБ=0.1255 относительно требуемого значения  Фтр=0.125:

Фтр=(ФБ-ФМ) * z0.001/10+ФМ,

откуда

z0.001=10*(Фтр-ФМ)/(ФБ-ФМ)=10*0.0033/0.0038(8.68(9.

В итоге с точностью до 3 знаков после запятой получаем z5=z0.001+z0.01+z=0.319.

Аналогично определяем:

	Ф0(z6)=p5+p6=0.250,

откуда

	z6=0.674, и Ф0(z1)=p5+p6+p7=0.375,

откуда z7=1.15.

	Окончательно имеем:

a0=-(; a1=z1=-z7=-1.15; a2=z2=-z6=-0.674;

a3=z3=-z5=-0.319; a4=z4=0; a5=z5=0.319;

a6=z6=0.674; a7=z7=1.15; a8=(



									Таблица 1

	Некоторые данные для распределения (2.



�p=99%�p=95%�p=75%�p=50%�p=25%�p=5%�p=1%��(=1�0.00016�0.00393�0.1015�0.4549�1.323�3.841�6.635��(=2�0.00201�0.1026�0.5753�1.386�2.773�5.991�9.210��(=3�0.1148�0.3518�1.213�2.366�4.108�7.815�11.34��(=4�0.2971�0.7107�1.923�3.357�5.585�9.488�13.28��(=5�0.5543�1.1455�2.675�4.351�6.626�11.07�15.09��(=6�0.8720�1.635�3.455�5.348�7.841�12.59�16.81��(=7�1.239�2.167�4.255�6.346�9.087�14.07�18.48��(=8�1.646�2.733�5.071�7.344�10.22�15.51�20.09��(=9�2.088�3.325�5.899�8.343�11.39�16.92�21.67��(=10�2.558�3.940�6.737�9.342�12.55�18.31�23.21��(=11�3.053�4.575�7.584�10.34�13.70�19.68�24.73��(=12�3.571�5.226�8.438�11.34�14.84�21.03�26.22��(=15�5.229�7.261�11.04�14.34�18.25�25.00�30.58��(=20�8.260�10.85�15.45�19.34�23.83�31.41�37.57��(=30�14.95�18.49�24.48�29.34�34.80�43.77�50.89��(=50�29.71�34.76�42.94�49.33�56.33�67.50�76.15��    (>30            приблизительно (+2*((*xp+(4/3)*xp2=2/3



xp�(2.33�-1.64�-0.675�0.0�0.675�1.64�2.33��













									Таблица 2.

	Функция Лапласа Ф0(z)=� EMBED Equation.2  ���

Сотые доли для z ( z0.01
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545�877

755�880

891�883
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962�889

893��2.3�892
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052�983
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112�992

378�992

636�992
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363�993

590�993
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230�994
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991��3.3�995

166�995

335�995

499�995

658�995

311�995

959�996

103�996

242�996

376�996

505��

2. Пусть разработан генератор для моделирования  плотности (5). Определим количество случайных чисел, которые должны быть подвергнуты проверке по критерию (2, из условия N (1/k)=5 или (N/8)=5, откуда N=40. Возьмем N равным 100 для повышения достоверности критерия. И пусть этими числами являются [1]:

					

			

0.630�-0.537�0.782�0.060�0.499�-0.431��0.375�-1.941�0.247�-0.491�0.655�-0.135��-1.420�0.489�-1.711�-1.186�0.754�-0.732��-0.151�-0.243�-0.480�-0.762�0.298�1.049��-0.309�0.531�0.416�-1.541�1.456�2.040��-1.705�1.164�0.884�-0.298�0.424�-0.444��-0.145�-0.498�0.457�1.064�0.593�0.658��-0.066�1.006�-0.796�0.162�0.862�-0.885��1.810�2.855�-0.768�-0.129�0.235�-0.628��-0.124�0.196�0.023�-1.204�-0.855�0.402��0.593�0.993�-0.106�0.116�0.484�-1.272��-1.127�-1.407�-1.579�-1.616�1.458�1.262��-0.142�-0.504�0.532�1.381�0.022�-0.281��-0.023�-0.463�-0.899�-0.394�-0.538�1.707��0.777�0.833�0.410�-0.349�-1.094�0.580��1.066�1.097�-0.342�1.222�1.395���0.735�-0.916�-0.188�-1.153�1.298���

3. Так как p1=p2=...=pk=1/k, то подсчет меры расхождения V произведем по формуле

    � EMBED Equation.2  ���

Распределение частот попадания чисел последовательности в вычесленные выше интервалы приведено в табл.3. Вычисленное значение V равно 28*8/100=2.24. Это значение сравниваем со значениями (2 для (=k-1=7. Величина V=2.24 находится между числами, соответствующими 95 и 90% уровням вероятности. Поэтому для данной выборки генератор является слегка подозрительным.



							Таблица 3.

ai-1/ai�Yi�Yi-N/k�(Yi ( N/k)2��-(/-1.15�11�-1.5�2.25��-1.15/-0.674�10�-2.5�6.25��-0.674/-0.319�14�1.5�2.25��-0.319/0.000�13�0.5�0.25��0.000/0.319�11�-1.5�2.25��0.319/0.674�15�2.5�6.25��0.674/1.15�15�2.5�6.25��1.15/(�11�-1.5�2.25��ВСЕГО�100��28.0��

1.3. ПРИМЕР ВЫПОЛНЕНИЯ ЛАБОРАТОРНОЙ РАБОТЫ



ЗАДАНИЕ. Разработать программный генератор случайных чисел, распределенных по нормальному закону N(0,1) c плотностью p(x)=� EMBED Equation.2  ���, и проверить качество этого генератора с помощью критерия (2.

РЕШЕНИЕ. Поскольку плотность нормального распределения является неинтегрируемой функцией, воспользуемся следующей ее апроксимацией [1]:

� EMBED Equation.2  ���,

где k=� EMBED Equation.2  ���. К последнему выражению применим метод обратных функций

	� EMBED Equation.2  ���

Приравнивая формулу к r и разрешая получающееся уравнение относительно (, приходим к следующему соотношению для моделирования:

   (=(1/k)ln[(1+r)/(1-r)].

Но это только усеченное нормальное распределение, поскольку x(0. Если ( приписывать с вероятностью 0.5 знак “+” и с вероятностью 0.5 знак “-”, то полученная последовательность случайных чисел {(n} может рассматриваться как реализация случайной величины s*(, которая имеет искомое распределение N(0,1), �-(<x<(. Здесь s ( дискретная случайная величина с распределением

	� EMBED Equation.2  ���

Второй этап ( это разбиение области существования моделируемой СВ на классы и вычисление вероятностей попадания в эти классы. В данном случае воспользуемся результатами предыдущего примера, в котором область определения разбита на восемь категорий-классов, и вероятность попадания в каждую из категорий равна 1/8.

Последний этап ( составление программы на языке программирования и проведение экспериментов на ЭВМ. Ниже приводится пример программы на языке ФОРТРАН, реализующей данное задание, и результаты вычислений на ЭВМ.

В качестве датчиков равномерно распределенных СЧ в [0,1) используются подпрограммы GRX и GRY, имеющие точно такое же обращение, как и генератор СЧ, описанный в лабораторной работе №1. Тестирование проведено для выборки СЧ величиной  в 400 чисел.

Тестирование проведено для выборки СЧ величиной в 400 чисел. Полученная мера расхождения V=8.1 близка к 25% уровню (2-распределения с (=7 (см.табл.1), что свидетельствует о хорошем качестве разработанного программного генератора.



CIBILLY.FOR

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC

C

C	ПРОГРАММА ПРОВЕРКИ КАЧЕСТВА ДАТЧИКА

С	СЧ, РАСПРЕДЕЛЕННЫХ ПО НОРМАЛЬНОМУ 

С	ЗАКОНУ N(0,1) НА ОСНОВЕ ХИ-КВАДРАТ КРИТЕРИЯ

С

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC

C	NY-МАССИВ ЧАСТОТЫ ПОПАДАНИЯ В ИНТЕРВАЛ

С	XN-СЛУЧАЙНАЯ ВЕЛИЧИНА ИЗ ИНТЕРВАЛА

С	         ВЕЩЕСТВЕННЫХ ЧИСЕЛ

С	NOM-НОМЕР ИНТЕРВАЛА

С

	DIMENSION NY(8)

	DO 1 I=1,8

	NY(I)=0

C	УСТАНОВКА НАЧАЛЬНЫХ ЗНАЧЕНИЙ

	IXX=0

	IXY=0

C	ПОЛУЧЕНИЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ СЛУЧАЙНЫХ ЧИСЕЛ

	DO 5 I=1,400

	NOM=1

	CALL GRY(IXY,IYY,R)

	IXY=IYY

	X=SQRT(3.1415928/8)*ALOG((1+R)/(1-R))

	CALL GRX(IXX,IYX,R)

	IXX=IYX

	IF (R.LE.0.5) GO TO 3

	S=-1

	GO TO 4

3	S=1

4	XN=S*X

C	ОПРЕДЕЛЕНИЕ ИНТЕРВАЛА  ДЛЯ ЧИСЛА XN

	IF(XN.GT.-1.15) NOM=NOM+1

	IF(XN.GT.-0.674) NOM=NOM+1

	IF(XN.GT.-0.319) NOM=NOM+1

	IF(XN.GT.0) NOM=NOM+1

	IF(XN.GT.0.319) NOM=NOM+1

	IF(XN.GT.0.674) NOM=NOM+1

	IF(XN.GT.1.15) NOM=NOM+1

	NY(NOM)=NY(NOM)+1



	Рис.10 Программа проверки качества датчика СЧ.

С	ОПРЕДЕЛЕНИЕ МЕРЫ РАСХОЖДЕНИЯ ТЕОРЕТИЧЕСКОГО

С	И ПРАКТИЧЕСКОГО ЗАКОНОВ ПОЛУЧЕНИЯ СЛУЧАЙНЫХ

С	ЧИСЕЛ

	V=0

	DO 6 I=1,8

	T=NY(I)

6	V=T*T/0.125+V

	V=V/400-400

C	ПЕЧАТЬ РЕЗУЛЬТАТОВ

	WRITE(6,7)V

7	FORMAT(‘МЕРА РАСХОЖДЕНИЯ=‘,E14.7)

	WRITE(6,8)(I,NY(I),I=1,8)

8	FORMAT(‘  НОМЕР ИНТЕРВАЛА   ЧАСТОТА ПОПАДАНИЙ’/

	*2X,35(‘-’)/(‘    (    ‘,I1,’     (          ‘,I3,’       (‘,/2X,35(‘-’)))

	STOP

	END



	Рис.10. Продолжение





МЕРА РАСХОЖДЕНИЯ=0.8119998E+01

НОМЕР ИНТЕРВАЛА          ЧАСТОТА ПОПАДАНИЯ

1�51��2�45��3�49��4�51��5�66��6�43��7�42��8�53��     

Рис.11. Результаты вычислений на ЭВМ.





1.4. ЛАБОРАТОРНОЕ ЗАДАНИЕ

 Получить от преподавателя задание на моделирование генератора случайных чисел с произвольным законом распределения.

 Подготовить разбиение области определения случайной величины на подмножества-категории.

 Подсчитать эталонные вероятности попадания значений случайной величины на выбранные отрезки категории. Если возможно, то составляется подпрограмма вычисления эталонных вероятностей p1, p2, ... , pk на ЭВМ.

 Используя представленные в описании примеры, составить программы моделирования случайных чисел с произвольным законом распределения и проверки их качества.

 Составить отчет по лабораторной работе, к которому впоследствии добавятся только результаты работы на ЭВМ и выводы.





1.5. СОДЕРЖАНИЕ ОТЧЕТА



1. Цель работы.

2. Текст варианта  задания.

3. Расчетная часть:

     разбиение области определения случайной величины на подмножества(	     категории и определение эталонных вероятностей попадания значений

     случайной величины на полученные множества; 

     вывод аналитических формул для заданных метода моделирования и 	     закона распределения СВ.

4. Текст программы с подробными комментариями.

5. Результаты эксперементирования на ЭВМ.

6. Выводы.



1.6. КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ



  В чем отличие между дискретными и непрерывными случайными вели 	     чинами?  Как они определяются?

 Что ограничивает возможности применения метода обратных функций?

  Каковы особенности различных модификаций метода отбора?

 Каковы особенности различных модификаций метода суперпозиции?

 Что общего и в чем состоят различия между методами суперпозиции и 	     дробления области определения случайной величины?

 В каких случаях применяется кусочная апроксимация законов распре	     деления?

 Каковы основные этапы применения критерия (2 для проверки качества 	     генераторов случайных чисел?
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