Алгоритмы нелинейного программирования
21.1. Алгоритмы решения без ограничений
В этом разделе представлены два метода решения задач нелинейного программиро​вания без ограничений на переменные: метод прямого поиска и градиентный метод. В первом реализуется прямой поиск оптимальной точки в заданной области, тогда как во втором методе для нахождения экстремальной точки используется градиент
21.1.1. Методы прямого поиска
Методы прямого поиска применяются главным образом для нахождения экстремумов одной переменной. Несмотря на то что такие задачи могут показаться тривиальными, в разделе 21.1.2 показано, что методы прямого поиска находят применение и при решении многомерных задач. 

Идея методов прямого поиска проста. Сначала определяется интервал неопределен​ности, который содержит искомую точку оптимума. Затем длина интервала последова​тельно уменьшается до тех пор, пока не будет найдена точка оптимума. Процедура стро​ится таким образом, что длину интервала, содержащего оптимальное решение, можно сделать сколь угодно малой.

В данном разделе рассматривается метод дихотомического поиска. Здесь на интер​вале а ( х ( b ищется максимум функции f(х), имеющей на этом интервале только один максимум. (Такая функция называется одновершинной.) Определим две точки х1 и х2, симметрично расположенные относительно точек а и b, таким образом, чтобы интервалы х < b пересекались на некотором конечном отрезке ( (рис. 21.1).
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MaKCHMYM AOCTHFA€TCA B TOHKE (x\ .xz) [EX 4). Pewmn 5Ty 3ama1y METOLOM HAHCKO-

petiuiero noabema. Ha puc. 21.2 u306pakena NOCHEI0BATENLHOCTE NOMYHaEMBbIX TOYEK,
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VAX) = (4 — 4x; — 2x3, 6 — 2x; — 4x,).
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Hepeasn umepayus
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MA=f1-2r, )=-2(1-20%+2(1 -27) + 4.

OutHManbHas II¥Ka Lara 7, ApK KoTopo# GyHKLMA A(r) XOCTHTaET MAKCHMYMa, PaBHa
1/4. TaxuM o6pa3oM, MBI HALLTH, 9TO X'= (172, 1).




Рис. 21.1

Вычисляем значения f(х1) и f(х2). При этом возможны три случая.
1. Если f(х1)>f(х2), то точка экстремума х* должна лежать между а и х2.
2. Если f(х1)<f(х2), то х1 < х*  < b.
3. Если f(х1)=f(х2), то х1 < х*  < х2.
Эти утверждения непосредственно следуют из строгой одновершинности функции_ f(х). В каждом из этих случаев из дальнейшего рассмотрения исключается интервал, не содер​жащий точку х*.
В результате одного шага поиска сужается интервал, в котором находится точка мак​симума функции f(х). Далее новый интервал делится на два (пересекающихся) интервала точно так же, как это было сделано с интервалом [а, b]. Продолжая процесс деления ин​тервалов указанным способом, можно уменьшить длину интервала, содержащего точку локального максимума, до любой приемлемо малой величины (.
Пример 21.1-1
Имеем следующую задачу.
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Максимизировать

  Ясно, что max f(х) достигается в точке х = 2. Пусть точки хL  и хR  определяют левую и правую границы текущего интервала. На первом шаге хL = 0 и хR = 3. Пусть х1  и х2 — точки, которые делят интервал таким образом, что соответствую​щие пересекающиеся отрезки описываются неравенствами 
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Это значит, что
В табл. 21.1 содержатся результаты вычислений при ( = 0.001. Как следует из этой таблицы, на последнем шаге хL = 1.99737 и хR = 2.00423. Это значит, что мак​симум функции f(х) достигается в точке х*, удовлетворяющей неравенству 1.99737 ( х*( 2.00423. Если в качестве приближенного решения задачи взять среднюю точку полученного интервала, то получим значение х = 2.0008, которое близко к точному оптимуму х* = 2.
таблица 21.1, результаты вычислений методом дихотомического поиска а
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21.1.2. Градиентный метод
В этом разделе рассматривается метод решения задач нелинейного программирова​ния с дважды непрерывно дифференцируемыми функциями. Основная идея метода за​ключается в построении последовательности точек с учетом направления градиента ис​следуемой функции.
Здесь рассматривает​ся метод, который называется методом наискорейшего подъема (В русской математической литературе описываемый метод называется методом наискорейшего спуска и ориентирован на решение задач безусловной минимизации).
Согласно градиентному методу, вычисления завершаются при нахождении точки, в которой градиент функции равен нулю. Но это лишь необходимое условие для того, что​бы в данной точке находился оптимум. Чтобы удостовериться, что найдена именно точка оптимума, обычно привлекаются свойства вогнутости или выпуклости функции f(х).
Рассмотрим задачу максимизации функции f(x). Пусть Х° — начальная точка, с кото​рой начинается реализация метода, (f(Хk) — градиент функции f в k-й точке Xk. Идея ме​тода сводится к определению в данной точке направления р, вдоль которого производная по направлению df/dp достигает своего максимума. Это достигается в том случае, когда последовательные точки Xk и Хk+1 связаны соотношением
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где rk — параметр, называемый длиной шага.
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Обычно значение параметра rk выбирается из условия, чтобы в точке Xk+1 наблюдалось максимальное увеличение значения целевой функции f. Другими словами, если функция h(r) определяется соотношением
то rk равен значению r, на котором функция h(r) достигает максимума. Поскольку h(г) является функцией одной переменной, для нахождения ее максимума можно применить метод поиска экстремума, описанный в разделе 21.1.1, если, конечно, функция h(r) стро​го одновершинная.
Описанная процедура заканчивается, когда две последовательные точки Xk и Xk+1 близки. Это эквивалентно тому, что rk(f(Хk)  = 0. Поскольку rk( 0, последнее соотноше​ние означает, что в точке Xk выполняется необходимое условие экстремума (f(Хk)  = 0.
Пример 21.1-2
Рассмотрим задачу максимизации функции
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Часть III. Нелинейные модели
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