Исследование операций: обзор
1.1. Математические модели исследования операций
Предположим, что в соответствии с деловыми обязательствами вам необходимо в те​чение пяти недель пять раз посетить город В (постоянное ваше пребывание — город А). Вы должны быть в городе В в понедельник первой недели и окончательно возвратиться в город А в среду пятой недели. Заказной билет из города А в город В и обратно стоит $400, однако вы можете получить 20% скидки от стоимости билетов, если вылет придет​ся на конец недели. Кроме того, следует учесть, что стоимость билета только в одну сто​рону равна 75% от стоимости заказного билета. Вы, естественно, хотите минимизировать стоимость перелетов. Как это сделать?
Описанную ситуацию можно рассматривать как задачу принятия решений, где для нахождения оптимального решения требуется определить три основных компонента.
1. Что в данном случае считать альтернативными решениями?
2. Каким ограничениям должно удовлетворять возможное решение?
3. По какому критерию должны отбираться альтернативные решения?
В нашей задаче возможны следующие альтернативы.
1. Покупка пяти заказных билетов А-В-А (т.е. из города А в город В и обратно).
2. Покупка одного билета в одну сторону А-В, четырех билетов А-В-А, захватывающих конец недели, и одного "однонаправленного" билета В-А.
3. Покупка билета А-В-А для первой недели, причем между датами вылетов должен
быть понедельник; для последней недели покупка билета А-В-А, между датами
которого должна быть среда, причем первый и последний билеты должны захва​тывать последние дни недели; четыре билета А-В-А, между датами которых также
есть последние дни недели.
Ограничением в данной задаче являются дни прибытия: понедельник первой недели и среда пятой.
В данном случае естественным критерием для оценивания возможных альтернатив является цена билетов. Альтернатива, обеспечивающая наименьшую стоимость билетов, будет наилучшей. В данном случае имеем следующие альтернативы.

Альтернатива 1: стоимость билетов = 5 * 400 = $2000.

Альтернатива 2: стоимость билетов = 0.75 * 400 + 4 * 0.8 * 400 + 0.75 * 400 = $1800. 

Альтернатива 3: стоимость билетов = 5 * (0.8 * 400) = $1600.
Очевидно, что наилучшей является третья альтернатива.
Приведенный пример показывает основные принципиальные составляющие модели ис​следования операций (ИО), а именно альтернативы, ограничения и критерий отбора аль​тернатив. В общем случае в задачах принятия решений альтернативы зависят от опреде​ленного набора переменных, которые затем могут использоваться при формализации огра​ничений и критерия в виде подходящих математических функций. В результате формали​зации получаем математическую модель, содержащую изменяемые переменные, ограни​чения и функцию критерия, которая также называется целевой функцией. Решением ма​тематической модели будет такой набор значений переменных, который оптимизирует (максимизирует или минимизирует) функцию критерия и удовлетворяет всем ограниче​ниям. Такой набор переменных называется оптимальным допустимым решением.
[image: image1.wmf]0

2

2

=

´

-

=

w

L

dw

dA

Типичную математическую модель ИО схематически можно представить следующим образом.
Пример 1.1-1
Рассмотрим следующую задачу. Среди всех прямоугольников с периметром фиксированной длины L необходимо найти прямоугольник максимальной площа​ди. Какую длину и ширину будет иметь такой прямоугольник?
В этой задаче переменными будут длина l и ширина w прямоугольника. Пло​щадь прямоугольника А вычисляется по формуле А=l*w. Таким образом, надо максимизировать величину А при условии, что длина периметра прямоугольника, вычисляемая по формуле 2*(1 + w), равна заданной величине L. Математическая модель будет записана следующим образом.
Максимизировать 
А =l*w
при ограничении 
l+w=L/2
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Эту задачу можно решить, выразив из равенства l+w=L/2 одну переменную (например, l) через другую (w) и подставив ее в формулу целевой функции. В результате получим следующее.
Как известно, функция А будет иметь экстремум при том значении w, при ко​тором производная по w этой функции будет обращаться в нуль. Другими слова​ми, надо решить уравнение
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В результате получим решение w = L/4. Отрицательность второй производной при данном значении w доказывает, что эта точка действительно является точкой максимума функции А. Из равенства ограничения получаем, что l = L/4. Следова​тельно, оптимальным решением данной задачи будет w = l/4 и l = L/4, т.е. среди прямоугольников с фиксированным периметром максимальную площадь будет иметь квадрат.
Хотя математические модели являются краеугольным камнем в изучении ИО, задача принятия решений не ограничивается построением и решением математических моде​лей. По большому счету, задача принятия решений содержит "нематериальные" факто​ры, которые трудно поддаются количественному определению, но, безусловно, значи​тельно влияют на качество получаемого решения. Среди них, конечно же, имеется и че​ловеческий фактор. Часто эффект от человеческого поведения может свести на "нет" са​мое оптимальное решение, полученное на основе любой математической модели. Иллю​страцией этого может служить широко известная проблема лифта. По многочисленным жалобам жильцов высотного дома на длительное ожидание лифта было оптимизировано время ожидания, рассчитанное на основе модели массового обслуживания. Но предло​женное решение не уменьшило поток жалоб. Дальнейшее изучение ситуации показало, что жильцам просто скучно ждать лифт. Проблема была решена, когда в холле возле лифтов повесили большие зеркала. Жалобы на длительное ожидание лифта прекрати​лись: теперь жильцы коротают время возле лифтов, разглядывая себя и других в зеркале, что, согласитесь, почти не надоедает.
Математический аспект исследования операций обязательно должен рассматриваться в широком контексте всего процесса принятия решений. Это было осознано британски​ми учеными, которые стали "пионерами" в области ИО еще во время Второй мировой войны. Хотя их работы, в основном, были сосредоточены на оптимизации размещения ограниченных военных ресурсов, в команду разработчиков ИО входили также специали​сты по социологии, психологии и поведенческим наукам, что подчеркивало важность че​ловеческого фактора в процессе принятия решений.
1.2. Методы исследования операций
В моделях исследования операций переменные, от которых зависят ограничения и целевая функция, могут быть дискретными (чаще всего целочисленными) и континуаль​ными (непрерывными). В свою очередь, ограничения и целевая функция делятся на ли​нейные и нелинейные. Задачи оптимизации, представленные этими моделями, дали тол​чок к разработке различных методов решения, которые должны учитывать соответст​вующие математические свойства этих моделей. Наиболее известными и эффективными из них являются методы линейного программирования, когда целевая функция и все ограничения будут линейными. Для решения математических моделей других типов предназначены методы динамического программирования, целочисленного про​граммирования, нелинейного программирования, многокритериальной оптимиза​ции и методы сетевых моделей.
Практически все методы исследования операций порождают вычислительные алго​ритмы, которые являются итерационными по своей природе. Это подразумевает, что за​дача решается последовательно (итерационно), когда на каждом шаге (итерации) получаем решения, постепенно сходящиеся к оптимальному решению. Итерационная приро​да алгоритмов обычно приводит к объемным однотипным вычислениям. В этом и за​ключается причина того, что эти алгоритмы разрабатываются, в основном, для реализа​ции с помощью вычислительной техники.
Использование компьютера как неотъемлемого средства решения задач ИО порожда​ет определенные вычислительные сложности, а именно ошибки машинного округления. Такие ошибки особенно заметны при увеличении числа итераций. Проблема ошибок ок​ругления усугубляется, если переменные модели ИО должны принимать только целочис​ленные значения. Поскольку компьютер все вычисления выполняет в арифметике с пла​вающей запятой, точное представление некоторых целочисленных значений становится невозможным; в таком случае о решении можно только сказать, что оно принадлежит определенной области значений.
Некоторые математические модели могут быть такими сложными, что их невозмож​но решить никакими доступными методами оптимизации. В этом случае остается только эвристический подход: поиск подходящего "хорошего" решения вместо оптимального. Эвристический подход предполагает наличие эмпирических правил, в соответствии с ко​торыми ведется поиск подходящего решения. Обычно эвристические алгоритмы выпол​няются значительно быстрее, чем алгоритмы нахождения точного решения.
1.3. Имитационное моделирование
Несмотря на впечатляющие достижения математического моделирования, многие ре​альные ситуации невозможно адекватно представить с помощью соответствующих ма​тематических моделей. В одних случаях в этом "виновата" определенная "жесткость" математики как языка описания и представления событий и явлений. Кроме того, даже если есть возможность формализовать рассматриваемую жизненную ситуацию посред​ством построения математической модели, полученная на ее основе задача оптимизации может быть слишком сложной для современных алгоритмов решения задач этого класса.
Альтернативой математическому моделированию сложных систем может служить имитационное моделирование. Этот вид моделирования часто является наилучшим (если не единственным) способом исследования реальных систем. Различие между мате​матической и имитационной моделями заключается в том, что в последней отношение между "входом" и "выходом" модели может быть явно не задано. Вместо явного матема​тического описания взаимоотношения между входными и выходными переменными ма​тематической модели, при имитационном моделировании реальная система разбивается на ряд достаточно малых (в функциональном отношении) элементов или модулей. Затем поведение исходной системы имитируется как поведение совокупности этих элементов, определенным образом связанных (путем установления соответствующих взаимосвязей между ними) в единое целое. Вычислительная реализация такой модели начинается с входного элемента, далее проходит по всем элементам, пока не будет достигнут выход​ной элемент модели.
Вычислительные аспекты имитационных моделей обычно сравнительно несложные, но, как правило, очень трудоемкие. Поэтому реализация таких моделей подразумевает использование вычислительной техники.
Имитационные модели значительно гибче в представлении реальных систем, чем их математические "конкуренты". Причина такой гибкости заключается в том, что при имитационном моделировании исходная система рассматривается на элементном уровне, в то время как математические модели стремятся описать системы на глобальном, как можно более общем уровне.
Но за гибкость имитационных моделей приходится платить высокими требованиями к потребляемым временным и вычислительным ресурсам. Поэтому реализация некото​рых имитационных моделей даже на современных быстрых и высокопроизводительных компьютерах может быть очень медленной.
1.4. Искусство моделирования
Решения реальных задач исследования операций должны быть плодом коллективной работы, когда бок о бок работают аналитики ИО и клиент-заказчик задачи принятия ре​шений. Аналитикам ИО с их знаниями возможностей математического моделирования необходимы опыт и знание реальной ситуации, исходящие от клиента, для которого, собственно, и решается задача ИО.
Исследование операций, как инструмент задачи принятия решения, можно рассматри​вать и как науку, и как искусство. Наука здесь представлена всей мощью математических методов, а искусство — тем обстоятельством, что успех на всех этапах, предшествующих получению оптимального решения математической модели, в большей степени зависит от творчества и опыта всей команды, занимающейся решением задачи ИО. Виллимейн (Willemain, [4]) утверждает, что "эффективная практика [ОИ] требует нечто большего, чем только знания и компетентность. Она также требует, среди прочего, "технической" мудро​сти (т.е. понимание того, когда и как применять тот или иной метод или алгоритм) и опре​деленного уровня коммуникабельности и организационных способностей".
Из-за "неуловимого" человеческого фактора трудно дать точные предписания для реализации теории исследования операций на практике. Можно попытаться показать только общую направленность такой реализации.
На практике реализация методов ИО должна включать следующие этапы.
1. Формализация исходной проблемы.
2. Построение математической модели.
3. Решение модели.
4. Проверка адекватности модели.
5. Реализация решения.
Из всех пяти приведенных этапов только третий, решение модели, достаточно точно определен и наиболее прост для реализации в рамках методики ИО, поскольку действия на этом этапе основываются на точной математической теории. Выполнение остальных этапов в значительной мере является искусством, а не наукой. Поэтому мы не можем точно описать процедуры выполнения этих этапов.
Формализация проблемы требует исследования той предметной области, где воз​никла рассматриваемая проблема. Это начальный этап работы любой команды аналити​ков ИО. В результате такого исследования должны быть получены следующие три прин​ципиальных элемента решаемой задачи: 1) описание возможных альтернативных реше​ний, 2) определение целевой функции, 3) построение системы ограничений, накладывае​мых на возможные решения.
Построение математической модели означает перевод формализованной задачи, опи​сание которой получено на предыдущем этапе, на четкий язык математических соотноше​ний. Если полученная модель является одной из стандартных математических моделей, та​ких как модель линейного программирования, то решение обычно достигается путем ис​пользования соответствующих существующих алгоритмов. Если же результирующая мо​дель очень сложная и не приводится к какому-либо стандартному типу моделей, то команда ИО может либо упростить модель, либо применить эвристический подход, либо использо​вать имитационное моделирование. В некоторых случаях комбинация математической, имитационной и эвристической моделей может привести к решению исходной проблемы.
Решение модели, как уже упоминалось, — наиболее простой из всех этапов реализа​ции методов исследования операций, так как здесь используются известные алгоритмы оптимизации. Важным аспектом этого этапа является анализ чувствительности полу​ченного решения. Это подразумевает получение дополнительной информации о поведе​нии "оптимального" решения при изменении некоторых параметров модели. Анализ чувствительности особенно необходим, когда невозможно точно оценить параметры мо​дели. В этом случае важно изучить поведение оптимального решения в окрестности пер​воначальных оценок значений параметров модели.
Проверка адекватности модели предполагает проверку правильности модели, т.е. определения того, соответствует ли поведение модели в определенных ситуациях пове​дению исходной реальной системы. Но сначала команда аналитиков ИО должна удосто​вериться, что модель не содержит "сюрпризов". Другими словами, надо убедиться, что решение, полученное в рамках построенной модели, имеет смысл и интуитивно прием​лемо. Формальным общепринятым методом проверки адекватности модели является сравнение полученного решения (поведение модели) с известными ранее решениями или поведением реальной системы. Модель считается адекватной, если при определенных начальных условиях ее поведение совпадает с поведением исходной системы при тех же начальных условиях. Конечно, это не гарантирует, что при других начальных условиях поведение модели будет совпадать с поведением реальной системы. В некоторых случа​ях в силу разных причин невозможно прямое сравнение модели с реальной системой или сравнение решений, полученных в рамках этой модели, с известными решениями (например, из-за отсутствия таких данных). В такой ситуации для проверки адекватности математической модели можно использовать имитационное моделирование, т.е. сравни​вать поведение математической и имитационной моделей.
Реализация решения подразумевает перевод результатов решения модели в реко​мендации, представленные в форме, понятной для лиц, принимающих решения, т.е. за​казчиков решения исходной проблемы. Бремя этой непростой задачи ложится непосред​ственно на плечи команды аналитиков ИО.
Максимизация или минимизация целевой функции при условии выполнения ограничений.
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