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ВВЕДЕНИЕ





	Одним из наиболее общих понятий в кибернетике и информатике является понятие дискретной динамической системы (ДДС). Наиболее важной разновидностью ДДС является вычислительная система (ВС). Под ней, в широком смысле, будем понимать любую техническую систему преобразования информации, поведение которой может быть описано алгоритмически. Например, к ВС относятся ЭВМ, сети ЭВМ, программы, системы программ, операционные системы, программно-технические комплексы, автоматизированные системы обработки цифровой  информации и др. В дальнейшем под ДДС будем понимать именно ВС.


Особую роль в теории ДДС сыграло понятие автомата. Автомат является математической абстракцией системы переработки информации или процесса обработки. Автомат имеет конечное  число входов, воспринимающих дискретную информацию, т.е. информацию, изображаемую конечным числом символов из некоторого алфавита, и конечное число выходов для выдачи информации. Переработка информации осуществляется в дискретном времени, т.е. во времени, представленном в квантованной шкале. Процесс переработки может быть разбит на этапы, каждый из которых характеризуется некоторым состоянием, в котором находится автомат. Конечный автомат имеет конечное число состояний. Если автомат моделирует систему сложной структуры, то он может быть представлен как совокупность взаимодействующих автоматов, моделирующих их подсистемы. Автоматы часто представляются сетями, т.е. графами специального вида с дополнительной интерпретацией вершин и дуг.


Понятие конечного автомата существенно связано с понятиями алгоритма и последовательной алгоритмической системы. Для них характерен последовательный способ функционирования: система (автомат) последовательно переходит из состояния в состояние с заданной функцией перехода и осуществляет очередной (последовательный) шаг алгоритма.


Появившиеся в последнее время более сложные ДДС представляют собой параллельные системы с недетерминированным поведением, в которых отдельные компоненты функционируют в основном независимо, взаимодействуя друг с другом время от времени. Примером могут служить такие системы параллельной обработки информации, как многопроцессорные вычислительные машины, параллельные программы, мультипрограммные операционные системы и т.п.


ДДС с параллельно функционирующими и асинхронно (т.е. в произвольные моменты времени) взаимодействующими компонентами не описываются адекватно в терминах классической теории автоматов. Поэтому классическая теория автоматов оказалась непригодной для решения новых задач, связанных с анализом, моделированием и представлением причинно-следственных связей в сложных системах параллельно действующих объектов (процессов).


Мощным средством решения этих задач являются сети Петри. Сети Петри относятся к числу наиболее важных и распространенных математических моделей в области обработки информации. Они обеспечивают формальное описание как алгоритмов и программ, так и собственно вычислительных систем и их устройств, а также порождаемых вычислительных процессов, и используются для решения разнообразных задач анализа, синтеза и оптимизации.


Сети Петри — инструмент исследования ДДС. Теория сетей Петри делает возможным моделирование системы математическим представлением ее в виде сети Петри. Анализ сетей Петри помогает получить важную информацию о структуре и динамическом поведении моделируемой системы. Эта информация полезна для оценки моделируемой системы и выработки приложений по ее усовершенствованию и изменению.


Применение сетей Петри при проектировании и исследовании ДДС позволяет дать ответы на следующие вопросы: выполняет ли система те функции, для которых она предназначена; функционирует ли она эффективно; могут ли в ней возникнуть ошибки и аварийные ситуации; имеются ли в ней потенциально узкие места; можно ли упростить систему или заменить ее отдельные компоненты и подсистемы на более совершенные, не нарушая ее общего функционирования; можно ли из данных систем сконструировать более сложную, отвечающую заданным требованиям, и т.д.





ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ ТЕОРИИ КОПЛЕКТОВ





	Формализм сетей Петри основан на понятии комплекта, являющимся обобщением понятия множества. Как и множество, комплект — это набор элементов из некоторой области. Однако в отличие от множества комплект допускает присутствие нескольких экземпляров одного и того же элемента. В теории комплектов элемент может входить в комплект нуль раз (не входить в комплект) или один, два, три или любое заданное число раз.


В качестве примера рассмотрим следующие комплекты над областью {a, b, c, d}:


B1={a, b, c}, B2={a}, B3={a, b, c, c}, B4={a, a, a}, B5={b, c, b, c}, B6={c, c, b, b}, B7={a, a, a, a, a, b, b, c, d, d, d, d, d, d, d}. Некоторые комплекты являются множествами (например, B1 и B2). Порядок элементов в комплекте не важен. Поэтому B5 и B6  являются одним и тем же комплектом.


В теории множеств основным понятием является отношение включения, которое связывает элементы и множества и определяет, какие элементы являются членами каких множеств. Основным понятием теории комплектов является функция числа экземпляров. Эта функция определяет число экземпляров элемента в комплекте. Обозначим число экземпляров элемента x в комплекте B через ((x, B) (читается «число x в комплекте B»). Множество — частный случай комплекта. Если мы ограничим число элементов в комплекте так, что 0 <= ((x, B) <= I, то получим теорию множеств.


Функция ((x, B) определяет число экземпляров элемента x  в комплекте B. Отсюда следует, что ((x , B) => 0 для всех x и B. Элемент x является членом комплекта B, если ((x, B) > 0. Это мы будем обозначать через x(B. Аналогично, если ((x, B) = 0, то x ( B.


Определим пустой комплект (, не имеющий членов (для всех x:


 ((x, () = 0).


Мощность (B (в комплекте B есть общее число экземпляров элементов в комплекте (B (= (((x, B).


                 x 


Комплект A включен в комплект B (является подкомплектом), если для всякого x ((x, A) <= ((x, B) (обозначается A ( B). Два комплекта равны (A = B), если ((x, A) = ((x, B) для всех x. Из A = B следует (A (= (B (; из A ( B следует (A (<= (B (.


Над комплектом определяются четыре операции:


объединение комплектов A (B: ((x, A(B) =max(((x, A), ((x, B));


пересечение комплектов A (B: ((x, A(B) =min(((x, A),((x, B));


сумма комплектов A+B: ((x, A+B) = ((x, A) +((x, B);


разность комплектов A-B: ((x, A-B) = ((x, A) -((x, A(B) .


Определим область D как множество элементов, из которых составляются комплекты. Пространство комплектов Dn есть множество всех таких комплектов, что элементы их принадлежат D и ни один элемент не входит в комплект более n раз. Другими словами, для любого комплекта B(Dn:


Из x(B следует x(D.


Для любого x ((x, B) <= n.


	Множество D( есть множество всех комплектов над областью D (построенных из элементов D ) без какого-либо ограничения на число экземпляров элемента в комплексе.


Для конечной области D = {d1, d2, ... , dn} существует естественное соответствие между каждым комплектом B над D и n-вектором f = (f1, f2, ... , fn), определяемым соотношением fi = ((di, B). Этот вектор известен как отображение Париха.


Пример 1. Пусть D = {a, b, c, d} — область. Тогда для следующих комплектов A = {a, b}, B = {a, a, b, c}, C = {a, a, a, c, c} имеем:


(A ( = 2;  (C (= 5;


А(B ={a, a, b, c} = B; A(C = {a, a, a, b, c, c} = B(C; A(C ={a}; B(C = {a, a, c};


A+B={a, a, a, b, b, c}; A-B= (; C-A={a, a, c, c}; C-B = {a, c).





СТРУКТУРА СЕТИ ПЕТРИ





Структура сети Петри определяется ее позициями, переходами, входной и выходной функциями.


Определение 1. Сеть Петри — это четверка


C = (P, T, I, O).


Здесь P = {p1, p2, ... , pn} — конечное множество позиций, n =>0. 


T = {t1, t2, ... , tm} — конечное множество переходов, m => 0. 


Множество позиций и множество переходов не пересекаются, P(T = (. 


I: T(P( — входная функция, отображающая переходы в комплекты позиций. Входная функция I отображает переход tj  в множество позиций I(tj), называемых входными позициями перехода.


O: T(P( — выходная функция, отображающая переходы в комплекты позиций. Выходная функция O отображает переход tj  в множество позиций O(tj), называемых выходными позициями перехода.


	Пример 2. Структура сети Петри:


C = (P, T, I, O).


P = {p1, p2, p3, p4, p5},	T={t1,t2,t3,t4},


	I(t1) = {p1},			O(t1) = {p2, p3, p5},


	I(t2) = {p2, p3, p5},		O(t2) = {p5},


	I(t3) = {p3},			O(t3) = {p4},


	I(t4) = {p4),			O(t4) = {p2, p3}.





	Позиция pi является входной позицией перехода tj в том случае, если pi(I(tj); pi является выходной позицией, если pi(O(tj). Входы и выходы переходов представляют собой комплекты позиций. Использование комплектов для входов и выходов перехода позволяет позиции быть кратным входом либо кратным выходом перехода. Кратность входной позиции pi для перехода tj есть число появлений позиции во входном комплекте перехода, (( pi, I(tj)). Аналогично кратность выходной позиции pi для перехода tj есть число появлений позиции в выходном комплекте перехода, ((pi, O(tj)).


Функции I и O можно обобщить и на отображение из позиций в комплекты переходов (P(T(). Определим, что переход tj является входом позиции pi, если pi есть выход tj. Переход tj есть выход позиции pi, если pi есть вход tj.


Определение 2. Определим расширенные входную функцию


I: P(T( и выходную функцию O: P(T( таким образом, что ((tj, I(pi)) = ((pi, O(tj)), ((tj, O(pi)) = ((pi, I(tj)).


	Для сети Петри из примера 2 расширенными входной и выходной функциями являются:


	I(p1) = {},			O(p1) = {t1},


	I(p2) = {t1, t4},			O(p2) = {t2},


	I(p3) = {t1, t4},		O(p3) = {t2, t3},


	I(p4) = {t3},			O(p4) = {t4},


	I(p5} = {t1, t2}, 		O(p5) = {t2}.





ЗАДАНИЕ





Дана структура сети Петри:


 C = {P, T, I, O},


P={p1, p2, p3, p4, p5, p6}, 			T = {t1, t2, t3, t4, t5},


	I(t1) = {p1},			O(t1) = {p2, p3},


	I(t2) = {p3},			O(t2) = {p3, p5, p6},


	I(t3) = {p2, p3),			O(t3) = {p2, p4},


	I(t4) = {p4, p5, p5, p5},		O(t4) = {p4},


	I(t5) = {p2},			O(t5) = {p6}.


Найдите расширенные входную и выходную функции сети Петри.


Дана структура сети Петри:


C = {P, T, I, O},


P = {p1, p2, p3, p4, p5, p6, p7, p8, p9}, 	T = {t1, t2, t3, t4, t5, t6},


	I(t1) = {p1},			O(t1) = {p2, p3},


	I(t2) = {p8},			O(t2) = {p1, p7},


	I(t3) = {p2, p5},		O(t3) = {p6},


	I(t4) = {p3},			O(t4) = {p4},


	I(t5) = {p6, p7},		O(t5) = {p9},


	I(t6} = {p4, p9},		O(t6) = {p9, p8}.


Найти расширенные входную и выходную функции сети Петри.





ГРАФЫ СЕТЕЙ ПЕТРИ





	Теоретико-графовым представлением сети Петри является двудольный ориентированный мультиграф. Граф сети Петри содержит два типа узлов: позиции (изображаются кружками) и переходы (изображаются планками). Ориентированные дуги (стрелки) соединяют позиции и переходы, при этом некоторые дуги направлены от позиций к переходам, а другие — от переходов к позициям. Дуга, направленная от позиции pi к переходу tj, определяет позицию, которая является входом перехода. Выходная позиция указывается дугой от перехода к позиции.


	Сеть Петри есть мультиграф, т.к. он допускает существование кратных дуг от одной вершины графа к другой. Т.к. вершины графа можно разделить на два множества (позиции и переходы) таким образом, что каждая дуга будет направлена от элемента одного множества к элементу другого множества, то такой граф является двудольным ориентированным мультиграфом.


	Определение 3. Граф G сети Петри есть двудольный ориентированный мультиграф, G = (V, A), где V = {v1, v2, ... , vs} — множество вершин, A = {a1, a2, ... , ar} — комплект направленных дуг, ai = (vj, vk), где vj, vk(V. Множество V может быть разбито на два непересекающихся подмножества P и T, таких что


 V = P(T, P(T = (, и для любой направленной дуги ai(A, если 


ai = (vj, vk), тогда либо vj(P и vk(T, либо vj(T, a vk(P.


	Структуру сети Петри можно преобразовать в эквивалентный ей граф сети Петри. Пусть нам дана структура сети Петри:


C = {P, T, I, O} с P = {p1, p2, ... , pn) и T = {t1, t2, ..., tm}.


Тогда граф сети Петри можно определить следующим образом.


	Определение 4. Определим V = P(T. Определим A, как комплект направленных дуг, такой, что для всех pi(P и tj(T


	(((pi, tj), A) = ((pi, I(tj)).


	(((tj, pi), A) = ((pi, O(tj)).


G = (V, A) есть граф сети Петри, эквивалентный структуре сети Петри 


C = (P, T, I, O).


	Подобным же образом осуществляется обратное преобразование (от графа сети Петри к структуре).


	Пример 3. На рис. 1 изображен граф сети Петри, эквивалентный структуре сети Петри, приведенной в примере 2.
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                                              Рис. 1





Примечание. Для представления структур с большой кратностью используется не изображение всех кратных дуг, а пучок дуг, помеченный числом кратности. Рис. 2,а иллюстрирует переход с входной кратностью 5 и выходной кратностью 7. Граф на рис. 2,а эквивалентен графу на рис. 2,б. 
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 		      Рис. 2


ЗАДАНИЕ





Постройте граф сети Петри для структуры сети Петри, приведенной в задании 2.1.


Постройте граф сети Петри для структуры сети Петри, приведенной в задании 2.2.


Постройте граф сети Петри для следующей структуры сети Петри:


P = {p1, p2, p3, p4},  T = {t1, t2, t3, t4, t5},


	I(t1) = { },		O(t1) = {p1},


	I(t2) = {p1},		O(t2) = {p2},	


	I(t3) = {p2, p4},	O(t3) = {p1, p3},


	I(t4) = { },		O(t4) = {p3},


	I(t5) = {p3},		O(t5) = {p4}.


Изобразите граф сети Петри следующей структуры:


P = {p1, p2},	T = {t1, t2, t3},


	I(t1) = {p1},		O(t1) = {p1, p2},


	I(t2) = {p1},		O(t2) = {p2},


	I(t3) = {p2},		O(t3) = { }.


Найдите структуру сети Петри, соответствующую графу сети Петри на рис. 3.
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                                Рис. 3





Определите структуру сети Петри для графа на рис. 4.
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                           Рис. 4.











Постройте граф сети Петри для следующей структуры:


P = {p1, p2, p3, p4},	T = {t1, t2, t3, t4},


	I(t1) = { },				O(t1) = {p1, p1, p1, p1, p2},


	I(t2) = {p2},				O(t2) = {p1, p1, p1, p1, p1, p1, p3},


	I(t3) = {p1, p1, p1, p1, p1, p1},		O(t3) = {p2, p2, p2, p2, p4, p4},


	I(t4) = {p3, p4 , p4, p2},			O(t4) = { }.








МАРКИРОВКА СЕТЕЙ ПЕТРИ





Маркировка ( есть присвоение фишек позициям сети Петри. 


Фишка — помещаемая внутрь позиции точка. Количество и положение фишек при выполнении сети Петри могут изменяться.


	Определение 5. Маркировка ( сети Петри C = (P, T, I, O) есть функция, отображающая множество позиций P в множество неотрицательных целых чисел N:


(: P(N.


	Маркировка ( может быть также определена как n-вектор 


( = ((1, (2, ..., (n), где n = | P | и каждое (i ( N, i = 1, ..., n.


Вектор ( определяет для каждой позиции pi сети Петри количество фишек в этой позиции. Количество фишек в позиции pi есть (i , i = 1, ... , n. Связь между определениями маркировки как функции и как вектора устанавливается соотношением ((pi) = (i.


	Определение 6. Маркированная сеть Петри M = (C, () есть совокупность структуры сети Петри C = (P, T, I, O) и маркировки ( и может быть записана в виде M = (P, T, I, O, ().


	Пример 4. На рис. 5 приведено графическое представление маркированной сети Петри. Структура сети Петри совпадает со структурой, приведенной в примере 2 и на рис. 1.


	Маркировка — (1, 2, 0, 0, 1).
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				Рис. 5





























	Пример 5. На рис. 6 приведена маркированная сеть Петри. Структура аналогична структуре, изображенной на рис. 5, но маркировка отличается. Маркировка — (0, 2, 0, 5, 1).
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				Рис. 6





ПРАВИЛА ВЫПОЛНЕНИЯ СЕТЕЙ ПЕТРИ





	Выполнением сети Петри управляют количество и распределение фишек в сети. Фишки находятся в кружках и управляют выполнением переходов сети. Сеть Петри выполняется посредством запусков переходов. Переход запускается удалением фишек из его входных позиций и образованием новых фишек, помещаемых в его выходные позиции.


	Переход может запускаться только в том случае, когда он разрешен. Переход называется разрешенным, если каждая из его входных позиций имеет число фишек не меньшее, чем число дуг из позиции в переход. Кратные фишки необходимы для кратных выходных дуг. Фишки во входной позиции, которые разрешают переход, называются его разрешающими фишками. Например, если позиции p1 и p2 служат входами для перехода t4, тогда t4 разрешен, если p1 и p2 имеют хотя бы по одной фишке. Для перехода t7  с входным комплектом {p6, p6, p6} позиция p6 должна обладать по крайней мере тремя фишками, для того чтобы t7 был разрешен.


	Определение 7. Переход tj ( T в маркированной сети Петри 


C = (P, T, I, O)  с маркировкой ( разрешен, если для всех pi ( P


((pi) => ((pi, I(tj)).


	Переход запускается удалением всех разрешающих фишек из всех его входных позиций и последующим помещением в каждую из его выходных позиций по одной фишке для каждой дуги. Кратные фишки создаются для кратных выходных дуг.


	Пример 6. Переход t2 в котором I(t2) = {p1, p3} и O(t2) = {p3, p5, p5} (граф без маркировки показан на рис. 7), разрешен всякий	раз, когда в p1 и p3 будет хотя бы по одной фишке. Переход t2 запускается удалением одной фишки из p1 и одной фишки из p3, при этом одна фишка перемещается в p3 и две — в p5 (т.к. кратность дуги между переходом  t2 и позицией p5 равна двум).
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				 Рис. 7


	Запуск перехода в целом заменяет маркировку ( сети Петри на полную маркировку ((.


	Определение 8. Переход tj  в маркированной сети Петри с маркировкой ( может быть запущен всякий раз, когда он разрешен. В результате запуска разрешенного перехода tj образуется новая маркировка ((, определяемая следующим соотношением:


(((pi) = ((pi) - ((pi, I(tj)) + ((pi, O(tj)).


	Пример 7. На рис. 8 приведена маркированная сеть Петри. При такой маркировке разрешены только переходы t1, t3 и t4. Поэтому любой из них может быть запущен.
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				Рис. 8


	Если запущен переход t4, то новая маркировка, полученная в результате запуска этого перехода, имеет вид, показанный на рис. 9.
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				Рис. 9





	В маркированной сети Петри, изображенной на рис. 9, разрешены только переходы t1 и t3. После запуска перехода t1 будет получена новая маркировка, показанная на рис. 10.


	В маркированной сети, приведенной на рис. 10, разрешены только переходы t2 и t3. Запуск перехода t3 образует новую маркировку (рис. 11).
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	Запуски могут осуществляться до тех пор, пока существует хотя бы один разрешенный переход. Когда не останется ни одного разрешенного перехода, выполнение прекращается.


			Рис. 10						Рис. 11


ПРОСТРАНСТВО СОСТОЯНИЙ СЕТИ ПЕТРИ





	Состояние сети Петри определяется ее маркировкой. Запуск перехода изменяет состояние сети Петри посредством изменения маркировки сети. Пространство состояний сети Петри, обладающей n позициями, есть множество всех маркировок, т.е. Nn ( N — множество неотрицательных целых чисел). Изменение в состоянии, вызванное запуском перехода, определяется функцией изменения (, которая называется функцией следующего состояния. Когда эта функция применяется к маркировке ( (состоянию) и переходу tj, она образует новую маркировку (состояние), которая получается при запуске перехода tj  в маркировке (. Так как tj может быть запущен только в том случае, когда он разрешен, то функция (( (, tj) не определена, если tj не разрешен в маркировке (. Если же tj разрешен, то (( (, tj) = ((, где (( есть маркировка, полученная в результате удаления фишек из входов tj и добавления фишек в выходы tj.


	Определение 9. Функция следующего состояния (: Nn(T(Nn для сети Петри C = (P, T, I, O) с маркировкой ( и переходом tj(T определена тогда и только тогда, когда ((pi) => ((pi, I(tj)) для всех pi(P. Если (((, tj) определена, то (((, tj) = ((, где (((pi) = ((pi) - ((pi, I(tj)) + ((pi, O(tj)) для всех pi(P.








	Пусть дана сеть Петри C = (P, T, I, O) с начальной маркировкой (0. Эта сеть может быть выполнена последовательными запусками переходов. Запуск разрешенного перехода tj  в начальной маркировке образует новую маркировку (1 = (((0, tj). В этой новой маркировке образует можно запустить любой другой разрешенный переход, например, tk, образующий новую маркировку 


(2 = (((1, tk). Этот процесс будет продолжаться до тех пор, пока в маркировке будет существовать хотя бы один разрешенный переход. Если же получена маркировка, в которой ни один переход не разрешен, то никакой переход не может быть запущен, функция следующего состояния не определена для всех переходов, и выполнение сети должно быть закончено.


	При выполнении сети Петри получаются две последовательности: последовательность маркировок ((0, (1, (2, ...) и последовательность переходов, которые были запущены (tj0, tj1, tj2, ...). Эти две последовательности связаны следующим соотношением:


(((k, tjk) = (k+1 для k = 0, 1, 2, ... . Имея последовательность переходов и (0, легко получить последовательность маркировок сети Петри, а имея последовательность маркировок, можно получить последовательность переходов. Таким образом, обе эти последовательности представляют описание выполнения сети Петри.


	Определение 10. Для сети Петри C = (P, T, I, O) с маркировкой ( маркировка (( называется непосредственно достижимой из маркировки (, если существует переход tj(T, такой, что (((, tj) = ((.


	Можно распространить это понятие на определение множества достижимости маркировок данной маркированной сети Петри. Если (( непосредственно достижима из (, а ((( — из ((, говорят, что ((( достижима из (. Определим множество достижимости R(C, () сети Петри C с маркировкой ( как множество всех маркировок, достижимых из (. Маркировка (( принадлежит R(C, (), если существует какая-либо последовательность запусков переходов, изменяющих ( на ((.


	Определение 11. Множество достижимости R(C, () для сети Петри 


C = (P, T, I, O) с маркировкой ( есть наименьшее множество маркировок, определенных следующим образом:


((R(C, ();


Если (((R(C, () и ((( = ((((, tj) для некоторого tj(T, то ((((R(C, ().


	Пример 8. Для сети Петри, изображенной на рис. 12, и маркировки 


( = (1, 0, 0) непосредственно достижимыми являются две маркировки: (0, 1, 0) и (1, 0, 1). Из (0, 1, 0) нельзя достичь ни одной маркировки, т.к. ни один переход не разрешен. Из (1, 0, 1) можно получить (0, 1, 1) и (1, 0, 2). Множество достижимости R(C, () имеет следующий вид: 
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R(C, () = {(1, 0, n), (0, 1, n)| n => 0}.
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  		Рис. 12





		ЗАДАНИЕ





Определите последовательность маркировок для марки-


рованной сети Петри (рис. 13) и последовательность


переходов t1, ... , t5.


Определите последовательность переходов для  сети Петри (рис. 13) и последовательности маркировок (1, 0, 0), (0, 0, 1), (0, 0, 0).									              									 	Рис. 13
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