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Vorwort

Bis vor etwa zwanzig Jahren war die sogenannte Finanzmathematik im Vergleich zu ande-
ren Anwendungsfeldern der Mathematik ein wenig anspruchsvolles Gebiet. Dies dnderte sich
schlagartig im Zuge der bahnbrechenden Arbeiten von Black, Scholes und Merton, fiir die sie
1997 den Nobelpreis fiir Wirtschaftswissenschaften bekommen haben, und der Bedeutung,
die derivative Finanzinstrumente seither in den Finanzmérkten gewonnen haben. Die Bewer-
tung solcher komplexer Anlageformen und die Einschitzung der damit verbundenen Risiken
erfordern in einem durch die Globalisierung und die damit einhergehenden Verflechtungen
nationaler Mérkte immer komplizierter gewordenen Umfeld anspruchsvolle mathematische
und statistische Modelle und Methoden.

Betont wurde die Notwendigkeit zur Weiterentwicklung und Verbesserung der mathema-
tischen Grundlagen eines objektiven Risikomanagements durch Turbulenzen der Finanzmérk-
te in den neunziger Jahren - von den grofien Pleiten im Derivatehandel wie Metallgesellschaft
oder Orange County iiber die Asienkrise bis zum Fall des Long-Term Capital Management
Funds. Dadurch sahen sich die Gesetzgeber zu Gegenmaflinahmen veranlasst. In Kontinen-
taleuropa wird diese noch lange nicht abgeschlossene Entwicklung im wesentlichen durch die
Basler Bankenaufsicht (Basel Committee on Banking Supervision) beeinflusst, deren Emp-
fehlungen EU-weit als Grundlage fiir Gesetzgebungsinitiativen dienen, mit denen Finanz-
institutionen zu einem dezidierten, alle Geschéftsbereiche umfassenden Risikomanagement
verpflichtet werden. Daraus resultiert ein explodierender Bedarf an Fachleuten im Financial
Engineering, die intern Risiken kontrollieren und profitable Investitionméglichkeiten ent-
decken koénnen und die auflerdem Sorge tragen, dass den gesetzlichen Vorschriften geniige
getan wird. Interne Modelle, die vom Bundesaufsichtsamt fiir Kreditwesen in Kooperation
mit den Landesémtern begutachtet werden, tragen dazu bei, ein auf das jeweilige Institut
zugeschnittenes kostenoptimales Risikomanagement zu ermoglichen.

In Zukunft werden die hierfiir entwickelten Ansétze auch fiir andere Firmen als Banken
und dhnliche Finanzinstitutionen relevant, da das Gesetz zur Kontrolle und Tranzparenz
im Unternehmensbereich (KonTraG) unter anderem alle Aktiengesellschaften zu einem dezi-
dierten Risikomanagement verpflichtet, was auf jeden Fall auch ein Finanzrisikomanagement
beinhaltet.

Der vorliegende Text soll die nétigen mathematischen und statistischen Grundlagen fiir
eine Tétigkeit im Financial Engineering vermitteln. Unser Ziel ist es dabei, eine iiberschau-
bare Einfithrung in wichtige Ideen aus den verschiedensten Bereichen der Finanzmathematik
und Finanzstatistik zu geben. Wir streben keine umfassende Abdeckung aller in der Praxis
relevanten Details an, und wir umgehen auch bewusst die technischen Feinheiten der moder-
nen, auf dem Methodenapparat der stochastischen Analysis aufbauenden Finanzmathematik.
Fiir beide Zwecke gibt es bereits eine Vielzahl von Biichern. Wir wollen stattdessen Studie-



renden der Mathematik, der Statistik und der Wirtschaftswissenschaften bzw. entsprechend
vorgebildeten, interessierten Studierenden anderer Fachrichtungen einen ersten Einstieg in
die Modellierung und mathematische Analyse von Finanzdaten geben. Gleichzeitig richtet
sich das Buch an Praktiker, die ihr im Beruf erworbenes Wissen vertiefen oder verbreitern
wollen. Neben einer Einfiihrung in die klassische Theorie der Bewertung von Derivaten legen
wir dabei besonderen Wert auf die statistischen Aspekte beim Einsatz finanzmathematischer
Verfahren, d.h. die Auswahl geeigneter Modelle, sowie ihre Anpassung und Validierung an-
hand von Daten.

Das vorliegende Buch besteht aus drei Teilen. Die ersten beiden sind so organisiert, dass sie
unabhéingig voneinander gelesen werden und als Stoff fiir je eine Lehrveranstaltung im Ge-
samtumfang von ca. 30 Stunden (2 Semesterwochenstunden) dienen kénnen. Dabei nehmen
wir bewusst ein gewisses Mafl an Redundanz in Kauf, wenn dasselbe Thema, wenn auch
unter unterschiedlichen Gesichtspunkten, in beiden Teilen angesprochen wird. Der dritte
Teil stellt ausgewéihlte Anwendungen auf aktuelle Probleme aus der Praxis vor. Sowohl die
Bewertung von Optionen wie auch die Statistische Modellierung von Finanzzeitreihen sind
mehrfach Thema von Seminaren und Vorlesungen im Schwerpunkt Financial Mathematics
des internationalen Studienprogramms Mathematics International der Universitit Kaisers-
lautern (www.mathematik.uni-kl.de) sowie im VWL, BWL und Statistik Studiengang an
der Humboldt-Universitidt zu Berlin (ise.wiwi.hu-berlin.de) gewesen. Gleichzeitig waren sie
Grundlage von Weiterbildungskursen, die die Autoren im In- und Ausland fiir Praktiker aus
Banken gehalten haben.

Der erste Teil Bewertung von Optionen behandelt die klassische Preistheorie fiir derivati-
ve Finanzinstrumente. Neben der Black-Scholes-Gleichung fiir gewhnliche europiische und
amerikanische Optionen und ihre numerische Losung iiber die Approximation durch Bino-
mialprozesse nach Cox, Ross und Rubinstein werden auch einige géngige exotische Optio-
nen und ihre Bewertung angesprochen. Stochastische Modelle fiir die Zinsentwicklung und
die Preisbestimmung von Zinsderivaten schliefen diesen Abschnitt ab. Das notige Hand-
werkszeug aus der stochastischen Analysis, insbesondere der Wiener-Prozess, stochastische
Differentialgleichungen und die It6-Formel, werden heuristisch motiviert und nicht rigoros
hergeleitet. Auch auf fortgeschrittene Methoden der modernen Finanzmathematik wie die
Martingaltheorie und die daraus resultierende elegante Charakterisierung von Arbitragefrei-
heit in vollstdndigen Mérkten verzichten wir, um den Text auch fiir Nichtmathematiker bzw.
Mathematiker ohne entsprechende vertiefte Kenntnisse der Theorie stochastischer Prozesse
verstandlich zu machen.

Der zweite Teil Statistische Modellierung von Finanzzeitreihen stellt die nunmehr klassi-
sche auf Engle, Bollerslev u.a. zuriickgehende Finanzzeitreihenanalyse vor. Ausgehend von
den traditionellen linearen Prozessen, insbesondere der ARMA- und ARIMA-Prozesse, die
seit langem ein populires Handwerkszeug der Okonometrie bei der Modellierung von Wirt-
schaftsdaten sind, wird motiviert, warum Finanzzeitreihen in der Regel nicht auf diese Weise
beschrieben werden kénnen. Als alternative, mit den ARMA-Prozessen konzeptionell ver-
wandte Modellklasse werden Zeitreihenmodelle mit stochastischer Volatilitédt betrachtet: ne-
ben den gebrauchlichen ARCH- und GARCH-Prozessen auch aktuelle Verallgemeinerungen,
die eine asymmetrische Verteilung der Renditen zulassen. Als Unterstiitzung bei der explo-
rativen Datenanalyse und beim Auffinden und Validieren einfacher parametrischer Modelle


http://ise.wiwi.hu-berlin.de

gilt unser besonderes Augenmerk nichtparametrischen Modellen fiir Finanzzeitreihen und
ihre Anpassung an Daten mit Hilfe von Kernschétzern und anderen Glattungsverfahren.

Im dritten Teil Spezifische Finanzanwendungen werden aktuelle praktische Fragen wie
flexible Optionsbewertung, Risikoquantifizierung, Generierung von Handelssignalen sowie
Kreditscoring und Rating angesprochen. Dabei werden zum einen die in den ersten beiden
Teilen vorgestellten Konzepte eingesetzt, um Lésungsvorschliage zu entwickeln, zum anderen
aber auch spezifische Erweiterungen und Alternativen zu nichtparametrischen Zeitreihenmo-
delle wie semiparametrische Ansitze und neuronale Netze betrachtet.

Der vorliegende Text ist als e-book konzipiert. Das Buch befindet sich als HTML- und
PDF-file auch auf beiliegender CD. Alle Beispiele, Tabellen und Graphen koénnen interaktiv
reproduziert und eventuell veréindert werden. Eine Netzversion befindet sich auf dem e-book
Server www.quantlet.com. Auch auf diesem Server kénnen die Beispiele interaktiv ausgefiihrt
werden.

Das vorliegende Buch wére nicht moglich ohne die kooperativen Vorschliage von P. Cizek, M.
Fengler, Z. Hlavka, E. Kreutzberger, S. Klinke, D. Mercurio und D. Peithmann. Der erste
Teil des Buches ist aus einem Weiterbildungskurs hervorgegangen, der gemeinsam mit G.
Maercker, K. Schindler und N. Siedow entwickelt worden ist. Wir danken all diesen Kolle-
ginnen und Kollegen. Ganz besonderen Dank mochten wir aussprechen an T. Kleinow, der
den Text in allen Phasen begleitet hat, die e-book Plattform geschaffen und betreut hat und
der mit zahlreichen Kommentaren die Prasentation des Buches mitbeeinflusst hat.
Fiir die Redaktion des Textes danken wir Beate Siegler und Anja Ossetrova.

Kaiserslautern, Berlin und Louvain-la-Neuve, Mai 2001


http://www.quantlet.com




Inhaltsverzeichnis

Bewertung von Optionen 1

. Finanzderivate 3
1.1. Literaturhinweise . . . . . . . . . . . . . .. . .. 10

. Grundlagen des Optionsmanagements 11
2.1. Arbitragebeziehungen . . . . . . . . .. .. L 11
2.2. Portefeuille-Versicherung . . . . . . .. ... oo 22
2.3. Literaturhinweise . . . . . . . . . .. . Lo 28
Grundlegende Begriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie 29
3.1. Reellwertige Zufallsgroflen . . . . . . . . .. ... . L. 29
3.2. Erwartungswert und Varianz . . . . . . . . . .. .. oo 31
3.3. Schiefe und Kurtosis . . . . . . . . . 33
3.4. Zufallsvektoren, Abhéngigkeit, Korrelation . . . . . . . ... ... ... ... 33
3.5. Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte . . . . . . .. ... .. 35
3.6. Literaturhinweise . . . . . . . . . . . 36
Stochastische Prozesse in diskreter Zeit 37
4.1. Binomialprozesse . . . . . . . . .. e 37
4.2. Trinomialprozesse . . . . . . . . .. 40
4.3. Allgemeine Irrfahrten . . . . . . . . . L oo 41
4.4. Geometrische Irrfahrten . . . . . . .. .. 0o 0oL 43
4.5. Binomialmodelle mit zustandsabhéngigen Zuwéchsen . . . . . . .. ... .. 44

. Stochastische Integrale und Differentialgleichungen 47
5.1. Der Wiener-Prozess . . . . . . . . . . . . . e 47
5.2. Stochastische Integration . . . . . . . .. . ... o000 50
5.3. Stochastische Differentialgleichungen . . . . . . . .. ... .. .. ... ... 52
5.4. Der Aktienkurs als stochastischer Prozess . . . . . . . . ... ... ... ... 54
5.5, Ttos Lemma . . . . . o oL Lo 56
5.6. Literaturhinweise . . . . . . . . . . . ... 57

X



6. Black-Scholes-Optionsmodell
6.1. Die Black-Scholes-Differentialgleichung . . . . . . . .. ... ... ... ...
6.2. Die Black-Scholes-Formel fiir européische Optionen . . . . . . ... ... ..
6.3. Risikomanagement mit Hedge-Strategien . . . . . . . . . . . ... ... ...
6.3.1. Delta-Hedgen . . . . . . . . .. . . L
6.3.2. Gamma und Theta . . . . . . . . ... ... L
6.3.3. Rhound Vega . . . . . . . . . ... .
6.3.4. Historische und implizierte Volatilitat . . . . . . .. . ... ... ...
6.4. Literaturhinweise . . . . . . . . . . . . ...

7. Das Binomialmodell fiir europaische Optionen
7.1. Der Cox-Ross-Rubinstein-Ansatz zur Optionsbewertung . . . . . . . . . . ..
7.2. Diskrete Dividendenertrage . . . . . . . . . . ..o oL
7.2.1. Dividenden als Prozentsatz des Aktienkurses . . . . . .. .. ... ..
7.2.2. Dividenden als feste Betrdge . . . . . . ... ... oL
7.3. Literaturhinweise . . . . . . . . . . ... e

8. Amerikanische Optionen
8.1. Arbitragebeziehungen fiir amerikanische Optionen . . . . . . . . .. .. ...
8.2. Das Trinomialmodell fiir amerikanische Optionen . . . . . . ... ... ...
8.3. Literaturhinweise . . . . . . . . . . . . ...

9. Exotische Optionen und Zinsderivate
9.1. Beispiele fiir exotische Optionen . . . . . . . .. .. .. ... .. ... ...,
9.1.1. Zusammengesetzte Optionen, Optionen auf Optionen . . . . . . . ..
9.1.2. Chooser Optionen oder “Wie es euch gefillt”-Optionen . . . . . . ..
9.1.3. Barrier-Optionen . . . . . . . . . ...
9.1.4. Asiatische Optionen . . . . . . . . .. .. ...
9.1.5. Lookback-Optionen . . . . . . . . .. .. ... ... ... .. ...
9.2. Modelle fiir den Zinssatz und Zinsderivate . . . . . . .. .. ... ... ...
9.2.1. Wert eines Bonds bei bekannten zeitabhéngigem Zinssatz . . . . . . .
9.2.2. Stochastische Zinsmodelle . . . . . .. .. ... 0.
9.2.3. Die Bondbewertungs-Gleichung . . . . . ... ... ... ... .. ..
9.2.4. Losung der Zerobond-Bewertungsgleichung . . . . . . . ... ... ..
9.2.5. Bewertung von Bond-Optionen . . . . ... ... ... ... .....
9.3. Literaturhinweise . . . . . . . . . . L L L

Il. Statistische Modellierung von Finanzzeitreihen

10.Einfiihrung: Definitionen und Konzepte
10.1. Einige Definitionen . . . . . . . . . . ..o Lo
10.2. Statistische Analyse deutscher Aktienrenditen . . . . . .. ... ... .. ..
10.3. Erwartungsbildung und Markteffizienz . . . . . .. .. ... ... ... ...
10.4. Okonomische Modelle: Ein kurzer Uberblick . . . . . . ... ... ... ...

59
29
65
69
72
75
7
78
81

83
84
87
87
89
91

93
93
100
103

105
105
105
106
106
107
109
110
110
111
111
113
114
114



10.4.1. Aktienkurse: Das CAPM . . . . . . . . . . .. ... ... ... ...
10.4.2. Wechselkurse: Die Zinsparitdatentheorie . . . . . . . . ... ... ...
10.4.3. Zinsstruktur: Das Cox-Ingersoll-Ross Modell . . . . . . ... . .. ..
10.4.4. Derivate: Das Black-Scholes Modell . . . . . ... ... .. ... ...
10.4.5. Der Marktpreis des Risikos . . . . . . . . . .. ... 0oL
10.5. Die Irrfahrt-Hypothesen . . . . . . . . . .. . ... o
10.6. Einheitswurzeltests . . . . . . . . .. oo L
10.6.1. Dickey-Fuller Tests . . . . . . . . . . ... o
10.6.2. Der KPSS Test auf Stationaritdat . . . . . .. .. .. ... ... ...
10.6.3. Varianzquotiententests . . . . . . . .. ..o Lo oL
10.7. Literaturhinweise . . . . . . . . . . . . . .

11.ARIMA Zeitreihenmodelle

11.1. Moving Average Prozesse . . . . . . . . . . . . . ...
11.2. Autoregressive Prozesse . . . . . . . . . Lo
11.3. ARMA Modelle . . . . . . . .
11.4. Partielle Autokorrelationen . . . . . . . . .. ... Lo Lo L
11.5. Schitzung der Momentfunktionen . . . . . . . . .. ... o000

11.5.1. Schatzung der Mittelwertfunktion . . . . . . . ... ... ... .. ..

11.5.2. Schitzung der Kovarianzfunktion . . . . ... .. ... ... ... ..

11.5.3. Schiatzung der ACF . . . . . . . ... ...
11.6. Portmanteau Statistiken . . . . . . . ... oo o0
11.7. Schitzung von AR(p) Modellen . . . . .. ... ... oL
11.8. Schitzung von MA(q) und ARMA(p,q) Modellen . . . . . .. .. ... ...
11.9. Literaturhinweise . . . . . . . . . . . . .

12.Zeitreihen mit stochastischer Volatilitat

12.1. ARCH- und GARCH Modelle . . . . ... ... .. ...
12.1.1. ARCH(1): Definition und Eigenschaften . . . . ... ... ... ...
12.1.2. Schitzung von ARCH(1) Modellen . . . . ... ... ... ... ...
12.1.3. ARCH(q): Definition und Eigenschaften . . . .. ... ... ... ..
12.1.4. Schitzung von ARCH(q) Modellen . . . . ... ... ... ... ...
12.1.5. Generalisiertes ARCH (GARCH) . .. ... ... ... ........
12.1.6. Schiatzung von GARCH(p,q) Modellen . . . . .. .. ... ... ...

12.2. Erweiterungen der GARCH-Modelle . . . . . . . .. .. ... ... ... ...
12.2.1. Exponential GARCH . . . . . . . . . ... ..
12.2.2. Threshold ARCH Modelle . . . . . ... ... ... .. .. .....
12.2.3. Risiko und Rendite . . . . . . . .. ... oo oo
12.2.4. Schétzergebnisse fiir DAX-Renditen . . . . . . . ... ... ... ...

12.3. Literaturhinweise . . . . . . . . . ... oL oo

13.Nichtparametrische Konzepte fiir Finanzzeitreihen

13.1. Nichtparametrische Regression . . . . . . . . .. ... .. ... .. .....
13.2. Konstruktion des Schéitzers. . . . . . . . . .. ... oL
13.3. Asymptotische Normalitdt . . . . . . . . . .. ... ... ... ... ... .



13.4. Literaturhinweise . . . . . . . . . . . .

I1l. Spezifische Finanzanwendungen

14.Optionsbewertung mit flexiblen Volatilitdtsschatzern

14.1. Optionsbewertung mit ARCH-Modellen . . . . . ... ... ...
14.2. Eine Monte-Carlo-Studie . . . . . . . . . .. .. ... ... ..
14.3. Anwendung zur Bewertung von DAX-Calls . . . . . . .. .. ..
14.4. Literaturhinweise . . . . . . . . .. . . ... ...

15.Value at Risk und Backtesting

15.1. Vorhersage und VaR-Modelle . . . . .. .. .. ... ... ...
15.2. Backtesting mit erwartetem Shortfall . . . . . . .. ... .. ..
15.3. Backtesting in Aktion. . . . . . . ... ... L.
15.4. Literaturhinweise . . . . . . . . .. ... oL

16.Neuronale Netze

16.1. Vom Perzeptron zum nichtlinearen Neuron . . . . . . . ... ..
16.2. Backpropagation . . . . . ... ... oL
16.3. Neuronale Netze in der nichtparametrischen Regressionsanalyse
16.4. Vorhersage von Finanzzeitreihen mit neuronalen Netzen . . . . .
16.5. Risikoquantifizierung mit neuronalen Netzen . . . . . . . . . ..

17.Volatilitatsrisiko von Portfolios

17.1. Einfihrung . . . . . . .00
17.2. Datenbeschreibung . . . . . . . ... ..o oL
17.3. Hauptkomponentenanalyse der VDAX-Dynamik . . . . . . . ..
17.4. Stabilitdtsanalyse der VDAX Dynamik . . . . . . ... ... ..
17.5. Messung des implizierten Volatilitatsrisikos . . . . . . . . .. ..

18. Nichtparametrische Schatzer fiir Kreditausfallwahrscheinlichkeiten

18.1. Logistische Regression . . . . . .. . ... ... ... . .....
18.2. Semiparametrische Modelle fiir das Kreditscoring . . . . . . ..
18.3. Kreditscoring mit neuronalen Netzen . . . . .. .. ... .. ..

Literaturverzeichnis

xil

215

217
217
223
227
229

231
231
233
234
239

241
242
249
251
256
259

265
265
267
269
271
273

277
277
279
281

283



Teil 1.

Bewertung von Optionen






1. Finanzderivate

Die klassische Finanzmathematik beschéftigt sich in erster Linie mit grundlegenden Finan-
zinstrumenten oder Anlageformen wie Aktien, Devisen, festverzinslichen Anleihen, Renten-
werten und anderen mehr. Unter Finanzderivaten oder derivativen Finanzinstrumenten (de-
rivatives, derivative securities oder contingent claims) versteht man Anlageformen, die von
einfacheren Finanzinstrumenten abgeleitet werden. Der Wert des Derivats hingt vom Wert
des zugrundeliegenden Instruments (underlying) ab. In diesem Abschnitt betrachten wir
mit Terminkontrakten und Optionen zwei einfache Formen von Finanzderivaten sowie ei-
nige Kombinationen von ihnen. Da die moderne Finanzmathematik auch in der deutschen
Praxis von englischen Begriffen dominiert wird, erwdhnen wir auch jeweils den englischen
Fachausdruck, wenn der nicht offensichtlich mit dem deutschen iibereinstimmt.

Einfache Finanzderivate waren bereits um die Jahrhundertwende an den européischen
Borsen populédr, um in der Zeit zwischen den Weltkriegen an Bedeutung zu verlieren. In den
siebziger Jahren begann zuerst in den USA die Renaissance der abgeleiteten Finanzinstru-
mente gleichzeitig mit den bahnbrechenden Arbeiten von Black, Scholes und Merton, die
die Berechnung eines angemessenen Preises fiir solche Anlageformen erméglichten. Thr all-
gemeiner finanzwissenschaftlicher Ansatz, der nicht nur die Bewertung von Finanzderivaten
erlaubt, sondern iiberall dort Anwendungen findet, wo in der Finanzwelt das mit komple-
xen Investitionsformen verbundene Risiko gemessen und kontrolliert werden soll, wurde 1997
mit dem Nobelpreis fiir Wirtschaftswissenschaften gewiirdigt. Gleichzeitig gab er den Anstof3
zur Entwicklung der modernen analytischen Finanzmathematik, deren Grundlagen im ersten
Teil dieses Buches beschrieben wird. Wir konzentrieren uns hierbei auf die mathematische
Modellierung und Analyse. Dieser Abschnitt beschréankt sich daher darauf, in knapper Form
die dafiir notige Fachterminologie aus der Finanzwelt einzufithren. Zahlreiche fiir die Praxis,
nicht aber fiir die mathematische Behandlung von Finanzderivaten wichtige Details {iberge-
hen wir dabei und verweisen auf die einschldgige Fachliteratur, z.B. ( ),

(1992).

Eine besonders einfache Form von Finanzderivaten sind Terminkontrakte (forward contract
oder future contract). Dabei handelt es sich um einen Vertrag zwischen zwei Parteien, zu
einem bestimmten Zeitpunkt in der Zukunft eine Transaktion zu einem bereits bei Vertrags-
schluss festgelegten Preis durchzufiihren. Gegenstand des Terminkontrakts kénnen Aktien,
Devisen und Anleihen, aber auch landwirtschaftliche Produkte (Getreide, Fleisch) oder Roh-
stoffe (Ol, Kupfer, elektrische Energie) sein.

DEFINITION 1.1 (Terminkontrakt)
Ein Terminkontrakt ist ein Vertrag zwischen zwei Parteien, bei der sich der Kdufer bzw. der



Verkdaufer des Kontraktes zu einem Zeitpunkt t verpflichtet, zu einem bestimmten zukiinftigen
Zeitpunkt T >t , dem Ende der Laufzeit (expiration date oder maturity), ein Objekt zu einem
heute vereinbarten Preis K, dem Terminkurs (delivery price), zu kaufen (Terminkauf) bzw.
zu verkaufen (Terminverkauf).

Der Wert Vi p(Si, T) eines Terminkontrakts zur Zeit t hingt von dem aktuellen Wert S,
des zugrundeliegenden Objekts, das Gegenstand der vereinbarten Transaktion ist, von der
Restlaufzeit 7 =T — t und von den Parametern K, T des Kontrakts ab.

In der Praxis unterscheidet man bei Terminkontrakten zwischen Forwards und Futures. For-
wards werden zwischen den beiden Vertragspartnern ausgehandelt, und zwischen dem Ab-
schluss des Terminkontrakts und dem Ende der Laufzeit kommt es zu keinen weiteren Zah-
lungen. Futures werden an Terminborsen gehandelt. Als Absicherung gegen hohe Verluste
aufgrund der Zahlungsunfihigkeit eines der Vertragspartner am FEnde der Laufzeit dient hier
ein téglicher Gewinn-Verlust-Ausgleich. Unter bestimmten Bedingungen, die iiber kiirzere
Zeitraume hinweg approximativ erfiillt sind, unterscheiden sich Forwards und Futures nicht
in ihrem Wert.

BEISPIEL 1.1
Ein Investor erwirbt am 1. September einen Forward-Kontrakt mit dem Inhalt, in 90 Tagen
1000000 EUR zum Umtauschkurs von 1.2 USD zu kaufen. Fualls der Kurs am Ende der 90
Tage auf 1.3 gestiegen ist, gewinnt der Investor, da 1000000 EUR dann am Markt fir USD
1300000 verkauft werden kénnen.

In der obigen Notation ist also t = 1. September, T = 90 Tage, T' = 30. November und
K = USD 1200000.

DEFINITION 1.2 (Spot-Preis, Forward-Preis, Future-Preis)

Der aktuelle Kurs Sy eines Objekts (Aktie, Wihrung, Rohstoff, ...) wird oft auch als Spot-
Preis bezeichnet. Der Forward-Preis F; des Objektes ist der Terminkurs, fiir den der Wert
eines Forward-Kontraktes zur Zeit t 0 ist, d.h. er lost die Gleichung Vi, 7(S¢, 7) = 0. Entspre-
chend ist der Future-Preis auf der Grundlage der Wertentwicklung eines Future-Kontrakts
definiert.

Den Wert eines Forwards, aus dem sich sofort der Forward-Preis ergibt, werden wir spéter
berechnen. Aus der Wertgleichheit von Forwards und Futures ergibt sich sofort, dass un-
ter den entsprechenden Bedingungen auch Forward-Preis und Future-Preis zusammenfallen.
Beim Abschluss eines Terminkontraktes zur Zeit ¢ = 0 wird meist als Terminkurs K = Fj
gewahlt. Der Kontrakt hat dann anfangs fiir Kdufer und Verkéufer den Wert 0, und es finden
keine Zahlungen statt. Im Laufe der Zeit werden dann Terminkurs K und aktueller Forward-
Preis F; voneinander abweichen.

Bei einem Terminkontrakt wechselt das zugrundeliegende Objekt am Ende der Laufzeit
auf jeden Fall den Besitzer. Im Gegensatz dazu gewéhrt eine Option einem der beiden Ver-
tragspartner das Recht zu entscheiden, ob es iiberhaupt zu einer Transaktion kommt. Of-
fensichtlich macht es dabei einen Unterschied, ob die Entscheidung beim Kéaufer oder beim



Verkéaufer liegt. Daher wird zwischen zwei grundlegenden Typen von Optionen unterschie-
den: zwischen Kaufoptionen und Verkaufsoptionen. Abgesehen davon gleichen européische
Optionen einem Forward-Kontrakt. Daneben gibt es amerikanische Optionen, bei denen der
Inhaber des Ausiibungsrechts sich auch schon vor Ende der Laufzeit zum Kauf oder Verkauf
entschlieen kann. Die Bezeichnungsweise hat historische Griinde und héngt nicht davon ab,
wo die betreffenden Derivate gehandelt werden.

DEFINITION 1.3 (Kaufoption - Call, Verkaufsoption - Put)

FEine europiische Kaufoption oder européischer Call ist ein Vertrag zwischen zwei Parteien,
der dem Kdufer das Recht gibt, zu einem bestimmten zukiinftigen Zeitpunkt T > t , dem
Ende der Laufzeit oder Verfallszeitpunkt (expiration date oder maturity), ein Objekt zu ei-
nem bei Vertragsschluss vereinbarten Preis K, dem Ausibungskurs (strike price oder exercise
price), zu kaufen. Ubt er das Recht nicht aus, verfillt die Option zur Zeit T ohne weitere
Konsequenzen.

FEine europiische Verkaufsoption oder europaischer Put gibt dem Kdufer das Recht, das Ob-
jekt zur Zeit T zum vereinbarten Preis K zu verkaufen.

Der Inhaber eines amerikanischen Calls bzw. eines amerikanisches Puts kann sein Recht, das
Objekt zu kaufen bzw. zu verkaufen, jederzeit vom Erwerb der Option bis zum Verfallszeit-
punkt T ausiiben.

Die in der Definition eingefithrten Optionsformen werden auch Standardoptionen (plain va-
nilla options) genannt. Daneben gibt es zahlreiche komplexere Finanzderivate, und es werden
laufend neue entwickelt. Diese Finanzinstrumente werden meist nicht an den Terminborsen
gehandelt, sondern von Banken fiir einzelne Kunden mafigeschneidert entworfen. Man spricht
hier von OTC-Derivaten (OTC = "over the counter”). Hierzu gehoren z.B. Optionen auf
Optionen, die dem Kéaufer zu einem Zeitpunkt 7" das Recht geben, eine Option mit Ver-
fallszeitpunkt 77 > T zu kaufen oder zu verkaufen. Die mathematische Behandlung dieser
exotischen Optionen ist besonders aufwendig, wenn der aktuelle Wert des Derivats nicht nur
vom aktuellen Kurs S; des zugrundeliegenden Objekts abhéngt wie bei den Standardoptio-
nen, sondern wenn der gesamte Kursverlauf S, 0 < ¢ <'t, eine Rolle spielt.

Beispiele fiir solche pfadabhéngigen Optionen sind asiatische, Knockout- oder Lookback-
Optionen: Bei asiatischen Optionen héngt der Ausiibungskurs vom Mittelwert der Kurse
des zugrundeliegenden Objekts iiber einen bestimmten Zeitraum ab. Knockout-Optionen
verfallen, sobald der Kurs des zugrundeliegenden Objekts eine vorgegebene Schranke iiber-
oder unterschreitet. Bei Lookback-Optionen hédngt der Ausiibungskurs vom Maximum oder
Minimum der Kurse in einem bestimmten Zeitraum ab.

Die Bedeutung von Optionen reicht weit iiber den direkten Handel an den Terminbérsen
und ihren Stellenwert als OTC-Derivate hinaus. Viele komplexe Finanzderivate, die auf den
ersten Blick nichts mit Optionen zu tun haben, lassen sich durch geeignete Kombinatio-
nen mehrerer Optionen mit unterschiedlichen Parametern duplizieren. Auch viele klassische
Finanzinstrumente wie z.B. Wandelanleihen oder Bezugsrechte bei Aktien besitzen einen
Optionsanteil, und selbst in der Versicherungswirtschaft spielt die Optionsbewertungstheo-
rie bei der Festlegung angemessener Pramien eine immer gréfiere Rolle.

Um sich mit Terminkontrakten, Standardoptionen und einfachen Kombination von Optio-



nen vertraut zu machen, ist es am einfachsten, zunéchst nur den Pay-off , d.h. den Wert
des Derivats am Verfallstag T', zu betrachten. Bei einem Terminkauf ist der Pay-off einfach
St — K, wobei St der Spotpreis des zugrundeliegenden Objekts am Ende der Laufzeit ist.
Der Kaufer des Objekts erzielt einen Gewinn, wenn dieser aktuelle Kurs oberhalb des Ter-
minkurses, den er zu zahlen hat, liegt. Er kann das fiir K erworbene Objekt sofort auf dem
freien Markt wieder verduflern und dafiir S; einnehmen. Entsprechend ist der Pay-off eines
Terminverkaufs K — Sp. Diese Pay-off Funktionen sind in Abbildung 1.1 dargestellt.

Pay-off

erminkauf

Kurs St

erminverkauf

Abbildung 1.1.: Wert des Derivates am Verfallstag

Bei einem Call ist der Pay-oft:
maX{ST — K, 0} = (ST — K)+

Der Besitzer der Option wird sein Kaufrecht nur ausiiben, wenn der Ausiibungskurs K
unterhalb des aktuellen Marktpreises St fiir das Objekt liegt, und in diesem Fall denselben
Ertrag wie bei einem Terminkauf erzielen. Andernfalls ldsst er sein Recht verfallen. Bei einem
Put ist der Pay-off entsprechend

maX{K - ST, O} = (K - ST)+-

Fiir den Erwerb einer Kaufoption, die ja ein Recht darstellt, ist zur Zeit t = 0 (im Gegensatz
zu einem Terminkontrakt) stets ein positiver Betrag C'(Sp,T") zu zahlen. Zur Veranschauli-
chung einer Option wird oft auch dieser urspriinglich gezahlte Preis vom Pay-off abgezogen.
Die so bestimmte Ertrags- oder Gewinnfunktion, fiir einen Call (Sp — K)* — C(Sy, T), ist
aber finanzmathematisch nicht korrekt, da hier Einnahmen zur Zeit T' mit Ausgaben zur Zeit
0 verrechnet werden. Den korrekten Gesamtertrag erhélt man durch Aufzinsen der zur Zeit
0 gezahlten Optionspramie auf die Zeit T, denn der Investor hétte die Préamie statt fiir den
Call auch fiir eine risikolose festverzinsliche Anlage verwenden kénnen. Bei kontinuierlicher
Verzinsung mit konstantem Zinssatz r wire der Ertrag eines Calls (S — K)T —C(Sp, T)e™ .



BEISPIEL 1.2

Wir betrachten zur Zeit 0 den Verkauf einer Kaufoption (Call short) mit Ausiibungskurs K
und Call-Primie Cy. Der Pay-off und die Gewinnfunktion sind in Abbildung 1.2 bzw. in
Abbildung 1.5 dargestellt.

Pay-off

: Kurs Sp

min{K — Sr,0}

Abbildung 1.2.: Pay-off beim Verkauf einer Kaufoption

Gewinn/Verlust

{ » Kurs St

Abbildung 1.3.: Gewinn/Verlust beim Verkauf einer Kaufoption

BEISPIEL 1.3
Fiir den Kauf eines Straddles, das heifit eines Portfolios aus einem Call und einem Put mit
demselben Ausiibungskurs K, ist der Gewinn/Verlust in Abbildung 1./ dargestellt. Cy bzw.



Py bezeichnen wieder die Call- bzw. Putprdimie.

Gewinn/Verlust

K . Kauf Put

' - Kurs St

Kauf Call

Straddle

Abbildung 1.4.: Gewinn/Verlust beim Kauf eines Straddles

Ein weiteres grundlegendes Finanzinstrument, das bei der Optionsbewertung eingesetzt
wird, sind Anleihen oder Bonds . Neben den reinen Zinsertrigen erhilt der Kéufer eventuell
auch Couponzahlungen zu festen Zeitpunkten. Wir betrachten vor allem Zerobonds, d.h.
Anleihen ohne Couponertrage.

DEFINITION 1.4 (Zerobond)

Ein Zerobond ist eine festverzinsliche Anleihe ohne Couponzahlungen. Der Kdufer legt zur
Zeit 0 einen Betrag By an und erhdlt am Ende T der Laufzeit den Betrag By zuriick, der
sich aus By zuziiglich des Zinsertrags ergibt. Der Wert des Zerobonds am Ende der Laufzeit
wird auch als sein nomineller Wert bezeichnet.

Der Kauf eines Zerobonds entspricht dem Anlegen eines Geldbetrags zu einem festen
Zinssatz fiir eine feste Zeitspanne. Der Verkauf eines Zerobonds entspricht analog dem Leihen
eines Geldbetrags. Bonds werden gehandelt und konnen zum aktuellen Wert B, d.h. By
zuziiglich der bis zur Zeit t aufgelaufenen Zinsen, vorzeitig verauflert werden.

In der Praxis werden Zinsen zu diskreten Zeitpunkten (jahrlich, halbjdhrlich, ...) gut-
geschrieben und dann weiter verzinst. Bei jdhrlicher Verzinsung mit Zinssatz r p.a. (per
annum) wéchst das Anfangskapital By in n Jahren einschliefllich Zins und Zinseszins auf
BY = By(1 4+ r)". Werden die Zinsen k-mal jahrlich gutgeschrieben mit dann entsprechend
geringerem Zinssatz ¢ pro % Jahre, so ist das Kapital nach n = %’“ Jahren Bq(f) = BO(H—%)”’“.
Fiir £ — oo erhélt man den Grenzfall der stetigen Verzinsung . Dabei wichst das Anfangska-
pital nach n Jahren auf B,, = By -¢e™". Im Falle der stetigen Verzinsung wird r auch als short
rate bezeichnet. Bei der Bewertung von Finanzderivaten wird meist von stetiger Verzinsung
ausgegangen. Der Unterschied zur diskreten Verzinsung ist vor allem fiir haufige Gutschriften



gering. Aus einem Kapital von By = 1000 EUR wird bei einem Jahreszinssatz von r = 10%
zum Beispiel innerhalb eines Jahres (n = 1) 1100 EUR bei jéhrlicher und 1105.17 EUR bei
kontinuierlicher Verzinsung.

Um selbst diese kleinen Abweichungen zu umgehen, modifiziert man den stetigen Zinssatz
geringfiigig. Geht man von einer jahrlichen Verzinsung r,, die am Jahresende gutgeschrieben
wird, aus, so erhélt man bei kontinuierlicher Verzinsung dasselbe Kapital nach n Jahren,
d.h. B, = B, wenn man als stetigen Zinssatz r = log(1 + ) wihlt.

Im folgenden wird stets von einer stetigen Verzinsung ausgegangen. Um Geldbetrége, die
zu verschiedenen Zeitpunkten gezahlt werden, vergleichen zu koénnen, miissen sie auf den-
selben Zeitpunkt aufgezinst bzw. abgezinst werden, d.h. der Zinsertrag iiber die betreffende
Zeitspanne wird addiert oder subtrahiert. Bei kontinuierlicher Verzinsung wird aus einem
Kapital B zur Zeit ¢ (mit At > 0)

Aufzinsung : B e ™ zur Zeit t + At

Abzinsung : B e "2 zur Zeit t — At

Zum Schluss dieses Abschnitts werden noch einige Sprechweisen aus der Finanzwelt ein-
gefithrt. Ein Portfolio oder Portefeuille ist eine Kombination mehrerer Finanzinstrumente,
deren Wertentwicklung als Ganzes gesehen wird. Ein einzelnes Finanzinstrument in einem
Portfolio wird auch Position genannt. Ein Investor nimmt eine long position ein, wenn er ein
Finanzinstrument kauft, und eine short position, wenn er es verkauft. Ein Call long ist z.B.
der Kauf einer Kaufoption, ein Put long der Kauf einer Verkaufsoption, ein Forward short
der Verkauf eines Forward-Kontraktes.

Ein Investor schliefit eine Position in seinem Portfolio, wenn er die zukiinftige Wertent-
wicklung des Portfolios unabhéngig von dem betreffenden Finanzinstrument macht. Wird das
Instrument frei gehandelt, kann er es einfach verkaufen (z.B. eine Aktie oder einen Bond)
oder zuriickzahlen (z.B. einen verkauften Bond, d.h. gelichenes Geld) und damit ganz aus
dem Portfolio entfernen. Manche Finanzinstrumente lassen sich aber nicht auf diese Weise
schlielen. Der Investor kann dann seinem Portfolio ein entgegengesetztes Finanzinstrument
hinzufiigen, so dass die Werte der beiden Positionen sich gegenseitig autheben und fiir das
Gesamtportfolio keine Rolle mehr spielen.

BEISPIEL 1.4

Hat der Investor beispielsweise am 1. Februar einen tber ein Jahr laufenden Forward-
Kontrakt tber 1000000 USD mit Terminkurs 1200000 EUR gekauft und mdchte er diese
Position vorzeitig am 1. Juni schlieffen, so kann er an diesem Termin einen entsprechenden
Forward-Kontrakt tber denselben USD-Betrag, mit demselben Terminkurs und demselben
Fdlligkeitstag 31. Januar verkaufen. Die Werte des gekauften und des verkauften Forwards
addieren sich stets zu 0.

Short selling ist eine Handelsstrategie, bei der der Investor Objekte, z.B. Aktien, die ihm
nicht gehdren, verkauft und sie spéter zuriickkauft. In der Praxis wird hierzu ein Broker
eingeschaltet, der einen Partner vermittelt, in dessen Besitz sich die betreffenden Objekte
befinden und der sie fiir eine gewisse Zeitspanne ausleiht. Der Investor, der sich fiir das
short selling entscheidet, verpflichtet sich, dem Besitzer der ausgelichenen Objekte sémtliche
Ertrdge wie z.B. Dividenden zu erstatten, die in der Zwischenzeit bis zur Riickgabe anfallen.



BEISPIEL 1.5

Entschliefit sich ein Investor zum Beispiel fir das Short selling von 1000 Aktien, so leiht er
sie sich vom Besitzer und verkauft sie sofort fiir 1000 Sy, wobei Sy den jeweilige Kurs zur Zeit
t bezeichnet. Spdater, zur Zeit t > 0, schliefst er die Position, indem er die Aktien fir 1000
Sy zuriickkauft und sie dem urspringlichen Besitzer zuriickgibt. Wird zur Zeit ty, 0 < ty < t,
eine Dividende D je Aktie ausgeschiittet, so muss der Short seller dem Aktienbesitzer 1000- D
zahlen. Short selling wirft nur dann Gewinn ab, wenn S; deutlich unterhalb von Sy liegt.
Auferdem ist das Short selling in der Prazis zahlreichen Restriktionen unterworfen. Fir das
folgende ist aber nur wichtig, dass im Prinzip die Mdglichkeit besteht, Aktien und andere
Finanzobjekte zu verkaufen, die man gar nicht besitzt.

1.1. Literaturhinweise

Grundlegende Lehrbiicher zu Finanzderivaten sind, unter vielen anderen, ( ),

( ) und ( ). Mathematisch etwas anspruchsvoller sind die
Darstellungen von ( ) und ( ). Eine eher praxisorientierte und dennoch
theoretisch fundierte Einfiihrung geben ( ).
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2. Grundlagen des Optionsmanagements

2.1. Arbitragebeziehungen

In diesem Abschnitt betrachten wir den wichtigen Begriff der Arbitragefreiheit. Unter Arbi-
trage verstehen wir einen risikolosen Gewinn. In einem idealen Finanzmarkt, in dem unter
anderem alle Investoren denselben Informationsstand haben und verzogerungsfrei handeln
konnen, sollte es keine Mdéglichkeiten zur Arbitrage geben. Jeder Investor wiirde andernfalls
versuchen, einen risikolosen Gewinn augenblicklich mitzunehmen. Die dadurch ausgelosten
Transaktionen wiirden ebenfalls augenblicklich die Preise der involvierten Finanzinstrumente
so dndern, dass die Arbitragemoglichkeit sofort verschwindet.

Zusétzlich zur Arbitragefreiheit fordern wir in diesem Kapitel, dass der Finanzmarkt ei-
nigen weiteren idealisierenden Annahmen geniigt, die allerdings in diesem Zusammenhang
einen geringeren Stellenwert haben und nur die Argumentation wesentlich vereinfachen. Sind
diese Annahmen eriillt, sprechen wir von einem perfekt funktionierenden Finanzmarkt.

ANNAHME (perfekter Finanzmarkt)

Es gibt keine Arbitragemdglichkeiten, keine Transaktionskosten, keine Steuern und keine Ein-
schrankungen beim Short-selling. Soll- und Habenzinsen sind gleich, und alle Wertpapiere
sind beliebig teilbar.

Die Annahme eines perfekt funktionierenden Finanzmarktes reicht allein schon aus, um den
Wert von Terminkontrakten und wichtige Beziehungen zwischen den Preisen verschiedener
Optionen herzuleiten. Vor allem ist es nicht nétig, ein mathematisches Modell fiir den Kurs
des Finanzinstruments, das Gegenstand der Optionen oder Terminkontrakte ist, zu formu-
lieren. Um den Wert von Optionen zu bestimmen, geniigen rein ékonomische Annahmen
allerdings nicht mehr, sondern es ist eine detailliertere mathematische Modellierung nétig.
Jeder mathematische Ansatz muss sich allerdings an den in diesem Kapitel hergeleiteten
Arbitragebeziehungen messen lassen: wenn das Modell zu anderen Ergebnissen bei der Be-
wertung von Terminkontrakten fithrt und die aus ihm abgeleiteten Optionspreise nicht den
folgenden Relationen geniigen, dann beruht es auf falschen Voraussetzungen.

Eine wichtige Folgerung aus der Annahme eines perfekten Marktes und dabei vor allem
aus der Arbitragefreiheit, die wir in den folgenden Beweisen immer wieder benutzen, ist
die Tatsache, dass zwei Portfolios, die zu einem bestimmten Zeitpunkt T denselben Wert
haben, auch zu jedem fritheren Zeitpunkt ¢t < T wertgleich sind. Wegen ihrer Bedeutung
stellen wir diese Argumentation hier in ihren Einzelheiten vor. Wir gehen von zwei Port-
folios A und B, die sich aus beliebigen Anlageformen zusammensetzen, aus. Ihr Wert zur
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Zeit t bezeichnen wir mit Wy (t) bzw. Wg(t). Wir nehmen fiir einen festen Zeitpunkt 7" an,
dass sicher W4 (T') = Wg(T') unabhéngig von der Wertentwicklung der einzelnen, in A und
B enthaltenen Anlagen. Fiir einen beliebigen fritheren Zeitpunkt ¢t < 7" nehmen wir ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit an, dass Wy(t) < Wg(t). Ein Investor kann zur Zeit ¢ ohne
Eigenkapitaleinsatz ein kombiniertes Portfolio aufbauen, indem er eine Einheit aller Anlagen
in A kauft, eine Einheit aller Anlagen in B verkauft (Short-selling) und den Differenzbetrag
A(t) = Wg(t) — Wa(t) > 0 festverzinslich zum Zinssatz r anlegt. Das kombinierte Portfolio
hat zur Zeit ¢ den Wert
Wa(t) — Wg(t) + A(t) =0,

kostet den Investor also nichts. Zur Zeit 7" hat der festverzinsliche Anteil des kombinierten
Portfolios den aufgezinsten Wert A(T) = A(t)e" "), das Portfolio als Ganzes also sicher
den Wert

WA(T) — Wp(T) + A(T) = A(t)e" T > 0,

falls A(t) > 0. Der Investor hat mit dem kombinierten Portfolio also einen sicheren Gewinn
gemacht, ohne ein Risiko einzugehen. Dies ist ein Widerspruch zur angenommenen Arbitra-
gefreiheit, und daher muss A(t) = 0 gelten, d.h. Wa(t) = Wg(t).

Diese Argumentation kann nun ausgenutzt werden, um den unbekannten Wert eines Finanz-
derivats zu bestimmen. Hierzu wird ein Portfolio A zusammengestellt, dass neben Anlagen
mit bekanntem Preis auch eine Einheit des Derivats enthélt. Diesem Portfolio wird ein zwei-
tes, sogenanntes Duplikationsportfolio B gegeniibergestellt, das ausschliefSlich aus Anlagen
mit bekanntem Preis besteht und so konstruiert worden ist, dass es zu einem festen Zeit-
punkt 7" sicher denselben Wert wie A hat. Dann folgt aus der Arbitragefreiheit, dass beide
Portfolios zu jedem fritheren Zeitpunkt wertgleich sind, und daraus ergibt sich sofort der
Wert des Finanzderivats zu jedem Zeitpunkt ¢ < 7. Wir illustrieren diese Vorgehensweise
am Beispiel eines Terminkontrakts.

SATZ 2.1

Wir betrachten den Terminkauf eines Objekts, das zur Zeit t den Kurs Sy hat. K sei der
Terminkurs und T der Zeitpunkt der Falligkeit. V (s, T) bezeichne den Wert des Terminkaufs
zur Zeit t als Funktion des aktuellen Kurses Sy = s und der verbleibenden Laufzeit 7 =T —t.
Wir nehmen an, dass die Zinsen wéihrend der Laufzeit gleich einem konstanten Wert r sind.

1. Wirft das zugrundeliegende Objekt wihrend der Restlaufzeit T keine Ertrige ab und
verursacht es auch keine Kosten, so gilt

V(St7 7') = VK,T(StyT) = St — Ke_” (21)
Der Forward-Preis ist in diesem Fall F, = Sie™.

2. Fallen wihrend der Restlaufzeit T durch das Halten des zugrundeliegenden Objektes
zu diskreten Zeitpunkten Ertrige oder Kosten an, deren auf den aktuellen Zeitpunkt t
abgezinster Gesamtwert Dy ist, so gilt

V(St,T) = VK}T(St,T) = St — Dt - Ke*” (22)

Der Forward-Preis ist in diesem Fall F; = (S; — D;)e’™
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3. Sind mit dem Objekt stetige Bestandshaltekosten mit einer Rate b verbunden, so gilt
V(St, 7') = VK,T(St7 7') = Ste(bir)q— — KeiTT (23)
Der Forward-Preis ist in diesem Fall F, = S;e’.

BEWEIS:

Wir nennen das zugrundeliegende Objekt der Einfachheit halber eine Aktie mit diskreten,
auf den Zeitpunkt ¢ abgezinsten Dividenden D; bzw. mit stetigem Dividendenertrag d. Im
letzteren Fall sind die stetigen Bestandshaltekosten der Aktie b = r — d: der Investor ge-
winnt durch Halten der Aktie Dividenden (als negative Kosten) mit der Rate d, verliert aber
gleichzeitig Zinsen mit der Rate r, da er sein Kapital in die Aktie anstelle einer festverzins-
lichen Anleihe gesteckt hat. Statt Aktien konnen genausogut Anleihen, Devisen oder andere
einfache Anlageformen betrachtet werden.

1. Wir betrachten zum Zeitpunkt ¢ zwei Portfolios A und B, die folgendes Aussehen ha-
ben:

Portfolio A: Terminkauf der Aktie zum Terminkurs K, fillig zum Zeitpunkt 7.
Kauf eines Zerobonds mit Nominalwert K, féllig zum Zeitpunkt 7T'.

Portfolio B: Kauf einer Aktie

Am Ende der Laufzeit zur Zeit T" wird in Portfolio A der Zerobond verkauft. Der Erlos K
wird benutzt, um die mit dem Terminkauf eingegangene Verpflichtung zu erfiillen und eine
Aktie zum Preis K zu kaufen. Danach enthélt Portfolio A eine Aktie und hat somit zur Zeit
T denselben Wert wie Portfolio B. Daher gilt wegen der vorausgesetzten Arbitragefreiheit
zum Zeitpunkt ¢ ebenfalls Gleichheit, also

V(S )+ Ke™™™ =S, , (2.4)

da sich durch Abzinsen als Wert des Zerobonds zur Zeit t gerade Ke™"" ergibt. Der Forward-
Preis ist nach Definition die Losung von

0= VFt,T(Sta T) = St - Fte_”.

2. Wir betrachten zur Zeit t die beiden Portfolios A und B aus dem ersten Teil des Beweises,
erginzen B aber jetzt um eine Position zu:

Portfolio B: Kauf einer Aktie und leihen eines Geldbetrages in Hohe D; zum Zinssatz r (=
Verkauf eines Zerobonds).

Zur Zeit T werden in Portfolio B die Dividendenertriage der Aktie - im auf die Zeit T" aufge-
zinsten Wert von D;e’” - genutzt, um die Anleihe zuriickzuzahlen. Damit besteht Portfolio B
wie Portfolio A zur Zeit T wieder nur aus einer Aktie, und es ergibt sich wieder Wertgleichheit
auch zum Zeitpunkt ¢:

V(St, 7_) + KG_TT = St — Dt . (25)
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Der Forward-Preis ergibt sich dann wie in Teil 1. aus der Definition.

3. Besitzt die Aktie eine stetige Dividendenrendite d, kann &hnlich argumentiert werden.
Wieder betrachten wir zwei Portfolios A und B zum Zeitpunkt ¢, wobei A wie im ersten Teil
des Beweises gewihlt wird. Portfolio B hat folgendes Aussehen

Portfolio B: Kauf von e~ %" Aktien .

Wird der Dividendenertrag in Portfolio B laufend direkt wieder in die Aktie reinvestiert,
besteht Portfolio B auch in diesem Fall zum Zeitpunkt 7" aus genau einer Aktie. Heuristisch
sieht man das folgendermafien: Im Zeitintervall [¢,¢ 4 §] wirft fiir kleines ¢ eine Aktie eine
Dividende von approximativ d - ¢ - S; ab, der aktuelle Bestand von e~% = =7~ Aktien
also eine Dividende von d-6§-S;-e~¥T=Y Dieser Betrag wird in Aktien reinvestiert. Unter der
Annahme, dass sich der Kurs in dem kleinen Zeitintervall [t,¢ + ] nicht wesentlich &ndert,
d.h. S;i5 = S; , enthélt Portfolio B zur Zeit t + § insgesamt

(14+d-6)- e UT=1) y dd | —d(T—t) _ —d(T—t=0)

Aktien. Diese Argumentation kann man mit dem Grenziibergang 6 — 0 exakt machen und
zeigen, dass Portfolio B zu jedem Zeitpunkt s zwischen t und T genau e~*7=%) fiir s = T
also eine Aktie enthélt. Die gleiche Argumentation wie im ersten Teil des Beweises liefert
dann die Wertgleichheit der beiden Portfolios A und B zum Zeitpunkt ¢, also

V(Sy, 7))+ Ke™ ™ =78, . (2.6)

Mit b = r — d erhalten wir die gewiinschte Form. Der Forward-Preis ergibt sich dann wie in
Teil 1. aus der Definition. a

BEISPIEL 2.1 Wir betrachten den Terminkauf einer 5-Jahres Anleihe, die zum Kurs 900
EUR gehandelt wird. Der Terminkurs betrage 910 EUR, die Laufzeit des Terminkontraktes
ein Jahr. Kouponzahlungen in Hohe von 60 EUR fallen in 6 bzw. 12 Monaten (letztere kurz

vor Filligkeit des Kontraktes) an. Der stetige Jahreszins fir 6 bzw. 12 Monate betrage 9%
bzw. 10%. In diesem Fall ist

S, =900, K=910, r=0.10, 7 =1, D; = 60e %2 + 60 °1° = 111.65 (2.7)

Der Wert des Terminkaufs ist dann
V(S;, 7) =900 — 111.65 — 910e %1% = —35.05. (2.8)
Der Wert der entsprechenden Short-Position ist dann +35.05. Der Forward-Preis F, betrdgt

Ft = (St — Dt>€TT = 871.26.

BEISPIEL 2.2 Wir betrachten den Terminkauf von 1000 Dollar. In diesem Fall liegt ein
stetiger Dividendenertrag d in Hohe des amerikanischen Zinssatzes vor, wenn der Investor

14



den Dollarbetrag erwirbt und in den USA anlegt. r sei der inlindische Zinssatz. Die Bestands-
haltekosten b = r — d sind die Differenz zwischen Inlands- und Auslandszinssatz. Bezeichnet
Sy den Dollarkurs, so ist der Forward-Preis dann

Ft = StebT = Ste(r_d)T. (29)

Fir r > d ergibt sich ein Report Sy < F, (Zinsaufschlag), fiir r < d ergibt sich ein Deport
Sy > Fy (Zinsabschlag). Ist v > d und wdihit man den Terminkurs gleich dem aktuellen Kurs,
d.h. K =S}, so ist der Wert des Terminkaufs

VSt’T(St, 7') = St(eidT — 67747) > 0.

Der Terminkauf zum Preis Sy ist also teurer als der sofortige Kauf zum selben Preis, denn er
ermdglicht dem Investor, noch bis zur Zeit T' den aktuell hoheren Inlandszinssatz auf seine
heimische Wihrung zu nutzen.

Das folgende Resultat besagt, dass es keinen Unterschied zwischen Forward- und Future-
Kontrakten mit gleichem Terminkurs und gleicher Laufzeit gibt, wenn der Zinssatz sich
iiber die ganze Laufzeit hinweg nicht &ndert. Wir benutzen dabei, dass nach Definition von
Forward- und Future-Preis ein Terminkauf nichts kostet, wenn der Terminkurs gleich dem
aktuellen Forward- bzw. Future-Preis gewéhlt wird.

SATZ 2.2
Ist der Zinssatz wahrend der Laufzeit konstant, so stimmen Future- und Forward-Preis mit-
einander tiiberein.

BEWEIS:

Wir gehen davon aus, dass der Future-Kontrakt am Tag 0 geschlossen wird und eine Ge-
samtlaufzeit von N Tagen hat. Wir nehmen an, dass der Gewinn-Verlust-Ausgleich téglich
bei einem Tageszinssatz von p erfolgt . ' bezeichne den Forward-Preis bei Kontraktbe-
ginn, d.h. am Ende des 0-ten Tages, und F;} sei der Future-Preis am Ende des ¢-ten Tages,
t=0,1,---,N. Unser Ziel ist es, F' = F zu zeigen. Dazu stellen wir wieder zwei Portfolios
zusammen:

Portfolio A: Kauf von e"? Forward-Kontrakten mit Terminkurs F', Laufzeit N.
Kauf eines Zerobonds mit Nominalwert Fe¥? und Félligkeit in N Tagen.

Portfolio B: Téglicher Zukauf von Future-Kontrakten mit jeweiligem Terminkurs F; und
Filligkeit zur Zeit N derart, dass am Ende des t-ten Tages genau et1? Future-
Kontrakte im Portfolio enthalten sind (¢t =0,1,--- , N).

Kauf eines Zerobonds mit Nominalwert Fye™? und Filligkeit in N Tagen.

Der Erwerb der Forward- und Future-Kontrakte ist kostenlos, da er jeweils mit dem Forward-
bzw. dem tagesaktuellen Future-Preis als Terminkurs erfolgt. Der Halter von Portfolio B
erhélt von Tag t — 1 auf den Tag ¢t durch den Gewinn-Verlust-Ausgleich F; — F;_; je Future-
Kontrakt im Portfolio. Dies kann negativ sein, d.h. er selbst muss zahlen.

Am Ende der Laufzeit, d.h. des N-ten Tages, wird in Portfolio A der Ertrag Fe™? des
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Zerobonds benutzt, um den Terminkontrakt zu erfiillen und e Aktien zum Preis von jeweils
F zu kaufen. Das Portfolio A enthilt dann nur noch diese Aktien und hat den Wert Sye'¥?.
Wir zeigen nun, dass dies auch fiir Portfolio B gilt.

Zu Beginn des Tages t sind e'” Futures im Portfolio, und der Halter erhélt durch den Gewinn-
Verlust-Ausgleich den Betrag (F; — F;_1)e'”, der auch negativ sein kann. Wihrend des Tages
stockt er kostenfrei, da mit dem aktuellen Future-Preis als Terminkurs, sein Portfolio um
weitere Futures auf, so dass es am Tagesende insgesamt e“t1)? Futures enthilt. Der am Tag
t eingenommene Betrag hat auf den Filligkeitstermin aufgezinst den Wert:

(F, — Fy_1)e'? - W= = (F, — F,_)eN?. (2.10)

Am Ende der Laufzeit ist der Future-Kontrakt durch den laufenden Gewinn-Verlust-Ausgleich
bereits erfiillt und verursacht keine weiteren Kosten. Die gesamten wiahrend der Laufzeit an-
gefallenen Gewinne oder Kosten sind aufgezinst auf den Tag N:

> (F,— Fop)e™? = (Fy — Fp)e”. (2.11)

t=1

Zusammen mit dem Zerobond hat Portfolio B daher zur Zeit N den Wert
(FN — FO)GNP + F()GNp = FNGNp = SNGNP,

da am Ende der Laufzeit Future-Preis Fy und aktueller Kurs Sy offensichtlich zusammen-
fallen.
Beide Portfolios haben also am Tag N denselben Wert und somit wegen der Arbitragefreiheit
auch am Tag 0. Da der Forward-Kontrakt mit Terminkurs F' am Tag 0 wegen der Defini-
tion des Forward-Preises den Wert 0 hat, ist der Wert von Portfolio A gleich dem Wert
des Zerobonds, d.h. F' (Nominalwert Fe™? abgezinst auf den Tag 0). Entsprechend haben
auch die am Ende von Tag 0 in Portfolio B enthaltenen e” Futures wegen der Definition des
Future-Preises den Wert 0, so dass auch hier nur der Zerobond zum Portfoliowert beitrégt.
Er hat entsprechend den Wert Fyy ( FyeN? abgezinst auf den Tag 0). Insgesamt schlieBen wir
F = F,.

([
Wir wollen nun mit &hnlichen Methoden Beziehungen zwischen den Preisen fiir Optionen
herleiten. Die elementarsten Eigenschaften fassen wir in der folgenden Bemerkung ohne Be-
weis zusammen. Dazu bendtigen wir den Begriff des inneren Wertes (intrinsic value).

DEFINITION 2.1 (Innerer Wert)

Der innere Wert einer Kaufoption zum Zeitpunkt t ist gegeben durch max(S; — K,0), der
einer Verkaufsoption durch max(K — S;,0). Ist der innere Wert einer Option positiv, so
sagen wir, dass sie im Geld st. Ist S; = K, so ist die Option am Geld; andernfalls ist die
Option aus dem Geld .

BEMERKUNG 2.1

Fiir Optionen gelten folgende elementare Beziehungen. C(s,7) = Cxr(s,7) und P(s,T) =
Py 1(s,7T) bezeichnen dabei den Wert zur Zeit t eines Calls bzw. Puts mit Ausibungskurs K
und Verfallszeitpunkt T' , wenn 7 =T —t die Restlaufzeit ist und der Kurs des zugrundelie-
genden Finanzinstruments den Wert s hat: S; = s.
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. Optionspreise sind nicht-negativ, da eine Ausiibung nur stattfindet, wenn es im Inter-
esse des Optionshalters liegt. Eine Option gewdhrt Rechte ohne Pflichten.

. Zum Verfallszeitpunkt T besitzen amerikanische und europdische Optionen den gleichen
Wert, da sie dann dem Besitzer identische Rechte einrdumen. Zum Verfallszeitpunkt
T stimmen der Wert der Option und der innere Wert tiberein.:

CK7T(ST, O) = maX(ST — K, 0) s PK,T(ST7 0) = max(K — ST, 0)

. Eine amerikanische Option muss mindestens zu threm inneren Wert gehandelt wer-
den, da andernfalls durch Kauf einer Option und augenblickliche Ausiibung Arbitra-
ge maglich wire. Diese Relation gilt fiir europdische Optionen im allgemeinen nicht.
Grund hierfiir ist, dass eine europdische Option nur indirekt tiber ein Termingeschdyft
zum heutigen Zeitpunkt vorzeitig ausgetibt werden kann. Der hierbei auftretende Ab-
zinsungsfaktor kann den Wert unter den inneren Wert der Option driicken.

. Der Wert zweier amerikanischer Optionen, die sich nur in den Laufzeiten unterschei-
den (Verfallszeitpunkte Ty < Ty ), ist monoton in den Laufzeiten:

Crxm (s, Ty —t) < Cgm(s,To—t), Prr(s,Th —t) < Pgmp(s,To —1).

Dies folgt - zum Beispiel fir Calls - unter Ausnutzung von 2. und 3. aus der zur Zeit
t =T giiltigen Ungleichung mit s = Sp,

Crm,(s, Ty —T1) > innerer Wert = max(s — K,0) = Ckr,(s,0) (2.12)

Wegen der Arbitragefretheit muss die Ungleichung auch zu jedem Zeitpunkt t < T
gelten. Fiir europdische Optionen ist diese Aussage im allgemeinen nicht erfillt.

. Eine amerikanische Option hat mindestens den gleichen Wert wie die ansonsten iden-
tische europdische Option, da die amerikanische Option dem Besitzer mehr Rechte
emnraumt.

. Der Wert eines Calls ist als Funktion des Ausiibungskurses monoton fallend, da das
Kaufrecht umso wertvoller ist, je niedriger der vereinbarte Kaufpreis. Entsprechend ist
der Wert eines Puts als Funktion des Austibungskurses monoton wachsend.

Cr,r(5,7) 2 Cryr(s, 7). Pryr(s,7) < Pr, (s, 7)

fiir Ky < Ks. Dies gilt fiir amerikanische und europdische Optionen.

Der Wert einer europiischen Kauf- und Verkaufsoption auf das gleiche Objekt mit gleicher
Laufzeit und gleichem Ausiibungskurs sind direkt miteinander verbunden, ohne dass die An-
nahme eines detaillierten mathematischen Modells notig ist.

SATZ 2.3 (Put-Call-Paritit fiir européische Optionen)

Fiir den Wert eine europdischen Calls und eines europdischen Puts mit gleichem Verfallszeit-
punkt T', gleichem Ausiibungskurs K auf dasselbe zugrundeliegende Finanzinstrument gelten
folgende Aussagen, wobei r den stetigen Zinssatz bezeichnet:
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Wert zum Zeitpunkt T
Position | K < St K > Sr
a) 0 K — ST
b) -K -K
C) ST ST
d) 0 0
Summe | S — K 0

Tabelle 2.1.: Wert von Portfolio B zum Zeitpunkt 7' (Satz 2.3)

1. Fallen wihrend der Restlaufzeit T = T — t der Optionen Ertrige mit dem auf den
Zeitpunkt t abgezinsten Gesamtbarwert D, an, so ist

C(Se,7) = P(S,7) + S — Dy — Ke™™7 (2.13)
@ SFMPutCall.xpl

2. Fallen wdhrend der Restlaufzeit 7 = T — t der Optionen stetige Bestandshaltekosten
mit Rate b auf das Objekt an, so ist

C(S;,7) = P(Sy, 1) + Syt — e (2.14)

BEWEIS:

Zur Vereinfachung der Sprechweise nehmen wir wieder speziell an, dass das Objekt eine Ak-
tie ist. Wir betrachten ein Portfolio A, das nur aus einem Call besteht, und duplizieren es
durch ein geeignetes Portfolio B, das unter anderem einen Put enthélt.

1. Im Fall diskreter Dividenden betrachten wir folgendes Portfolio B zum Zeitpunkt ¢:
1. Kaufe den Put.
2. Verkaufe einen Zerobond mit Nominalwert K, fillig zum Zeitpunkt 7.
3. Kaufe eine Aktie.
4. Verkaufe einen Zerobond zum (aktuellen) Wert D;.

Da das Portfolio eine Aktie enthélt, wirft es Dividenden ab, deren Wert abgezinst auf den
Zeitpunkt t gerade D, ist. Diese Ertrige werden am Ende der Laufzeit benutzt, um die
Anleihe in Position d) zuriickzuzahlen, so dass der Wert dieser Position zu 0 wird. Tabelle
2.1 zeigt nun den Wert des Portfolios B zum Zeitpunkt 7' abhéngig davon, ob der Put
ausgeiibt wird (K > Sp) oder nicht. Zur Zeit T hat Portfolio B damit denselben Wert
max (St — K, 0) wie der Call. Um Arbitragemoglichkeiten zu verhindern, miissen daher beide
Portfolios auch zum Zeitpunkt ¢ denselben Wert haben, d.h. es gilt

C(Si, 1) = P(S;,7) — Ke™" + 5 — Dy (2.15)
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2. Fiir den Fall einer Aktie mit stetiger Dividendenrendite d und entsprechenden Be-
standshaltekosten b = r — d betrachten wir dasselbe Portfolio B wie in Teil 1., jedoch ohne
die Position d). Stattdessen werden in Position ¢) e~9" Aktien anstelle von einer Aktie ge-
kauft, deren Dividenden direkt wieder in die gleiche Aktie reinvestiert werden. Bei negativem
d werden die auftretenden Kosten durch Verkédufe des Objektes finanziert. Hierdurch enthélt
Portfolio B zum Zeitpunkt T' genau eine Aktie, und man kann wie in Teil 1. schlielen, dass
der Wert des Portfolios B zum Zeitpunkt ¢ gleich dem Wert des Calls ist.

O

Der Beweis der Put-Call-Paritdat funktioniert nur fiir européische Optionen. Fiir ameri-
kanische Optionen kann es vorkommen, dass Put oder Call vorzeitig ausgeiibt wird und die
beiden Portfolios gar nicht bis zum Ende der Laufzeit gehalten werden.

Das folgende Resultat bietet eine Moglichkeit zur Uberpriifung der Konsistenz von Opti-
onspreisen auf dasselbe Objekt. Ist die hier formulierte Konvexitit verletzt, ist Arbitrage
moglich, wie wir in dem sich anschlieBenden Beispiel zeigen.

SATZ 2.4
Der Preis einer (amerikanischen oder europdischen) Option ist als Funktion des Ausiibungs-
kurses konvex.

BEWEIS:

Es geniigt Calls zu betrachten. Fiir Puts lauft der Beweis analog; fiir européische Optionen
folgt dies direkt aus der Put-Call-Paritét, da dort der explizit von K abhéngige Term linear
in K ist.

Fiir 0 < A <1 und K; < Ky definieren wir K := AK; + (1 — A\)Ky. Wir betrachten ein
Portfolio A, das zur Zeit t < T aus einem Call mit Ausiibungskurs K, und Filligkeitszeit-
punkt 7" besteht. Wir duplizieren dieses Portfolio durch folgendes Portfolio B zum Zeitpunkt
t:

1. Kaufe A Calls mit Ausiibungskurs K, Félligkeit T'.
2. Kaufe (1 — \) Calls mit Ausiibungskurs K, Félligkeit 7.

Liquidieren wir das Portfolio zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢/t < ¢’ < T, so lisst sich die
Differenz der Werte der Portfolios B und A zu diesem Zeitpunkt in der Tabelle 2.2 ablesen.

Da in der letzten Zeile der Tabelle jeweils A(Sy — K7) > 0 und (1 — A\)(Ky — S¢)) > 0
gilt, ist die Differenz der Werte von Portfolio B und Portfolio A zum Zeitpunkt ¢ und damit
wegen der Arbitragefreiheit auch zum Zeitpunkt ¢ < ¢’ gréfler gleich Null. Es gilt also mit
T=T-—1

ACk, 7(St, 7) + (1 = N)Cry (S, 7) — Cry 7(Se,7) > 0 (2.16)

O
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Wert zum Zeitpunkt ¢/
Position | Sy < Ky K; < Sy < K, K, < Sy <K, Ky < Sy
B 1. 0 ASy — K;) A(Sy — K) ASy — K;)
B 2. 0 0 0 (1= M\)(Sy — Ko)
—A 0 0 —(Sy — Ky) —(Sy — K)
Summe 0 ASy — K1) (1= X)(Ko— Sy) 0

Tabelle 2.2.: Wertdifferenz der Portfolios B und A zum Zeitpunkt ¢’ (Satz 2.4)

Ausiibungskurs Optionspreis

K; =190 30.6 EUR
Ky =200 26.0 EUR
Koy =220 14.4 EUR

Tabelle 2.3.: Daten des Beispiels 2.3

BEISPIEL 2.3

Wir betrachten drei europdische Kaufoptionen auf die MD*TECH A.G. mit gleicher Laufzeit
und den Austibungskursen K, = 190 , K, = 200 , Ky = 220, d.h. A = % Die Daten des
Beispiels sind in der Tabelle 2.3 gegeben.

Nach dem letzten Satz muss gelten:

2Cr,, (S, 7) + 5Cko (S, 7) = Crey 0(Si, 7) (2.17)
Diese Bedingung ist offensichtlich verletzt, und folgendes Portfolio erméglicht Arbitrage:
1. Kaufe \ = % Calls mit Austibungskurs K.
2. Kaufe 1 — X\ = % Calls mit Austibungskurs K.
3. Verkaufe 1 Call mit Ausiibungskurs Ky := %Kl + %Kg.

Zum jetzigen Zeitpunkt t liefert dieses Portfolio den sicheren Ertrag von +0.80 FUR. Der
Wert des Portfolios zum Verfallszeitpunkt T' der Optionen ist in der Tabelle 2.4 dargestellt.
Das Portfolio liefert fiir Aktienkurse St zwischen 190 und 220 zusdtzlich noch einen Ertrag

von mazimal 3 FEUR.

Wir haben bereits angemerkt, dass Optionen monotone Funktionen des Ausiibungskurses
sind. Der folgende Satz liefert fiir européische Optionen eine schiarfere Aussage.

SATZ 2.5
Fiir zwei europdische Calls (bzw. Puts) mit gleichem Verfallsdatum T und den Ausibungs-
kursen Ky < Ky qilt zur Zeitt < T':

0 S CKl,T(Sta 7') - CKQ,T(St) T) S (K2 - Kl)B_TT (218)
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Wert zum Zeitpunkt T
Position | Sp <190 190 < Sy <200 200 < Sp <220 220 < Sp
1. 0 2(Sr — 190) 2(Sr—190)  2(Sy — 190)
2. 0 0 0 5 (ST — 220)
3. 0 0 —(Sy —200)  —(Sy — 200)
Summe 0 2(Sr —190) (220 — Sr) 0

Tabelle 2.4.: Wert des Portfolios zum Zeitpunkt 7" im Beispiel 2.3

Wert zum Zeitpunkt 7'
Position | S < K7 K < Sr < Ky Ky < Sr
B 1. 0 0 St — Ky
B 2. Ky, — K; Ky, — K, Ky, — K,
—A 0 —(Sr—K;) —(Sr—Ky)
Summe | Ky — K3 Ky — St 0

Tabelle 2.5.: Wertdifferenz der Portfolios B und A zum Zeitpunkt 7' (Satz 2.5)

mit Restlaufzeit T =T — t und Zinssatz r bzw.
O S PK2,T(St,7') — pKl,T(St,T) S (KQ — K1>€,TT (219)

Sind die Call- bzw. Putwerte als Funktion des Austiibungskurses differenzierbar, folgt durch
Grenziibergang Ko — K1 — 0 auch

oC oP
1< —-£e"<—=< bzw. < ——<e "< 2.2

< —e _8K_0 2w 0_8K_e < (2.20)
BEWEIS:
Wir fithren den Beweis fiir Calls; fiir Puts ist die Argumentation analog. Hierzu betrachten
wir ein Portfolio A, das nur einen Call mit Ausiibungskurs K enthélt, und vergleichen es mit
einem Duplikationsportfolio B, das zum Zeitpunkt ¢ aus den beiden folgenden Positionen
besteht:

1. Kaufe einen Call mit Ausiibungskurs K.

2. Kaufe einen Zerobond mit Nominalwert (K, — K7), fillig zum Zeitpunkt 7.

Die Differenz der Werte der Portfolios B und A zum Zeitpunkt 7" ldsst sich in der Tabelle
2.5 ablesen. Der Wert von Portfolio B zum Zeitpunkt 7" ist offensichtlich mindestens so grof3
wie der Wert von Portfolio A. Folglich muss dies wegen der Arbitragefreiheit auch fiir den
Zeitpunkt ¢ gelten und wir schlieflen:

CK%T(St,T) + (KQ — Kl)e_” Z CKl,T(St; T).
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2.2. Portefeuille-Versicherung

Ein wichtiger Verwendungszweck von Optionen ist das Hedgen, d.h. der Schutz von Inve-
stitionen gegen das Marktrisiko, das durch die zufélligen Kursentwicklungen hervorgerufen
wird. Ein Beispiel fiir aktives Hedgen mit Optionen ist die Portefeuille-Versicherung (Port-
folio Insurance). Darunter verstehen wir den Abschluss von Geschéften, welche zu einem
bestimmten Zeitpunkt die Risikostruktur eines Portfolios so verdndern, dass zu einem im
voraus bestimmten Termin in der Zukunft

e die positiven Ertrage durchgehend um einen kleinen Betrag gemindert werden (was als
Zahlung einer Versicherungspréamie interpretiert werden kann) und dadurch

e cin Absinken des Werts des Portfolios unter ein bestimmtes Niveau, den Floor, verhin-
dert wird.

Durch die Portefeuille-Versicherung wird eine Risikostruktur des Portofolios erzeugt, bei der
extreme Verluste ausgeschlossen sind. Wir betrachten hierzu zuerst ein einfaches Beispiel.

BEISPIEL 2.4

FEin Kapitalbetrag von 10500 EUR steht zum Kauf von Aktien zur Verfiigung, deren aktueller
Kurs 100 FUR ist. Auf dem Markt erhdltlich sind auch zu einem Stickpreis von 5 EUR
Verkaufsoptionen auf die Aktie mit Austibungskurs K = 100 und einer Laufzeit von einem
Jahr. Wir betrachten zwei alternative Investitionsmdoglichkeiten.

Portfolio A: Kauf von 105 Aktien.

Portfolio B: Kauf von 100 Aktien fiir 10000 EUR und Kauf von 100 Verkaufsoptionen fiir
500 EUR.

Der Preis der Verkaufsoptionen stellt in diesem Fall die Versicherungsprdamie fir die Akti-
en auf einen Versicherungsbetrag von 10000 EUR dar. Bezeichnet St den Aktienkurs nach
einem Jahr, so ist der Wert des unversicherten Portfolios A gerade 105- St und leidet unter
dem vollen Marktrisiko, dass der Kurs deutlich unter den Ausgangswert von 100 EUR fallt.
Der Wert des versicherten Portfolios B betrigt dagegen nach einem Jahr mindestens 10000
EUR, da der Besitzer den Put austiben und die 100 Aktien zu einem Stiickpreis von 100 EUR
verkaufen kann, wenn Sy < 100. Steigt der Aktienkurs tiber 100 EUR, wird der Put nicht
ausgetibt und verfdllt wertlos. Da bei Portfolio B ein Teil des Kapitals als Versicherungs-
pramie gegen hohe Verluste in den Put geht, werden die Wahrscheinlichkeiten fiir Gewinne
majig reduziert, wofiir die Wahrscheinlichkeit groffer Verluste auf O sinkt. Der Investor ver-
liert mit Portfolio B mazximal den Betrag von 500 EUR, den er fiir die Optionen bezahlt hat.
Die Tabelle 2.6 zeigt die Wert- und Renditeentwicklung der beiden Portfolios nach einem
Jahr in Abhdngigkeit vom Aktienkurs Srt.

Die Vielzahl moglicher Strategien im Bereich der Portefeuille-Versicherung lassen sich nach
der Haufigkeit der zur Risikominderung notwendigen Anpassungsmafinahmen grob in zwei
Gruppen unterteilen in
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Unversichertes Versichertes Versichertes
Portfolio Portfolio Portfolio in %
Aktienkurs S7 | Wert Rendite Wert Rendite des unversicher-

[EUR] [EUR|] % p.a. [EUR|] % p.a.  ten Portfolios
50 5250 =50 10000 —4.8 190
60 6300 40 10000 4.8 159
70 7350 -30 10000 4.8 136
80 8400 —20 10000 4.8 119
90 9450 -10 10000 4.8 106
100 10500 0 10000 -4.8 95
110 11550 +10 11000 +4.8 95
120 12600 +20 12000 +14.3 95
130 13650 +30 13000 +423.8 95
140 14700 +40 14000 +433.3 95

Tabelle 2.6.: Die Wirkung einer Portefeuille-Versicherung: Wert- und Renditeentwicklung

e statische Strategien, bei denen nach Bildung des Ausgangsportfolios hochstens eine
weitere Umschichtung vor Ende des Anlagezeitraums erfolgt

e dynamische Strategien, bei denen laufend, im Idealfall sogar kontinuierlich Anpassun-
gen im Bestand nach einer von vorneherein festgelegten Regel vorgenommen werden.

Die im vorausgehenden Beispiel geschilderte statische Strategie ldasst sich neben dem geschil-
derten Hedgen mit Verkaufsoptionen auch noch auf eine andere Art durchfiihren, so dass der
Anleger die Wahl zwischen zwei Strategien hat:

Strategie 1: Der Anleger kauft Aktien und Puts in gleicher Anzahl.

Strategie 2: Der Anleger kauft Anleihen im Nominalwert des gewiinschten Floors und fiir
den Rest des Geldes Calls auf das Objekt.

Alle iiblichen Strategien beruhen auf einer Abwandlung dieser beiden Grundstrategien.
Wihrend bei der ersten Strategie die Ausiibung der Puts bei sinkenden Aktienkursen dafiir
sorgt, dass das Kapital nicht unter den Floor sinkt, wird dies bei der zweiten Strategie durch
die risikolose Anleihe garantiert. Die Aktien bzw. die Calls sorgen fiir entsprechende Gewinne
bei steigenden Kursen. Die Gleichwertigkeit beider Strategien folgt aus der Put-Call-Paritét
aus Satz 2.3.

Vor der Entscheidung iiber die Art einer Portefeuille-Versicherung miissen folgende Fragen
geklart werden:

1. Welche Finanzinstrumente stehen am Markt zur Verfiigung, und welche Charakteristi-
ka haben sie (Zinssétze, Volatilitdten, Korrelation zum Index u.a. )?

2. Welche Vorstellungen hat der Anleger beziiglich
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- des Aufbaus des Portfolios (gewiinschte Finanztitel),
- des zu investierenden Kapitals,
- des gewiinschten zeitlichen Absicherungshorizonts,

- des gewiinschten Floors (sichere untere Schranke an den Portfoliowert) bzw. der
gewiinschten Minimalrendite nach Ablauf des Anlagezeitraums. Bei gegebenem
Floor F' und investiertem Kapital V' ist die (negative) Minimalrendite p bei ei-

nem Zeithorizont von einem Jahr p = %

Die oben beschriebenen Strategien 1 und 2 zur Portfeuille-Versicherung erlautern wir noch-
mals ein einem Beispiel.

BEISPIEL 2.5

Wir gehen davon aus, dass der Anleger sich bereits entschieden hat, in welches Objekt er
wnvestieren will, und dass es sich dabei um eine Aktie handelt. Je nach Art des Ertrages, den
das Objekt abwirft, unterscheiden wir zwei Faille (fir Kosten, d.h. negative Ertrige wie z.B.
Lagerhaltungskosten bei Sachwerten, funktioniert das Verfahren analog):

i) eine stetige Ertragsrendite d

ii) @m voraus bekannte Ertrige zu diskreten Zeitpunkten mit dem auf den Zeitpunkt 0 ab-
gezinsten Gesamtbarwert Dy

Die Daten des Beispiels sind in der Tabelle 2.7 gegeben. Die Volatilitit ist dabei ein Mafs
fir die Schwankung des Aktienkurses, das wir spdter noch eingehend betrachten werden und
das wesentlich in die Bewertung von Optionen eingeht. Da wir unsere Betrachtungen zum
Beginn des Anlagezeitraums zur Zeit t = 0 durchfiihren, ist die Laufzeit T =T —t = T.
Bei beiden Strategien stehen wir vor dem Problem, die Anzahl n der Aktien und/oder der
(europdischen) Optionen und den Ausibungskurs K der Optionen zu bestimmen.

Fall i)

Die Aktie liefert eine stetige Dividendenrendite d = 2% p.a., die wir laufend automatisch
wieder in die Aktie investieren. Am Ende der Laufzeit zur Zeit T sind dann aus anfangs n
Aktien ned™ Aktien geworden, wobei T = T — 0 = T Fiir Strategie 1 miissen wir daher zu
Beginn des Anlagezeitraums entsprechend viele Puts kaufen. Da wir zur Zeit 0 gerade ein
Kapital vom Umfang V' investieren wollen, muss gelten

n- S[) + nedT . PK7T<S[),T) =V (221)

Den Austibungskurs K der Verkaufsoptionen wdhlen wir so, dass der gewiinschte Floor F
nach zwei Jahren garantiert ist. Dies bedeutet, dass die Ausiibung der Puts zum Zeitpunkt
T (bei einem Aktienkurs Sy < K) genau den Floor ergeben muss. Dies liefert die zweite
Bedingung

F dr

ne™ K =F < n= Ke_ (2.22)
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Die Daten des Beispiels:

Aktueller Zeitpunkt ¢ 0
Verfiighares Kapital V' 100000 EUR
Gewiinschter Floor F' 95000 EUR
Anlagehorizont T' 2 Jahre
Aktueller Aktienkurs Sy 100 EUR
Stetiger Jahreszinssatz r 10% p.a.
Jahresvolatilitit o der Aktie 30%
Dividenden wéhrend der Laufzeit

Fall i): stetige Dividendenrendite d 2% p.a.
Fall ii): Dividenden im Barwert D, 5 EUR

Tabelle 2.7.: Daten des Beispiels

Finsetzen von Gleichung (2.22) in Gleichung (2.21) liefert

B_dTSO + PK7T<S(), 7') — % K =0 (223)

Mit der Black-Scholes-Formel fiir europdische Optionen, die wir spdter in Abschnitt 6.2 her-
leiten, erhalten wir den Putpreis als Funktion des noch zu wdhlenden Parameters K. Der
gesuchte Ausiibungskurs K kann dann durch numerisches Lisen der Gleichung (2.23) berech-
net werden, z.B. mit dem Newtonverfahren. Man erhdlt in diesem Fall den Wert K = 99.58.
Um den Floor von 95000 EUR sicher zu erreichen, sind also n = %e_dT = 916.6 Aktien und
n-e? = 954 Puts mit dem Ausiibungskurs K = 99.58 zu kaufen. Der Preis der Verkaufsop-
tionen ist nach der Black-Scholes-Formel gleich 8.73 EUR/Put. @ SFMOptStart.xpl

Fiir die entsprechende Strategie 2 mit Anleihen und Calls werden zur Zeit O Fe™™™ = T7779.42
EUR festverzinslich angelegt, was aufgezinst auf den Zeitpunkt T gerade den Floor von 95000
EUR ergibt. Fiir den verbleibenden Rest des Kapitals V — Fe ™™™ = 22220.58 EUR kaufen
wir 954 Calls mit Ausiibungskurs K = 99.58 im - nach der Black-Scholes-Formel - Wert
von 23.28 EUR/Call. Aus der Put-Call-Paritdt fir europdische Optionen folgt die Gleich-
wertigkeit beider Strategien, d.h. beide Portfolios aus Aktien und Puts bzw. aus Zerobonds
und Calls haben fiir zu jedem Zeitpunkt t,0 <t < T, denselben Wert:

n- Sy +ne’ Pgr(Sy, 7) = nKe " + ne Cr1(So, 7) (2.24)

mitT=T—t,b=1r—dund nKe " = Fe "™ wegen (2.22). Die risikobegrenzende Wirkung
der Versicherung lasst sich in der Tabelle 2.8 ablesen.

Fall ii)
Wihrend der Laufzeit fallen Dividenden mit auf den Zeitpunkt 0 abgezinstem Gesamtbarwert
Dy =5 EUR an, die bei Erhalt jeweils sofort festverzinslich angelegt werden. Zum Zeitpunkt
T hat dieser Ertrag den aufgezinsten Wert: Dy = Dye’™™ = 6.107 FUR, wobei 7 =T wieder
fiir die Gesamtlaufzeit steht. Der Kauf von n Aktien und n Puts fihrt dann unter Beriick-
sichtigung der Dividende Dy analog zu den Uberlequngen in Fall i) auf die Gleichungen

n- SO + TZPK7T(SO - Do, 7') =V (225)
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Unversichertes Versichertes Versichertes
Portfolio Portfolio Portfolio in %
Aktienkurs St | Wert  Rendite  Wert Rendite des unversicher-
[EUR] [EUR] % p.a. [EUR] % p.a.  ten Portfolios
70 72857 27 95000 -5 130
80 83265 17 95000 -5 114
90 93673 ) 95000 -5 101
100 104081 +4 95400 ) 92
110 114489 +15 104940 +5 92
120 124897 +25 114480 +14 92
130 135305 +35 124020 +24 92
140 145714 +46 133560 +34 92

Tabelle 2.8.: Die Wirkung einer Portfeuille-Versicherung im Fall i): Wert- und Renditeent-
wicklung @ SFMoptman.xpl

und
nK +nDr=F. (2.26)

Die Subtraktion der Bardividende Do vom Kurs Sy bei der Berechnung des Optionspreises
kann erst im Zusammenhang mit dem spdter betrachteten Binomialmodell begriindet werden.
Grob gesagt hingt dies damit zusammen, dass in einem perfekten Markt der Kurs einer Aktie
nach Zahlung der Dividende augenblicklich um den gezahlten Dividendenbetrag nach unten
springt. Andernfalls wire Arbitrage maéglich. Finsetzen von Gleichung (2.20) in Gleichung
(2.25) liefert:

V
So -+ PK,T(SO — Do,T) - F . (K + DT> =0 (227)

Analog zum Fall 1) ergeben sich aus den Gleichungen die Anzahl n der Aktien und Verkaufs-
optionen und der Ausiibungskurs K der Puts fiir die Strategie 1:

K=9642 und n = 926.55

T K+ Dy

Fiir die Strategie 2 mit Calls und Anleihen kaufen wir 926.55 Calls mit einem Wert von
28.99 EUR/Call und einem Ausiibungskurs von K = 96.42 und legen 95000e"" = 77779.42
EUR festverzinslich an. Der fiir beide Strategien gleiche Effekt der Portefeuille- Versicherung
im Fall ii) lisst sich in der Tabelle 2.9 ablesen, wobei die auf den Zeitpunkt T aufgezinste
Gesamtdividende zu beriicksichtigen ist.

Das Beispiel zeigt, wie eine Portfeuille-Versicherung mit Optionen im Prinzip durch-
gefithrt werden kann. In der Praxis stoft man dabei aber auf Probleme:
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insured (solid) vs non-insured (dashed)
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Abbildung 2.1.: Die Wirkung einer Portfeuille-Versicherung: Die durchgezogene Linie stellt
den Werteverlauf eines versicherten, die gebrochene den eines unversicherten
Portfeuilles als Funktion des Aktienkurses dar. @ SFMoptman.xpl

- Die Anzahl n der bendtigten Aktien und Optionen ist nicht ganzzahlig. In einem per-
fekten Markt sind Finanzinstrumente zwar beliebig teilbar, in der Realitét allerdings
nicht. Der durch Runden auf den néchsten ganzzahligen Wert entstehende Fehler ist
nur in groflen Portfolios vernachléassigbar.

- Normalerweise wird ein Put oder Call mit genau dem berechneten Ausiibungskurs
nicht am Markt erhéltlich sein. Dariiber hinaus betragen die Laufzeiten von Optionen
in der Regel maximal ein Jahr, so dass bei langeren Anlagezeitraumen rein statische
Strategien nur eingeschréinkt einsetzbar sind.

- Schliellich werden am Markt meist amerikanische Optionen angeboten, die teurer als
die fiir statische Portfeuille-Versicherung ausreichenden européischen Optionen sind.
Die zuséatzlichen Moglichkeiten, die amerikanische Optionen bieten, niitzen dem Inve-
stor nur, wenn er das Portfolio eventuell vorzeitig auflésen muss.

Die Tatsache, dass die gewiinschte Option nicht angeboten wird, legt es nahe, sie mit dem
in Kapitel 6.1 beschriebenen Delta-Hedge-Prozess zu erzeugen. Da es sich hierbei um ei-
ne dynamische Strategie handelt, treten durch die dann nicht mehr zu vernachléssigenden
Transaktionskosten neue Probleme auf. Zum Schluss merken wir noch an, dass es bei der Ver-
sicherung grofier Portfolios aus vielen verschiedenen Aktien schon aus Kostengriinden sinnvoll
ist, das Hedgen mit Indexoptionen, d.h. Puts oder Calls auf z.B. den DAX, durchzufiihren.
Solche Optionen ersetzen naherungsweise die nicht verfiigharen Optionen auf das Portfolio
selbst. Um den genauen Effekt eines Hedgen mit Indexoptionen zu berechnen, benotigt man
allerdings die Korrelation des Portfolios mit dem Index, die man aus den Korrelationen der
einzelnen Aktien mit dem Index erhélt. Aulerdem sind detaillierte Modellannahmen wie das
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Unversichertes Versichertes Versichertes
Portfolio Portfolio Portfolio in %
Aktienkurs St | Wert  Rendite Wert Rendite des unversicher-
[EUR] [EUR] % p.a. [EUR|] % p.a.  ten Portfolios
70 76107 —24 94996 -5 125
80 86107 14 94996 -5 110
90 96107 —4 94996 -5 99
96,42 102527 +3 94996 ) 93
100 106107 +6 98313 -2 93
110 116107 +16 107579 +8 93
120 126107 +26 116844 +17 93
130 136107 +36 126110 +26 93
140 146107 +46 135375 +35 93

Tabelle 2.9.: Die Wirkung einer Portfeuille-Versicherung im Fall ii): Wert- und Renditeent-
wicklung

Capital Asset Pricing Model (CAPM - vgl. 10.4.1) nétig, die u.a. auch die Verteilung von
Aktienrenditen betreffen.

2.3. Literaturhinweise

Die grundlegenden Arbitragebeziehungen von Finanzderivaten sind in jedem modernen Lehr-
buch der Finanztheorie zu finden, z.B. ( ). Prinzipiell liegen sie jeder Optionspreis-
theorie zugrunde, wie z.B. dem Modell von ( ), siehe auch den grundle-
genden Artikel von ( ). Die Idee der Portefeuille-Versicherung wurde von

( ) eingefithrt und ist heute vor allem in praxisorientierten Lehrbiichern zum Risikoma-
nagement zu finden, z.B. ( ).
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3. Grundlegende Begriffe der
Wahrscheinlichkeitstheorie

3.1. Reellwertige ZufallsgréBen

Lasst man einen Stein aus 10 m Hohe fallen, so ist aufgrund der Newtonschen Gesetze der
Aufprallzeitpunkt bereits bekannt, bevor das Experiment ausgefiihrt wird. Messgréfien in
komplexen Systemen (Aktienkurs an einem bestimmten Datum, Tageshochsttemperatur an
einem bestimmten Ort) lassen sich dagegen nicht exakt vorhersagen. Andererseits weifl man,
mit welchen Werten man eher zu rechnen hat und welche gar nicht oder nur extrem selten
auftreten. Solche Daten aus der Praxis, die - im Gegensatz zum fallenden Stein - nicht befrie-
digend durch einen einfachen deterministischen Mechanismus beschrieben werden kénnen,
lassen sich als Zufallsgréfien modellieren.

Sei X eine solche Zufallsgrofie, die - z.B. als Modell fiir den Kurs einer Aktie - Werte in
den reellen Zahlen annimmt. Die Einschétzung, mit welchen Werten von X eher gerech-
net wird und welche weniger plausibel sind, wird durch Angabe der Wahrscheinlichkeit von
Ereignissen der Form {a < X < b} oder auch {X < b} prézisiert. Das Set aller Wahrschein-
lichkeiten

Pla<X<b), —-o<a<b< o,

bestimmt die komplette Verteilung der Zufallsgrofle, d.h. alle Wahrscheinlichkeiten von Er-
eignissen, die in irgendeiner Weise vom Wert von X abhdngen. Als Kurzschreibweise fiir die
Verteilung von X benutzen wir £(X).

Die Verteilung wird bereits durch die Verteilungsfunktion

Flz)=P(X <z), —-oo<z<o0,

eindeutig bestimmt. F'(x) ist eine monoton wachsende Funktion, die fiir x — —oo gegen 0 und
fiir  — oo gegen 1 konvergiert. Gibt es eine Funktion p, so dass sich die Wahrscheinlichkeiten

Pla < X <) :/bp(x)dx

als Integrale ausrechnen lassen, so heifit p die Wahrscheinlichkeitsdichte oder kurz Dichte
der Zufallsgrofle X. Die Verteilungsfunktion ist dann eine Stammfunktion der Dichte:

F(x) = /z p(y)dy.

—00
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Fiir sehr kleine h gilt:
Plx—h< X <xz+h)=2h-p(x)

p(z) ist also ein Maf} dafiir, wie gro8 die Chance ist, einen Wert von X in der Nihe von x
zu beobachten.

Die wichtigste Klasse von Verteilungen mit Dichten sind die Normalver-
teilungen, die durch zwei Parameter u,o? charakterisiert werden. Die Wahrscheinlichkeits-
dichten haben die Form

1 ,(z—é)Q 1 x—p
P02 (T) We 20 :_90( - )’
1 22

o(r) = po(zr) = \/%6 2.

Die Verteilung mit Dichte ¢(z), dh. mit u¢ = 0,0 = 1, heiBt Standard-
normalverteilung . Als eine iibliche Kurzschreibweise fiir ” X ist eine normalverteilte Zufalls-
variable mit Parametern u,c?” benutzen wir ” X ist N(u,o?) - verteilt”. Mit ® bezeichnen
wir die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung

P(z) = /z o(y)dy.

Wenn X eine N(u,c?) - verteilte ZufallsgroBe ist, so ist die zentrierte und skalierte Zufalls-
grofe (X — p)/o standardnormalverteilt. Die Verteilungsfunktion von X ist daher

F(x):P(Xga:):P(X_M<x_ﬂ):<b(u).

o o o

Die Lognormalverteilung ist eine von der Normalverteilung abgeleitete Verteilung, die in der
Finanzmathematik als Modell fiir Aktienkurse eine wichtige Rolle spielt. Eine positive Zu-
fallsgrofe X ist lognormalverteilt mit den beiden Parametern p, o2, wenn die logarithmierte
Variable In(X) N(u,0?) - verteilt ist. Die entsprechende Verteilungsfunktion erhilt man
sofort aus der Definition:

Inz—
Fz)=P(X <z)=P(InX <Inz) :@(w)7 x> 0.
o

Durch Ableiten von F'(x) erhalten wir

als die Dichte der Lognormalverteilung mit den Parametern p, o2

Die Verteilung einer Zufallsgrofle X, die nur endlich viele verschiedene Werte x1,... ,z,
annehmen kann, wird vollstdndig durch die Wahrscheinlichkeiten

PX=uxy), k=1,...,n
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bestimmt. Die einfachsten Beispiele bilden Zufallsgrofien, die nur 2 bzw. 3 Werte annehmen
konnen, z.B. +1 oder —1,0, +1. Sie bilden die Basis der Binomial- bzw. Trinomialverfahren,
mit denen auf dem Rechner diskrete Zufallsprozesse erzeugt werden konnen, die gute Appro-
ximationen fiir stetige Prozesse darstellen, wie sie z.B. bei der Modellierung des zeitlichen
Verlaufs eines Aktienkurses vorkommen.

In diesem Zusammenhang treten binomialverteilte Zufallsgroflen auf. Seien Yi,... Y, un-
abhéngige Zufallsgréfien, die nur die beiden Werte 0 und 1 annehmen, mit

p=PY,=1),1—-p=P(Y,=0), k=1,...,n.

Solche Zufallgroffen nennen wir Bernoulli-verteilt mit Parameter p. [hre Summe X, d.h. die
Anzahl der Einser in der Stichprobe Y7,... Y, , ist binomialverteilt mit Parametern n,p :

X:ZYk’ P(X =m)= (Z)pm(l—p)”m, m=20,...,n.
k=1

Q SFMBinomial.xpl

Hierfiir verwenden wir die Kurzschreibweise ” X ist B(n, p)-verteilt” anstelle von ” X ist

binomialverteilt mit Parametern n,p .” Bernoulli-verteilte ZufallsgroBen sind dann B(1, p)-
verteilt.

Wenn n groff genug ist, kann eine B(n,p)-verteilte Zufallsgrofe X nédherungs-
weise durch eine N(np, np(1 — p))—verteilte Zufallsgrofie Z ersetzt werden in dem Sinn,
dass

Pla< X <b)~Pla<Z<b). (3.1)

Eine genauere Aussage liefert der zentrale Grenzwertsatz. In der klassischen Statistik macht
man sich dieses Ergebnis zunutze, um die fiir groflere n aufwendige Berechnung von Bino-
mialwahrscheinlichkeiten zu umgehen. Umgekehrt weist die approximative Austauschbarkeit
von binomial- und normalverteilen Zufallsgroflen aber auch einen Weg, auf der Normalver-
teilung aufbauende stetige Zufallsprozesse durch auf dem Rechner leicht zu simulierende
Binomialprozesse anzunéhern. Q SFMclt.xpl

3.2. Erwartungswert und Varianz

Der Erwartungswert oder Mittelwert E[X] einer reellwertigen Zufallsgrofie X ist ein Maf
dafiir, in welchem Bereich der reellen Zahlen die Werte von X zu finden sind. Addiert man
zu dem zufilligen Wert X eine konstante Zahl ¢, so verschiebt sich der Erwartungswert
entsprechend: E[X + ¢] = E[X] + c. Besitzt die Zufallsgréfie X eine Dichte p(x), so kann ihr
Erwartungswert folgendermaflen berechnet werden:

E(X) = /_OO xp(z)dx.

o0
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Existiert das Integral nicht, so existiert auch der Erwartungswert nicht. In der Praxis tritt
dieser Fall selten auf.

Liegt eine Stichprobe von unabhéngigen, identisch verteilten (u.i.v.) Zufallsgrofien X, ... , X,
(siche Abschnitt 3.4) mit derselben Verteilung wie X vor, ldsst sich E[X] durch das Stich-

probenmittel schétzen:
1 n
~_ 1 D%
H 0 ; t

Die Varianz Var(X) von X ist ein Maf dafiir, wie stark die Zufallsgréfie um ihren Er-
wartungswert herum streut:

Var(X) = E[(X —EX)?
Varianz = mittlere quadratische Abweichung der Zufallsgrofie

vom eigenen Erwartungswert.

Besitzt die Zufallsgrofie X eine Dichte p(z), so kann ihre Varianz folgendermafien berechnet
werden: -

Var(X) = / (x — EX)?*p(x)dz.
Das Integral kann dabei auch unendlich sein. Empirische Befunde lassen gelegentlich Zweifel
aufkommen, ob einige in der Finanz- und Versicherungsmathematik auftretende Zufalls-
groflen, die Verluste in hochriskanten Geschéften modellieren, noch eine endliche Varianz
haben.

Die Varianz besitzt als quadratische Groéfle eine andere Einheit als X selbst. Eine besse-
re Skalierung fiir die Variabilitdt von X liefert die Standardabweichung

o(X)=+/Var(X),

die wie E[X] in derselben Einheit wie X gemessen wird.

Aus einer Stichprobe von u.i.v. Zufallsgroflen Xy, ..., X,, mit derselben Verteilung wie X
lasst sich Var(X') durch die Stichprobenvarianz schétzen:

n

. 1 .
S e
=
Eine N(u,o0?%)—verteilte ZufallsgroBe X hat Mittelwert g und Varianz o2. Der 20-Bereich
um p enthilt mit etwas mehr als 95 % Wahrscheinlichkeit Beobachtungen einer solchen
Zufallsgrofe

P(u—20 <X <pu+20)~0.95.

Eine lognormalverteilte Zufallsgrofie X mit den Parametern u, 02 hat Erwartungswert und

Varianz )
E(X) = e"*27 Var(X) = ¥ (7" —1).
Eine B(n, p)—verteilte ZufallsgroBe X hat Erwartungswert np und Varianz np(1—p). Die Ap-

proximation (3.1) ist also so gewéhlt, dass die ndherungsweise einander ersetzenden binomial-
und normalverteilten Zufallsgrofien identische Erwartungswerte und Varianzen besitzen.

2
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3.3. Schiefe und Kurtosis

DEFINITION 3.1 (Schiefe)

Die Schiefe einer Zufallsgrife X mit Erwartungswert u und Varianz o? ist definiert als
E[(X — p)’]

Ist die Schiefe negativ (positiv), so ist die Verteilung linksschief (rechtsschief). Normalver-

teilte ZufallsgrofSen haben eine Schiefe von Null, da die Verteilung symmetrisch um den

Erwartungswert ist. Geschétzt wird die Schiefe aus einer Stichprobe von u.i.v. Zufallsgrofien
Xi, ..., X, (sieche Abschnitt 3.4) durch

5 LS (X —q)?
S(X) — nZt1(<3-3t :u)

(3.2)

wobei 1,62 die im letzten Abschnitt eingefiithrten Stichprobenmittel und -varianz sind.

DEFINITION 3.2 (Kurtosis)

Die Kurtosis (oder auch Walbung) einer Zufallsgrofie X mit Erwartungswert u und Varianz
o? ist definiert als

E[(X = p)']

Kurt(X) = :
o

Normalverteilte Zufallsgroflen haben eine Kurtosis von 3. Eine groflere Kurtosis ist bei Fi-
nanzdaten oft zu beobachten; dies ist ein Anzeichen dafiir, dass Werte nahe bei 0 und vor
allem sehr grofle positive und/oder negative Werte mit im Vergleich zur Normalverteilung
hoher Wahrscheinlichkeit auftreten, mittelgrofe Werte dagegen seltener. Geschéatzt wird die
Kurtosis durch

— 1 " X — )4
Kurt(X) = = Zt:l(%t D (3.3)
o
3.4. Zufallsvektoren, Abhangigkeit, Korrelation
Interessiert man  sich  gleichzeitig  fiir  mehrere  Zufallsgroflen  Xi,..., X,
- z.B. die Kurse verschiedener Aktien - und fiir ihre wechselseitige Abhéngigkeit, so be-
trachtet man (Xy,...,X,) als zufilligen Punkt oder Zufallsvektor im R"™. Die gemeinsame

Verteilung der Zufallsgroflen Xy, ..., X,,, d.h. die Verteilung des Zufallsvektors, wird wie im
eindimensionalen eindeutig durch die Wahrscheinlichkeiten

Plag < X3 <by,...,0, <X, <), —00<a<b<oo,i=1,.,n,

bestimmt. Besitzt der Zufallsvektor (Xi, ... , X,,) eine Wahrscheinlichkeitsdichte p(z1, ... , x,),
so konnen Wahrscheinlichkeiten wieder als Integrale von p berechnet werden:

b, by
P(anglgbl,...,anangbn):/ / p(z1, ..., xp)dey ... dey,.
an al
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Der intuitive Begriff der Unabhdngigkeit zweier ZufallsgroBen X, Xy wird prézisiert durch
die Forderung, dass

Plag < Xy <by, a3 < Xy <by) =Pla; < X1 <by) - Plaz < Xy < by),

d.h. Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen, die von dem Wert des Zufallsvektors (X7, X5)
abhéngen, lassen sich faktorisieren, und es geniigt, die eindimensionalen Verteilungen von
X und X5 zu kennen. Besitzt der Zufallsvektor (Xi, X3) eine Dichte p(x1,z3), so besitzen
X; und X, ebenfalls Dichten p;(z) und pe(z). Die Unabhéngigkeit der beiden ZufallsgroBen
ist dann gleichbedeutend mit der Faktorisierung der gemeinsamen Dichte:

p(fEhIz) = pl(xl)m(@)

Abhéngigkeit zweier Zufallsgrofien X, X, kann in komplizierter Form vorliegen. Sind X, X5
gemeinsam normalverteilt, ldsst sich der Grad ihrer Abhédngigkeit aber auf einfache Weise
quantifizieren durch ihre Kovarianz

Cov(X1, X2) = E[(X1 — E[X1])(Xs — E[X)])]

oder Korrelation
COV(Xl, XQ)

o(X1) - o(Xa)
Die Korrelation hat den Vorteil, immer zwischen - 1 und + 1 zu liegen und skaleninvariant zu
sein. Fiir gemeinsam normalverteilte Zufallsgroffen ist Unabhéngigkeit gleichbedeutend mit

Korrelation gleich Null, wiahrend vollstéindige Abhéngigkeit gleichbedeutend mit Korrelati-
on + 1 (X ist groB, wenn X5 grof} ist) oder Korrelation -1 (X ist gro, wenn X, klein ist) ist.

COI"I"(Xl, XQ) =

Allgemein gilt fiir unabhdngige ZufallsgroBen X, ..., X,
COV(X,‘,X]‘) =0 fiir ¢ 7é ja

woraus eine niitzliche Rechenregel folgt:
Var(z X;) = Z Var(Xj;) .
j=1 j=1

Sind X, ..., X, unabhéngige Zufallsgroflen, die alle dieselbe Verteilung haben:
Pla<X;<b)=Pla<X;<b) fir alle 4,7,

so nennen wir sie unabhdngig identisch verteilt (u.i.v.).
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3.5. Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte

Die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass eine Zufallsgrofle Y Werte zwischen a und b annimmt,
gegeben, dass eine andere Zufallsgroie X Werte zwischen x und z+ A, annimmt, ist definiert
als

Pla<Y <b,z<X<z+A,)
Plx <X <z+A,) ’

vorausgesetzt, dass der Nenner der rechten Seite nicht Null ist. Die bedingte Wahrschein-
lichkeit von Ereignissen der Art a <Y < b spiegelt unsere Einschitzung wider, mit welchen
Werten von Y wir eher rechnen und welche wir fiir nicht plausibel halten, wenn wir schon
wissen, dass eine andere Zufallsgréfie X bestimmte Werte angenommen hat. Unsere Meinung
itber die Wahrscheinlichkeiten der Werte von Y wird durch unsere Vorabinformation iiber
X nicht gedndert, wenn Y gar nicht von X abhéngt, wenn also Y und X wunabhdingig sind.
Dann gilt:

Pla<Y <bz<X<z+A,) = (3.4)

Pa<Y<bz<X<zx+A,)=Pa<Y <Dh).
Wenn wir in (3.4) A, gegen 0 gehen lassen, so konvergiert heuristisch die linke Seite gegen
P(a <Y < b|X = x). Wenn X eine Wahrscheinlichkeitsdichte py besitzt, so ist die rechte
Seite von (3.4) allerdings nirgends definiert, da dann stets P(X = z) = 0. Es ist aber
moglich, die bedingte Verteilung von Y gegeben X = z sauber zu definieren. Wenn die
beiden Zufallsgrofien Y und X eine gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichte p(z,y) besitzen,
so hat die bedingte Verteilung die Wahrscheinlichkeitsdichte

p(z,y)
px ()

pyix(ylz) = fiir py(z) #0

und py|x(y|r) =0 sonst. Es gilt dann
b
Pla<Y <HX =12)= / py|x (y]x)dy.

Der Erwartungswert bzgl. der bedingten Verteilung lasst sich dann folgendermaflen berech-

nen:
00

BYVIX =)= [ ypvixlylaldy = nla)

Die Funktion n(x) = E(Y|X = x) heifit der bedingte Erwartungswert von'Y gegeben X = x.
Intuitiv handelt es sich um den Erwartungswert der Zufallsgrofie Y, wenn bereits feststeht,
dass X den Wert z angenommen hat.

Betrachtet man n(x) als Funktion der ZufallsgroBe X, so erhélt man den bedingten Er-
wartungswert von Y gegeben X :

E(Y]X) = n(X).

E(Y]X) ist eine Zufallsgrofie, die sich als Funktion von X darstellen ldsst und denselben
Erwartungswert wie Y hat. Der bedingte Erwartungswert besitzt eine Reihe von niitzlichen
Eigenschaften, die wir in dem folgenden Satz zusammenfassen.
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SATZ 3.1 X,Y, Z seien reellwertige Zufallsgrofien, deren gemeinsame Verteilung eine Dich-
te besitzt.

a) Wenn X,Y unabhdngig sind, so gilt stets E(Y|X =z) = E(Y)
b) Wenn'Y = g(X) eine Funktion von X ist, so gilt
EY|X = z] = E[g(X)|X = z] = g().
Allgemeiner gilt fir Zufallsgréfsen der Form'Y = Zg(X) :

EY|X =z| = E[Zg(X)|X = z] = g(x)E[Z| X = x].

c¢) Der bedingte Erwartungswert ist linear, d.h. fir beliebige reelle Zahlen a,b gilt:

E(aY +bZ|X =z) =aE(Y|X =)+ bE(Z|X = x).

d) BE[E(Y|X)] = E(Y).

Der Begriff des bedingten Erwartungswert E(Y|X = x) ldsst sich entsprechend auch auf
mehrdimensionale Zufallsvektoren Y und X verallgemeinern. Ist S;, ¢t = 0,1, 2, ... eine Folge
zeitlich geordneter Zufallsgrofien, z.B. als Modell fiir téaglich notierte Kurse, so repésentiert
mit Y = S, und X = (S, ..., S;—p+1)" der bedingte Erwartungswert

E(Y|X = .T) == E(St+1|St = X1y .0y St—p—l—l = xp)

den Erwartungswert des Kurses am néichsten Tag ¢ + 1 gegeben die Kurse x = (21, ..., 2,)7
der letzten p Tage. Da die am Tag t verfiigbare Information, die fiir die zukiinftige Kurs-
entwicklung relevant ist, mehr als nur ein paar vergangene Kurse enthalten kann, benutzen
wir auch oft die Schreibweise E(Y|F;) fiir den Erwartungswert von Y gegeben die bis zur
Zeit t verfiigbare Information. F; bezeichnet dabei fiir jedes ¢ > 0 eine Familie von Ereignis-
sen (mit der Struktur einer o-Algebra, d.h. gewisse Kombinationen von Ereignissen aus F;
liegen wieder in F;), die die bis zur Zeit ¢ verfiighare Information reprasentiert. J; besteht
aus solchen Ereignissen, von denen bis zur Zeit ¢ feststeht, ob sie eintreffen oder nicht. Da
die Information mit der Zeit wéchst, gilt F, C F; fiir s < t - s. auch Definition 5.1. Auf die
exakte Definition von E(Y|F;) verzichten wir, weisen aber darauf hin, dass auch dieser all-
gemeine bedingte Erwartungswert die entsprechend umformulierten Rechenregeln von Satz
3.1 erfiillt.

3.6. Literaturhinweise

Eine Einfiithrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie findet man unter anderem in ( ),

( ), ( ) und ( ). Anspruchsvoller, dafiir aber gleichzeitig
auch eine Einfithrung in die fiir die fortgeschrittene Finanzmathematik uneréssliche Martin-
galtheorie beinhaltend ist das Buch von ( ).
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4. Stochastische Prozesse in diskreter
Zeit

Ein stochastischer Prozess oder Zufallsprozess besteht aus zeitlich angeordneten Zufalls-
grofen {X;; ¢ > 0}. Der Einfachheit halber lassen wir den Prozess immer zur Zeit ¢ = 0
anfangen. Werden die Beobachtungen nur in regelméfligen Abstédnden erhoben, ist t =
0,1,2,..., und wir sprechen von einem Prozess in diskreter Zeit. In diesem Abschnitt wer-
den nur solche Prozesse betrachtet. Typische Beispiele sind téglich, monatlich oder jahrlich
erhobene Wirtschaftsdaten (Aktienkurse, Arbeitslosenziffern, Absatzzahlen).

4.1. Binomialprozesse

Einer der einfachsten stochastischen Prozesse ist die einfache Irrfahrt, ein Prozess, dessen
Zuwachs Z; = X;— X,;_; von der Zeit t — 1 zur Zeit ¢t nur die beiden Werte +1 und —1 anneh-
men kann. Zusétzlich nehmen wir an, dass die Zuwéchse Z;, Z,, ... w.i.v. und unabhéngig
von Anfangswert X, sind. Die einfache Irrfahrt hat daher die Form:

t
Xo=Xo+ Y Zx t=12... (4.1)
k=1

Xo, Z1, 4>, ... unabhingig und
P(Zy=1)=p , P(Zy=-1)=1-—p  firalle k.

Lassen wir stattdessen zu, dass der Prozess von der Zeit t — 1 zur Zeit ¢ um u wéchst oder
um d fallt:
P(Zy=u)=p, P(Zy=-d)=1—p firalle k,

so erhalten wir die allgemeinere Klasse der Binomialprozesse. u,d > 0 sind dabei beliebige,
aber feste Konstanten (u = up, d = down).

Der Pfad einer einfachen Irrfahrt ergibt sich durch lineare Interpolation der Punkte (¢, X;)
und spiegelt den zeitlichen Verlauf des Prozesses anschaulich wider. Er kann sich - ausgehend
von einem festen Anfangswert Xy = a - nur innerhalb eines Netzes von Verbindungen der

Punkte (t,b;), t =0,1,2,..., by=a—t, a—t+1,..., a+t bewegen, denn von a aus kann
X, bis zur Zeit ¢t maximal auf a + ¢ wachsen (Z; = ... = Z;, = 1) oder minimal auf a — ¢
fallen (Z; = ... = Z, = —1). Fiinf generierte einfache Irrfahrten sind in den Abbildungen

41 (p=0.5),4.2 (p=0.4) und 4.3 (p = 0.6) gezeigt.
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Binomialprozesse (p=0.5)

20
T
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o AW\

DEBRRRSIA
N

_]‘_0

_2‘0

Abbildung 4.1.: Fiinf Realisierungen einer symmetrischen einfachen Irrfahrt. Um den Trend
(gleich Null) sind die (20)-Intervalle eingezeichnet. @ SFMBinomp.xpl

Fiir allgemeine Binomialprozesse sieht das Netz der moglichen Pfade komplizierter aus.
Die moglichen Werte, die ausgehend von a zur Zeit t erreicht werden kénnen sind von der
Form

bp=a+n-u—m-d, wobei n,m=>0, n+m=t.

Xy =a+n-u—m-d, wenn der Prozess von der Zeit 0 bis zur Zeit ¢ n—mal gewachsen
und m-mal gefallen ist, d.h. n der Zuwéchse 7, ... , Z; haben den Wert u, m der Zuwéchse
haben den Wert —d angenommen. Bei Aktienkursen nennt man das Netz, in dem sich die
Pfade des Prozesses bewegen konnen, den Kursbaum.

Die symmetrische einfache Irrfahrt (p = 3) mit Start in 0 (Xo = 0) ist fiir alle Zeiten im
Mittel O :

EX: =0 fiir alle ¢ .
1

Andernfalls hat die Irrfahrt einen Trend oder eine Drift nach oben (p > 3) bzw. nach
unten (p < 3). Der Prozess wiichst bzw. fallt im Mittel:

E[X,] =t (2p—1),

denn E[Z;] = 2p — 1 fiir alle Zuwéchse. Der Trend ist also linear in der Zeit. Er ist in
Abbildung 4.3 (p = 0.6) als steigende Gerade, in Abbildung 4.2 (p = 0.4) als fallende Gerade
eingezeichnet.

Fiir den allgemeinen Binomialprozess mit beliebigem Startwert X, gilt entsprechend
E[Zy] = (u+ d)p — d und somit:

B[X,] = B[Xo] + ¢ - {(u+d)p—d} .

Mit wachsender Zeit ¢ kann X; immer mehr verschiedene Werte annehmen, und die Variabi-
litdt wéchst. Da die einzelnen Summanden in (4.1) unabhéngig sind und zudem Var(Z;) =
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Binomialprozesse (p=0.4)

_]‘_0

_2‘0

_3‘0

Abbildung 4.2.: Fiinf Realisierungen einer einfachen Irrfahrt mit p = 0.4. Die fallende Ge-
rade ist der Trend. Um den Trend sind die (20)-Intervalle eingezeichnet.
Q SFMBinomp.xpl
Var(Z,) fiir alle k, ist die Varianz von X; (vgl. Abschnitt 3.3):
Var(X;) = Var(X,) +t - Var(Z),

wiichst also linear mit der Zeit, und die Standardabweichung o(X;) wichst mit der Rate /2.
Fiir die Irrfahrten in den Abbildungen 4.1 (p = 0.5), 4.2 (p = 0.4) und 4.3 (p = 0.6) sind die
Intervalle [E[X}] — 20(X}); E[X¢] 4+ 20(X})] eingezeichnet. Fiir ein grofies ¢ sollten etwa 95%
der Realisierungen des Prozesses in diesem Intervall liegen.

Die Varianz der Zuwéchse 7 lasst sich leicht ausrechnen, aber wir benutzen stattdessen
die folgende einfache Beziehung zur Binomialverteilung. Setzen wir

Y_Zk—i-d_ 1 wenn Z, = u
T urd 0 wenn Zp = —d

bzw. umgekehrt
Zpy=(u+d)Y,—d (4.2)
so erhalten wir als Darstellung des Binomialprozesses
Xi=Xo+ (u+d)B, —td (4.3)

mit der B(t, p)—verteilten Zufallsgroie

Bi=> Y (4.4)
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Binomial prozesse (p=0.6)

Abbildung 4.3.: Fiinf Realisierungen einer einfachen Irrfahrt mit p = 0.6. Die steigende
Gerade ist der Trend. Um den Trend sind die (20)-Intervalle eingezeichnet.
Q SFMBinomp.xpl

Bei gegebener Verteilung des Anfangswertes X ist die Verteilung von X; also fiir alle Zeiten
bekannt und durch eine einfache Transformation aus der Binomialverteilung B(t, p) ableitbar.
Aus (4.2) — (4.4) erhalten wir, z.B. fiir den Fall X, =0 :

Var(X,) = t(u + d)? p(1 — p)
und fiir grofle ¢ erhalten wir eine Approximation der Verteilung von X; durch
L(X;) = N(t{(u+ d)p — d}, t(u+d)* p(1 - p)).
Fiir p= 1, u = d = Az erhalten wir beispielsweise die folgende Annéherung an £(X;):
N(0,t- (Ax)?).
Wie gut die Annéherung fiir ¢ = 100 ist zeigt Abbildung 4.4.

4.2. Trinomialprozesse

Im Gegensatz zum Binomialprozess darf ein Trinomialprozess in der Zeiteinheit nicht nur
um eine vorgegebene Grofle wachsen oder fallen, sondern kann auch unverédndert bleiben.
Die Zuwichse Z; haben hier die Eigenschaft:

und der stochastische Prozess hat wieder die Gestalt:

t
Xt:XO+Z 7

k=1
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Verteilung von 100 generierten Binomial prozessen

Y*E-2

T T T T T T
-30 -20 -10 0 10 20

Abbildung 4.4.: Die Verteilung von 100 Realisierungen einer einfachen symmetrischen Irr-
fahrt der Lange 100 und eine Dichteschiatzung von 100 normalverteilten
Zufallsvariablen. @ SFMbinomv.xpl

mit unabhéngigen X, Z1, Z,, . ... Trinomialschemata, bei denen die Wahrscheinlichkeiten
p, q,r allerdings zeit- und zustandsabhéngig sein diirfen, werden von manchen Algorithmen
angewendet, um die Black-Scholes Gleichung ndherungsweise zu lsen. Abbildung 4.5 zeigt
die Pfade einiger simulierter Trinomialprozesse mit u =d = 1,p = ¢ = 0.25.

Die exakte Verteilung der X, lasst sich nicht auf die Binomialverteilung zuriickfiihren,
aber es gilt dhnlich wie fiir den Binomialprozess:

E[X)] = E[Xo|+t-E[Zi] =E[Xo] +1- (pu—qd)
Var(X;) = Var(Xo)+t- Var(Z;), wobei
Var(Z,) = p(1l— p)u2 +q(1— q)d2 + 2pq ud |

und fiir grofe ¢ ist X; nidherungsweise N(E[X;], Var(X};))—verteilt.

4.3. Allgemeine Irrfahrten

Binomial- und Trinomialprozesse sind einfache Beispiele allgemeiner Irrfahrten, d.h. stocha-
stischer Prozesse {X;; t > 0} der Form

t
Xo=Xo+» Zp, t=12...
k=1

wobei Xy unabhéingig von den uiv. Zj,Z5,.... Die Verteilung der Zu-
wiéchse ist irgendeine Verteilung reellwertiger Zufallsgroflen. Die einzelnen Zj, kénnen endlich

41


http://www.quantlet.de/codes/sfm/SFMbinomv.html

trinomial process (p=0.250, g=0.250, r=0.500)

15

0 25 50 75 100

Abbildung 4.5.: Fiinf Realisierungen eines Trinomialprozesses mit p = ¢ = 0.25.
Um den Trend (gleich Null) sind die (20)-Intervalle eingezeichnet.
Q SFMTrinomp.xpl

oder abzéhlbar viele Werte annehmen; sie konnen aber auch einen kontinuierlichen Werte-
bereich haben.

Als Beispiel betrachten wir eine Gaufische Irrfahrt, mit Start in 0, d.h. eine Irrfahrt
mit Xy = 0, fiir die endlich viele Werte X,... , X, jeweils gemeinsam normalverteilt sind.
Eine solche Irrfahrt erhalten wir, wenn wir die Zuwéchse als unabhéngig und identisch
N(p, 0?)—verteilt wihlen. Aus den Eigenschaften der Normalverteilung folgt dann, dass zu
jedem Zeitpunkt ¢ der Wert des Prozesses X; N (ut, o*t)—verteilt ist.

Néherungsweise gilt dies fiir alle Irrfahrten fiir geniigend grofle ¢ :

Verteilung von X, ~ N(t-E[Z;], t- Var(Z})),

wenn Xg = 0 und Var(Z;) endlich ist. Diese Approximation folgt aus dem zentralen Grenz-
wertsatz fiir u.i.v. Zufallsgrofen.

Irrfahrten sind Prozesse mit unabhdngigen Zuwdichsen, d.h. der Zuwachs Z;,, des Pro-
zesses von der Zeit ¢t zur Zeit t + 1 ist unabhéngig von den Werten Xy, ... , X; des Prozesses
in der Vergangenheit bis zur Zeit t. Allgemeiner ist dann fiir beliebige s > 0 der Zuwachs

Xivs = Xe = Zpp1 + -+ Zigs

des Prozesses nach der Zeit t bis zur Zeit t + s unabhingig von X, ..., X;. Als Folge ist
die beste Vorhersage - im Sinne eines moglichst kleinen mittleren quadratischen Fehlers -
fir X;,1 gegeben die Kenntnis aller Xy, ..., X; einfach X; + E[Z;,1]. Solange der Kurs
einer Aktie isoliert betrachtet wird, trifft diese Aussage fiir den Aktienkursprozess oft in
guter Ndherung zu. Schon vor rund hundert Jahren postulierte Bachelier (hier fiir den Fall
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E[Z;] = 0 fiir alle k): “Die beste Vorhersage fiir den Kurs von morgen ist der Kurs von
heute.”

Prozesse mit unabhéngigen Zuwéchsen sind automatisch Markoff-Prozesse: die zukiinf-
tige Entwicklung des Prozesses von der Zeit ¢ an hangt nur von X; ab und - gegeben die
Kenntnis von X; - nicht mehr von den weiter zuriickliegenden Werten X, ..., X; ;. Wenn
die Zuwéchse Z; und der Anfangswert X, und damit auch die Werte X, selbst nur endlich
oder abzéahlbar viele Werte annehmen, dann wird diese Markoff-Figenschaft formal ausge-
driickt durch

P(at+1 < Xt+1 < bt+1|Xt =c, a1 < Xt—l < bt_l, oo, a0 < X() < b())

= P(a/tJrl < Xt+1 < btJrl‘Xt = C) .

Wenn X; = ¢ bekannt ist, &ndern zusétzliche Informationen iiber die Werte von Xy, ... , X;_1
die Einschitzung, in welchem Bereich X;,; vermutlich liegen wird, nicht.

4.4. Geometrische Irrfahrten

Die wesentliche Idee hinter dem Modell ” Irrfahrt” fiir reale Prozesse ist die Annahme, dass die
Anderungen in einer Zeiteinheit unabhéngig voneinander und immer von derselben Gréfien-
ordnung sind. Letzteres ist gerade fiir wirtschaftliche Zeitreihen oft nicht erfiillt. Saisonale
Schwankungen von z.B. monatlichen Absatzzahlen sind typischerweise absolut wesentlich
grofler, wenn der Absatz sich im Jahresmittel auf hohem Niveau bewegt. Nur die relativen
oder prozentualen Anderungen sind iiber die Zeit stabil und héngen nicht davon ab, wie groB
die Werte des Prozesses X; gerade sind. Analog zur Irrfahrt, bei der die absoluten Zuwichse
Zy = Xy — X1 als u.i.v. angenommen werden, spricht man von einer geometrischen Irrfahrt
{Xy; t > 0}, wenn die relativen Zuwdichse

Xy

R, =
t thl )

t=1,2,...

u.t.v. sind. Ein geometrischer Binomialprozess hat z.B. die Form
Xi =R - Xo1=Xo- I, Ry, (4.5)
wobei Xy, Ry, R, ... unabhéingig und fiiru > 1,d <1 :
P(Ry=u)=p, P(R.=d)=1—p.

Da E[Ry] = (u—d)p+d, folgt aus (4.5) mit den Rechenregeln fiir unabhéngige Zufallsgrofen,
dass E[X}] geometrisch (d.h. mit exponentieller Rate) steigt oder fillt, je nachdem ob E[Ry] >
1 oder E[Ry] < 1 ist:

E[X] = E[Xo] - (E[Ri])" = E[Xo] - {(u — d)p + d}".
Wenn E[Ry| = 1, bleibt der Prozess im Mittel stabil. Dies ist der Fall, wenn

1-d
p—u—d'
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Fiir d = %, d.h. fiir einen Prozess, der nach zwei Zeiteinheiten wieder den Ausgangszustand
erreicht haben kann, vereinfacht sich diese Beziehung zu:

Aus (4.5) folgt durch logarithmieren:

t
InX, =InX, +Z In Ry .
k=1

Der Prozess X; = In X, zum geometrischen Binomialprozess ist also selbst ein gewdhnlicher
Binomialprozess mit Anfangswert In Xy und Zuwéchsen 7, = In Ry , fiir die gilt:

P(Zy=Inu)=p, P(Zy=hd) =1-p.

Fiir grofie ¢ ist X; niherungsweise normalverteilt. X, = exp(X,) ist damit selbst niherungs-
weise lognormalverteilt.

4.5. Binomialmodelle mit zustandsabhdngigen Zuwachsen

Binomialprozesse und auch allgemeinere Irrfahrten beschreiben den Verlauf eines Aktienkur-
ses bestenfalls lokal. Sie gehen davon aus, dass die Verteilung der Zuwéchse 7, = X; — X,
stets dieselbe ist - unabhéngig davon, ob der Kurs mittlerweile deutlich iiber oder unter dem
Anfangskurs X liegt. Geometrische Irrfahrten lassen den Zuwachs X; — X, 1 = (R;—1) X;_4
vom erreichten Kursniveau X;_; abhédngen (und sind damit keine Prozesse mit unabhéngigen
Zuwéchsen mehr). Will man den Aktienkursverlauf iiber einen groeren Bereich modellieren,
sind jedoch auch diese Prozesse noch zu einfach, um den Einfluss des erreichten Kursniveaus
auf die zukiinftige Entwicklung zu beschreiben. Eine einfache Klasse von Prozessen, die die-
sen Effekt beriicksichtigen, sind die Binomialprozesse mit zustandsabhéngigen (und eventuell
auch zeitabhingigen) Zuwéchsen:

Xt:thl_FZt; t:1,2, (46)

P(Z; =u) =p(X;_1,t), P(Z;=—d)=1—p(X;_1,t).

Die Zuwichse sind jetzt weder unabhéngig noch identisch verteilt, denn die Verteilung von
Zy hdngt vom erreichten Kursniveau X; ; und eventuell auch von der Zeit ab. Die festen
Funktionen p(x,t) ordnen jedem moglichen Wert des Prozesses zur Zeit ¢ und jedem ¢ eine
Wahrscheinlichkeit zu. Stochastische Prozesse { X;; ¢ > 0}, die nach (4.6) konstruiert werden,
sind also keine Prozesse mit unabhéngigen Zuwéchsen mehr, haben aber immer noch die
Markoff-Figenschaft .

Entsprechend lassen sich geometrische Binomialprozesse mit zustandsabhéngigen relati-
ven Zuwéchsen definieren (fiir u > 1, d <1 ):

Xt = Rt . Xt—l (47)
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P(R; =u) =p(X;_1,t), P(Ry=d)=1—p(X;_1,t).

Prozesse der Form (4.6) und (4.7) sind in dieser Allgemeinheit in erster Linie fiir theoretische
Untersuchungen geeignet, da es ohne weitere Annahmen schwierig ist, die Wahrscheinlich-
keiten p(z,t) aus Beobachtungen des tatsidchlichen Aktienkursverlaufs zu schitzen. Diese
allgemeinen Binomialmodelle (bzw. auch die analog definierten Trinomialmodelle) sind aber
in einem ganz anderen Zusammenhang niitzlich, und zwar fiir die numerische Lésung von
Differentialgleichungen wie z.B. der Black-Scholes-Gleichung fiir amerikanische Optionen.
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5. Stochastische Integrale und
Differentialgleichungen

Dieser Abschnitt stellt das Handwerkzeug bereit, das fiir Bewertung von Optionen benotigt
wird. Dabei spielen stochastische Prozesse in stetiger Zeit eine wesentliche Rolle, die als
Losungen stochastischer Differentialgleichungen definiert werden. Um diese Begriffe ohne
langwierige Vorarbeiten versténdlich zu machen, benutzen wir wiederholt Approximationen
durch stochastische Prozesse in diskreter Zeit und bauen auf den in Abschnitt 4 erarbeiteten
Grundlagen auf.

Ein stochastischer Prozess in stetiger Zeit {X;; ¢ > 0} besteht wiederum aus zeitlich
angeordneten Zufallsvariablen, wobei die Zeitvariable ¢ jetzt aber kontinuierlich ist, d.h. alle
reellen Zahlen durchlauft.

Aktienkurse sind eigentlich Prozesse in diskreter Zeit. Um die Black-Scholes-Formel her-
zuleiten, werden sie durch Prozesse in stetiger Zeit approximiert, da man mit diesen we-
sentlich leichter analytisch rechnen kann. Um anschlieend solche Prozesse auf dem Rechner
zu simulieren oder - fiir amerikanische Optionen - den Optionswert numerisch zu berech-
nen, werden die Prozesse in stetiger Zeit wieder durch Prozesse in diskreter Zeit angenéhert.
Wir wechseln also zwischen diskreter und stetiger Zeit, je nachdem, was fiir die aktuellen
Rechnungen bequemer ist.

5.1. Der Wiener-Prozess

Wir beginnen mit einer einfachen symmetrischen Irrfahrt {X,; n > 0}, die in 0 anfingt
(Xo = 0). Die u.i.v. Zuwéchse seien wieder 7, = X,, — X,,_1 :

Wir beschleunigen jetzt den Prozess, indem wir die Zeiteinheit, d.h. die Zeitspanne zwischen
zwei aufeinanderfolgenden Beobachtungen, immer kleiner werden lassen. Gleichzeitig werden
auch die Anderungen, die der Prozess in der Zeiteinheit erfahren kann, immer kleiner. Ge-
nauer gesagt betrachten wir einen stochastischen Prozess {X/; t > 0} in stetiger Zeit, der
nach einer Zeitspanne von jeweils At mit Wahrscheinlichkeit % um Az wichst oder um Az
fallt. Zwischen diesen Spriingen nach oben oder unten ist der Prozess konstant (alternativ
konnten wir auch linear interpolieren). Zur Zeit ¢t = n - At ist der Prozess dann:

XP=> Zi-Ar=X, Az

k=1
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wobei die Zuwéchse Z1 Az, ZsAx, ... unabhingig voneinander mit Wahrscheinlichkeit jeweils
% die Werte Az oder —Axz annehmen. Aus Abschnitt 4.1 wissen wir:

Az)?
At

E[X/] =0, Var(X2) = (Az)? - Var(X,) = (Az)? -n=t- (

Wir lassen jetzt At, Ax immer kleiner werden. Damit der Grenzprozess in verniinftigem
Sinn existiert, muss Var(X2) endlich bleiben. Andererseits soll Var(X2) auch nicht gegen 0
konvergieren, da der Grenzprozess sonst nicht mehr zuféllig und damit fiir uns uninteressant
wire. Also miissen wir wahlen:

At — 0, Az = c-VAt, so dass Var(X2) — c*t.

Wenn At klein ist, dann ist n = t/At grof}, so dass die Zufallsvariable X,, der einfachen
symmetrischen Irrfahrt ungefihr normalverteilt N(0,n) ist, und somit fiir alle ¢ (nicht nur
fiir diejenigen der Form t = n At)

L(XP) ~ N(0, n(Ax)?) =~ N(0, c*) .

Der Grenzprozess {X;t > 0} , den wir aus {X2;t > 0} fir
At — 0, Ax = ¢ VAt erhalten, hat also die Eigenschaften:

(i) X;ist N(0,c*t)—verteilt fiir alle ¢ > 0.

(i) {X;; t > 0} hat wunabhingige Zuwdichse, d.h. fir 0 < s < t ist
X; — X, unabhingig von X, (da die Irrfahrt {X,; n > 0} , iiber die die {X2; t > 0}
definiert sind, unabhéngige Zuwéchse hat)

(iii) Fiir 0 < s < t ist der Zuwachs (X;—X,) N(0, ¢-(t—s))—verteilt, d.h. seine Verteilung
héngt nur von der Lange t — s des Zeitintervalls, iiber das der Zuwachs betrachtet wird,
ab (dies folgt aus (i) und (ii) und den Eigenschaften der Normalverteilung).

Ein stochastischer Prozess {X;; ¢t > 0} in stetiger Zeit mit den Eigenschaften (i)-(iii) heift
Wiener-Prozess oder Brownsche Bewegung mit Start in 0 (Xo = 0). Den Standard-Wiener-
Prozess, der sich durch die Wahl ¢ = 1 ergibt, bezeichnen wir im folgenden stets mit {W;; t >
0}. Fiir ihn gilt fir alle 0 < s <t :

E[W;] =0, Var(W;) =t

Cov(Wy, W) = Cov(W, — Wy + Wy, W) = Cov(W, — Wy, Wy) 4+ Cov(Wy, W)
= 0+ Var(W,) =s

Wie jeden stochastischen Prozess in stetiger Zeit konnen wir eine Realisation oder einen
Pfad des Wiener-Prozesses als zufillig ausgewdhlte Funktion der Zeit auffassen. Man kann
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Abbildung 5.1.: Typische Pfade von Wiener-Prozessen @ SFMWienerProcess.xpl

mit gewissem mathematischen Aufwand zeigen, dass die Pfade mit Wahrscheinlichkeit 1
stetig sind; der Wiener-Prozess hat keine Spriinge:

P(W; ist stetig als Funktion von ¢) =1 .

Dariiberhinaus fluktuiert W, extrem stark; die Pfade sind zwar stetig, aber sehr erratisch.
Man kann zeigen, dass die Pfade mit Wahrscheinlichkeit 1 nirgends differenzierbar sind.

Als Prozess mit unabhéngigen Zuwéchsen ist der Wiener-Prozess automatisch ein Markoff-
Prozess. Fir 0 < s < tist W, = Wy + (W, — W) , d.h. W, héngt nur von W, und dem von
der Vergangenheit bis zur Zeit s unabhéngigen Zuwachs W, — W, ab:

Pla < W, < b |W, =z , Information iiber Wy, 0 <t < s)
= Pla<Wy<b|Wy=1x)
Aus den Eigenschaften (i)-(iii) lasst sich die bedingte Verteilung von W, gegeben die

Kenntnis von Wy = x explizit angeben; sie ist N(z,t—s), da der Zuwachs (W;—W,) N(0,t—
s)-verteilt ist:

b1 Yy—
Pla<W,<b|Ws,=12)= \/t—sgp(\/t—s)dy'

Geht man bei den obigen Uberlegungen statt von einer symmetrischen von einer beliebi-
gen einfachen Irrfahrt {X,,; n > 0} aus, die einen Trend

E[X,]| =n(2p—-1)
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hat, so ist der Prozess X2 nicht mehr im Mittel 0, sondern

EXA] = n-(2p—1)-Az=(2p—1)-t iif
Var(X2) = np(l—p)- (2a)? = tp(1 —p) -1 B

Fiir At — 0, Az = VAt, p = 3(1 4 pv/At) erhalten wir fiir alle ¢:
BIXA] — pt, Var(X7) —

Der Grenzprozess ist der Wiener-Prozess {Xy; t > 0} mit Drift oder Trend ut . Er ergibt
sich auf einfache Weise aus dem Standard-Wiener-Prozess:

Xt:/Lt—i_Wta

verhélt sich also genauso wie der gewohnliche Wiener-Prozess mit der einzigen Ausnahme,
dass er nicht im Mittel um Null schwankt, sondern im Mittel linear wéchst (¢ > 0) oder fillt

(1 <0).

5.2. Stochastische Integration

Um anschliefend einen stochastischen Prozess als Modell fiir Aktienkurse als Losung ei-
ner stochastischen Differentialgleichung einfithren zu kénnen, benétigen wir den Begriff des
Ito-Integrals, eines stochastischen Integrals bzgl. des Wiener-Prozesses. Formal dhnelt die
Konstruktion des Ito-Integrals derjenigen eines deterministischen Stieltjes-Integrals, wobei
die Funktion, bzgl. der integriert wird, zufillig - genauer: ein Pfad des Wiener-Prozesses -
ist. Da der Integrand ebenfalls zufillig - d.h. ein Pfad eines stochastischen Prozesses - sein
kann, muss man genaue Analysen beziiglich der wechselseitigen Abhéngigkeit von Integrand
und Wiener-Prozess miteinbeziehen.

Der Prozess, den wir integrieren wollen, sei {Y;; t > 0}, und {W;; t > 0} sei der
Standard-Wiener-Prozess. Fiir die Definition eines stochastischen Integrals benétigen wir
die Annahme, dass {Y;; ¢ > 0} nicht antizipierend (vorwegnehmend) ist. Intuitiv bedeutet
dies, dass der Verlauf des Prozesses bis zu einem Zeitpunkt s keine Informationen iiber die
zukiinftigen Zuwéachse W, — Wy, t > s, des Wiener-Prozesses enthélt. Insbesondere sind Y
und W; — W, unabhéngig.

Wie stets bei der Einfiihrung eines Integralbegriffs definieren wir das Ito-Integral bzgl. des
Wiener-Prozesses als Grenzwert von (zufillig) gewichteten Summen der (zufélligen) Funktion

{Yi; t >0}

I, = Z Yi-var - Wiar = Wi—nae) , At = (5.1)

t
n

n—oo

t
/ Y, dW, = lim [,
0
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Der asymptotische limes ist hier als Grenzwert von Zufallsgréfien im quadratischen Mittel
zu verstehen, d.h. genauer gilt

¢
E{(/ stWs—In)Q}—%), n — 00.
0

Entscheidend ist bei dieser Definition, dass die Summanden von I, jeweils ein Produkt von
zwei unabhéngigen ZufallsgroBen sind: dem Wert Y(_1)a; des integrierten Prozesses am [in-
ken Rand des kleinen Zeitintervalls [(k — 1)At, kAt] und dem Zuwachs Wya; — Wik—1)a: des

Wiener-Prozesses in diesem Intervall.

Die wesentliche Eigenschaft von {Y;; ¢ > 0}, nicht antizipierend zu sein, ldsst sich etwas
mehr prézisieren, ohne zu sehr in die technischen Details zu gehen.

DEFINITION 5.1 (Informationsmenge, nicht-antizipierend)

F; bezeichne fiir jedes t > 0 eine Familie von Ereignissen (mit der Struktur einer o— Algebra,
d.h. gewisse Kombinationen von Ereignissen aus F; sind wieder in J), die die bis zur Zeit
t verfigbare Information enthdlt. F; besteht aus solchen Ereignissen, von denen bis zur Zeit
t feststeht, ob sie eintreffen oder nicht. Wir nehmen an:

Fs CF fiir s <t (die verfigbare Information
wdchst mit der Zeit)
{a <Y, <b}eF (Y; enthdlt keine Information iber

FEreignisse nach der Zeit t)
{(l < Wt < b} € E
Wy — Wy unabhdngig zu Fs  fir s <t (der Wiener-Prozess ist an die
Informationsentwicklung angepasst)
Wir nennen dann F; die Informationsmenge zur Zeit t und den Prozess {Y:; t > 0} nicht-
antizipierend bzgl. der Informationsmengen Fy; t > 0.

Der Prozess {Y;} heifit nicht-antizipierend, da er wegen der zweiten Forderung keine Infor-
mationen aus der Zukunft vorwegnimmt. Die zeitliche Entwicklung der Informationsmengen
F; und der Zufallsvariablen Y;, W; sind aneinander angepasst.

Der Wert des stochastischen Integrals hangt entscheidend davon ab, an welcher Stelle des In-
tervalls [(k—1)At, kAt] der Wert der Zufallsfunktion Yj in (5.1) eingesetzt wird. Als Beispiel
betrachten wir Y, = W,, t > 0, d.h. wir integrieren den Wiener-Prozess bzgl. sich selbst. In
(5.1) ersetzen wir (k — 1)At durch eine beliebige Stelle ¢(n, k) im Intervall [(k — 1)At, kAt].
Wiirden wir definieren:

t n
[ W= TS Wi (Wiss = Wieya)
so miissten auch die Erwartungswerte konvergieren, also:

E [Z Witne) Wiat — We—nyae)] = Z Cov(Win k), Wiar — Wik—1)at)

— 3 (k) — (k- DAY — E| / WL,
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wegen der Rechenregeln fiir die Kovarianzen des Wiener-Prozesses (s. oben). Fiir ¢(n, k) =
(k—1)At - den Fall des Ito-Integrals - erhalten wir 0, fiir ¢(n, k) = kAt erhalten wir n-At = ¢,
und fiir passend gewéihlte Folgen ¢(n, k) konnten wir jeden Wert zwischen 0 und ¢ als Er-
wartungswert des stochastischen Integrals erhalten. Um fot Wy dW einen eindeutigen Wert
zuzuweisen, miissen wir uns also auf eine Folge t(n, k) einigen.

Zur Illustration, wie [to-Integrale berechnet werden und dass sie anderen Rechenregeln als
gewOhnliche Integrale folgen, zeigen wir:

! 1 t 1
/ W, dw, — w2 — w2y — L Lz g (5.2)
o 2 2 2
Da sich bei Summation der Differenzen W2, — W(Qkfl) A alle Terme bis auf den ersten
und letzten wegheben und nAt = t, haben wir

n

1 1
SWE=W5) = 5 > (Wiai = Wiyal)

bl

—_

|
DO
[

(Wiat = Wik—1)ar) Wiar + Wik—1)at)

bl

S |l

1

(Wiat — Wi—nyae)* + Z(ka — Wik—nat) We—1)ae
k=1

| —

1 =

i

Der zweite Term konvergiert gegen fot Wy dWs . Der erste Term ist eine Summe von n
unabhéngig, identisch verteilten Zufallsgrofien und stimmt daher nach dem Gesetz der grofien
Zahlen néherungsweise mit seinem Erwartungswert iiberein, d.h. mit

CE[(Wiae — Wipa?] = 500 =
Fiir glatte, z.B. stetig differenzierbare, Funktionen f, gilt f; fs dfs = 5(f2 — f3). Das stocha-
stische Integral (5.2) enthélt dagegen noch den Zusatzterm —%, da der lokale Zuwachs des
Wiener-Prozesses iiber ein Intervall der Léange At von der Gréfenordnung seiner Standard-
abweichung - also V/At - ist, wihrend der entsprechende Zuwachs einer glatten Funktion f;
proportional zu At - also fiir At — 0 wesentlich kleiner - ist.

5.3. Stochastische Differentialgleichungen

Der Wiener-Prozess fluktuiert um seinen Erwartungswert 0 und wird dementsprechend durch
symmetrische Irrfahrten approximiert. Wie bei Irrfahrten ist aber auch bei stochastischen
Prozessen in stetiger Zeit der Fall interessant, dass ein Prozess im Mittel wéchst oder fillt,
d.h. dass er einen Trend oder eine Drift hat. Aus dem Wiener-Prozess mit beliebigem o (vgl.
Abschnitt 5.1) erhalten wir so den allgemeinen Wiener-Prozess {Xy; t > 0} mit Driftrate u
und Varianzrate o?
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Der allgemeine Wienerprozess X; ist zur Zeit ¢ demnach N(ut, o?t)—verteilt. Fiir den Zu-
wachs des allgemeinen Wiener-Prozesses iiber ein kleines Zeitintervall At erhalten wir so

Xivar — Xo = - At + o(Wipar — Wi)
Fiir At — 0 geht dies in die differentielle Form iiber:

Dies ist nur eine andere Schreibweise fiir die Beziehung (5.3), die sich auch in Integralform
schreiben lésst:

t t
Xt:/ ,uds—i—/ odW, (5.5)
0 0

da fot d Wy =W, — Wy =W,, wie man sofort aus der Definition des stochastischen Integrals
sieht.

In der differentiellen Form geht (5.4) nun davon aus, dass der lokale Trend, dessen Grofie
die Driftrate p wiedergibt, und die lokale Variabilitét, beschrieben durch den Parameter o,
stets konstant sind. FEine wesentlich gréflere und zum Modellieren vieler Vorgénge in Natur
und Wirtschaft geeignete Klasse stochastischer Prozesse erhdlt man, wenn g und o in (5.4)
von Zeit und vom erreichten Niveau abhéngen diirfen. Solche Prozesse {Xy; ¢ > 0}, die wir
Ito-Prozesse nennen, sind als Losungen stochastischer Differentialgleichungen gegeben:

dXt = [L(Xt,t>dt+ O'(Xt,t)th (56)
Intuitiv bedeutet dies:
Xipar — Xy = (X, ) At + o ( Xy, £) (Wipar — Wh),

d.h. der Zuwachs des Prozesses in einem kleinen Intervall der Lénge At nach der Zeit ¢
ist (X, t) - At zuziiglich einer zufilligen Fluktuation, die N(0, o2(X;,t) - At)—verteilt ist.
Prézise wird eine Losung von (5.6) als ein stochastischer Prozess definiert, der die Integral-
gleichung

t t
Xt—on/ M(Xs,s)ds+/ o(Xo, 5)dW, (5.7)
0 0

erfiillt. (5.6) ist in diesem Sinn nur eine Kurzschreibweise fiir (5.7). Es folgt sofort fiir 0 <
<t :

t t
X = Xy + / w(Xs, s)ds + / o(Xs, s)dWj
t t/

Da der Zuwachs des Wiener-Prozesses zwischen ¢’ und t nicht von den Ereignissen bis
zur Zeit t' abhéngt, folgt daraus, dass ein It6-Prozess die Markoff-Figenschaft besitzt.

Diskrete Approximationen von (5.6) und (5.7), die sich auch fiir Simulationen von It6-
Prozessen eignen, erhalten wir, wenn wir den Prozess zwischen 0 und ¢ nur in regelméssigen
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Absténden kAt, k =0,...,n, nAt =t , beobachten. Mit Xy = Xya; und Zp = (Wyar —
Wik-1)at)/V At erhalten wir

Xk+1 — Xk = /L(Xk, k?) <At + O'(Xk, k?) : Zk—i—l -V At

bzw. mit den Abkiirzungen g (X) = pu(X, k)At ,0x(X) = o(X, k)VAL :

Xp— Xo = ZMk—l(Xk—l) + Zak—l(Xk;—l) - Iy,
k=1 =1

mit unabhéngig, identisch verteilten N (0, 1)-Zufallsgrofen 73, Zs, . . . .
Q SFMSimCIR.xpl, @ SFMSimQOU.xpl

5.4. Der Aktienkurs als stochastischer Prozess

Aktienkurse sind an sich stochastische Prozesse in diskreter Zeit, die wegen der eingeschriank-
ten Messgenauigkeit auch nur diskrete Werte annehmen. Dennoch werden oft stochastische
Prozesse in stetiger Zeit als Modelle benutzt, da sie rechnerisch nicht so aufwendig wie dis-
krete Modelle - z.B. der Binomial- oder Trinomialprozess - sind. Letztere sind jedoch oft
anschaulicher und sind besonders niitzlich fiir Simulationen.

Der allgemeine Wiener-Prozess dX; = udt 4+ o dW; eignet sich selbst weniger als Aktien-
kursmodell, da er zum einen negative Aktienkurse zulassen wiirde, zum anderen die lokale
Variabilitiat grofler ist, wenn der Kurs selbst sich auf hohem Niveau bewegt. Daher wird in
einem allgemeinen Ansatz der Borsenkurs S; einer Aktie als Ito-Prozess modelliert:

dSt = ,M(St, t)dt + O'(St, t)th

Dieses Modell hiangt von den nicht von vorneherein bekannten Funktionen u(X, ¢) und (X, t)
ab. Eine brauchbare, einfache Variante, in der nur noch zwei reellwertige Modellparameter u
und ¢ unbekannt sind, erhilt man durch folgende Uberlegung: Die Rendite als prozentualer
Zuwachs des eingesetzten Kapitals soll im Mittel nicht vom aktuellen Kurs bei Kauf der
Aktien und schon gar nicht von der Einheit abhingen (EUR, USD, ...), in der der Akti-
enwert gemessen wird. Aulerdem soll die mittlere Rendite wie bei anderen Anlageformen
proportional zur Lange des Anlagezeitraums sein. Zusammen ergibt sich die Forderung

E[dst] E[St-i-dt - St]
S, 3, a

Da E[dW;] = 0, ist diese Bedingung bei gegebenem Ausgangskurs S; erfiillt, wenn

M(St,t) = H- St'
Dariiberhinaus wird analog angesetzt:

O'(St,t) :O"St,
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was die Tatsache beriicksichtigt, dass die absolute Grofie der Fluktuationen des Kurses sich
proportional &ndert, wenn wir den Kurs in einer anderen Einheit messen. Zusammengefasst
modellieren wir den Aktienkurs S; als Losung der stochastischen Differentialgleichung

dSy = - Sydt + o - Sy - AW,

w ist die zu erwartende Aktienrendite, o die Volatilitit. Ein solcher Prozess {Sy; t > 0} heifit
geometrische Brownsche Bewegung, da

ds
L — pdt + o dW,.
St

Mit Itos Lemma, welches wir im Abschnitt 5.5 vorstellen, ldsst sich zeigen, dass fiir einen

passenden allgemeinen Wiener-Prozess {Y;; ¢ > 0}
S, =e" bzw. Y,=InS,.

Da Y; normalverteilt ist, ist S; somit lognormalverteilt. So wie Irrfahrten diskrete Appro-
ximationen fiir den allgemeinen Wiener-Prozess liefern, lédsst sich die geometrische Brown-
sche Bewegung, d.h. das einfache Modell fiir den Aktienkurs, durch geometrische Irrfahrten
anndhern.

Normal & Log-Normal Distributions

04
T

03
T

01
T

Abbildung 5.2.: Vergleich der Dichten von lognormal und normal verteilten Zufallsgrofien
Q SFMLogNormal.xpl
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5.5. Itos Lemma

Ein entscheidendes Hilfsmittel beim Umgang mit stochastischen Differentialgleichungen ist
das Lemma von It6. Ist {X;, ¢ > 0} ein Ito-Prozess:

dXt = ,U(Xt, t)dt + O'(Xt, t) th s (58)

so interessiert man sich oft fiir den Verlauf anderer stochastischer Prozesse, die Funktionen
von X, sind: Y, = g(X;). {Y;; t > 0} ldsst sich dann ebenfalls als Losung einer stochasti-
schen Differentialgleichung beschreiben, und aus dieser Gleichung lassen sich interessierende
Eigenschaften von Y; wie z.B. das mittlere Wachstum mit der Zeit ¢ ablesen.

Um die Gleichung fiir {Y;, ¢t > 0} heuristisch herzuleiten, nehmen wir an, dass g geniigend
oft differenzierbar ist. Aus der Taylorreihenentwicklung folgt:

Yiear = Ye = 9(Xeqar) — 9(Xy)
= g(X,+dX,) — g(X,) (5.9)
dg 1 d%g

= Yixy.odx, + 29
o Ke) dXet oo

wobei  die  Punkte  fir = Terme  vernachlidssigbarer  Groflenordnung — (fur
dt — 0) stehen. Die fiir dt — 0 dominanten Terme in d.X; sind aufgrund der Definition (5.8)
der Driftterm p(X3,t)dt von der GréBlenordnung dt und der Volatilitdtsterm o(Xy, t)dW; von
der GroBenordnung v/dt.

Dabei beriicksichtigen wir E[(dW};)?] = dt, so dass dW; = Wy, 4t — W, von der GroBenord-
nung seiner Standardabweichung, also v/dt, ist. Terme von kleinerer GroSenordnung als dt
vernachlissigen wir hier bei diesem heuristischen Argument. Daher kénnen wir (dX;)? durch
einen einfacheren Ausdruck ersetzen:

(dX,)? = (u(X,t)dt + o (X, t) dW,)?
= 12Xy, t)(dt)? 4 2u( Xy, t) o( Xy, t) dt dW, 4 o?( Xy, t)(dW,)?

(X)) - (dX)* + ...

Wir sehen, dass der erste Term von der Griéflenordnung (dt)? ist. Der zweite ist von der
GroBenordnung dt - Vdt, so dass beide vernachlissigt werden kénnen. Der dritte Term hat
allerdings die Groflenordnung dt. Genauer kann man zeigen, dass fiir dt — 0

(dW,)? = dt.

Mit dieser einfachen Identitét lassen sich Rechenregeln fiir stochastische Differentialgleichun-
gen aus den bekannten Regeln fiir den Umgang mit deterministischen Funktionen (wie z.B.
der Taylorentwicklung) ableiten. Unter Vernachlédssigung von Termen kleinerer Grofienord-
nung als dt erhalten wir so aus (5.9) die folgende Form von [tés Lemma:

LEMMA 5.1 (Ité6s Lemma)

dyy = dg(Xy)

dg 1 d*g
= (ﬁ(Xt) (X, t) + 3 W(Xt) : UQ(Xtaf)> dt
d
+—d§(Xt) o (X, t) AW,
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bzw. - durch Weglassen des Zeitindex t und des Arguments X, der Funktion g und ihrer
Ableitungen:

dg 1 d?g dg
dg = (dX,u(X t)+§ma (X,t)) dt—l—d—Xa(X t)dw' .

BEISPIEL 5.1
Als Beispiel betrachten wir Yy =1n Sy, den Log%rithmus der geometrischen Brownschen Be-
dg 1 d°g __ 1

wegung. Fir g(X) =In X haben wir 7% = -, 5% = —xz , und fiir die geometrische Brown-

sche Bewegung ist (X, t) = pX |, o(X,t) = 0 X |, so dass Ités Lemma ergibt:

1 11
Grs—3g

1
= (u—502)dt+0th

1
o? St)dt + = - 0 Sy dW,

dy, = S,

Der Logarithmus des Aktienkurses st also ein allgemeiner Wiener-Prozess mit Driftrate
W= — 02 und Varianzrate o®. Da'Y; N(u*t, o*t)-verteilt ist, ist Sy selbst lognormalver-

teilt mit Pammetem Wt und agt.

Eine allgemeine Form von [t6s Lemma fiir Funktionen g(X,t), die auch noch von der Zeit
t abhéngen diirfen, lautet :

LEMMA 5.2 (Ité6s Lemma fiir explizit zeitabhingige Funktionen)

dg 1 % dg dg
dg = <8X (X, t)+§3X2 (X, t) + 5t dt+8—X o(X,t)dW (5.10)

Y, = g(Xi,t) ist also wieder ein It6-Prozess, wobei als zusétzlicher Term in der Driftrate
%(Xt,t) auftaucht.

5.6. Literaturhinweise

Die in diesem Abschnitt kurz zusammengefassten Resultate gehoren zu den zentralen The-
men der stochastischen Analysis. Zahlreiche Biicher fithren auf unterschiedlichen Niveaus
in diesen Kalkiil der stochastischen Integrale und stochastischen Differentialgleichungen ein,
zum Beispiel ( ) ( ) oder

(1999).
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6. Black-Scholes-Optionsmodell

6.1. Die Black-Scholes-Differentialgleichung

Einfache, allgemein akzeptierte 6konomische Annahmen reichen nicht aus, um eine rationale
Optionspreistheorie zu entwickeln. Die Voraussetzung eines perfekten Marktes hat in Kapi-
tel 2.1 nur zum Herleiten elementarer Arbitragebeziehungen gereicht, denen Optionspreise
geniigen miissen und die sich daher als Test fiir fortgeschrittene Modellierungsansétze eignen.
Die explizite Berechnung eines Optionspreises als Funktion von Zeit und Kurs sowie seiner
zugrundeliegenden Parameter K, T ist damit aber nicht moglich. Hierfiir wird ein Modell fiir
den Kurs des zugrundeliegenden Finanzinstruments (Aktie, Devise, ...) gebraucht, bei dem
es sich in aller Regel um einen stochastischen Prozess in diskreter oder stetiger Zeit han-
delt. Prozesse in stetiger Zeit haben den Vorteil, dass sich mit ihnen viele Problemstellungen
leichter analytisch behandeln lassen. Prozesse in diskreter Zeit betrachten wir vorerst nur als
Approximationen, mit denen sich leichter numerische Berechnungen durchfiihren lassen. Im
zweiten Teil des Buches werden sie als eigenstédndige Modelle in der Finanzzeitreihenanalyse
diskutiert.

Ein auch heute noch héufig verwendetes Modell fiir Aktienkurse, das auch die Grundlage
des klassischen Black-Scholes-Ansatzes darstellt, ist die geometrische Brownsche Bewegung.
Bei Annahme dieses Modells erfiillt der Aktienkurs S; die einfache stochastische Differenti-
algleichung

dSt = uStdt + O'Stth. (61)

Aquivalent hierzu ist die Annahme, dass der Prozess der Renditen eine gewohnliche Brown-
sche Bewegung ist, d.h.

ds

—L — udt + odW,. (6.2)

St
Die Drift p gibt die erwartete Rendite des Objektes je Zeiteinheit. Die Volatilitédt o ist ein
Maf fiir die zu erwartende Grofle der zufilligen Schwankungen der Rendite um ihren Er-
wartungswert. p und o hidngen voneinander ab und sind fiir Anlageentscheidungen auf der
Basis von Risikopréferenzen wesentlich: je grofier die erwartete Rendite, also pu, sein soll, ein
umso hoheres, durch o quantifiziertes Risiko muss in der Regel eingegangen werden.

Das Modell der geometrischen Brownschen Bewegung liefert eine brauchbare und in der Pra-
xis bewéahrte Ndherung fiir Aktienkurse iiber kurze und mittlere Zeitraume, zum Beispiel
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iiber die Laufzeit typischer Aktienoptionen. Inzwischen sind zwar eine Reihe von Diskre-
panzen zwischen Realitdt und Modell bekannt, z.B. Abweichungen der Volatilitatsfunktion
o(z,t) im allgemeinen Modell (5.8) von der linearen Form o -z der geometrischen Brown-
schen Bewegung in bestimmten Situationen, aber der Black-Scholes-Ansatz wird dennoch
als erste einfache Ndherung zur Optionsbewertung benutzt. Die prinzipielle Idee zur Ablei-
tung von Optionspreisen lédsst sich auBlerdem auf allgemeinere Aktienkursmodelle iibertragen.

Der Ansatz von Black und Scholes beruht auf der bereits in Kapitel 2.1 benutzten Idee,
den Wert eines Portfolios, das die interessierende Option enthélt, durch ein zweites Portfo-
lio zu duplizieren, das ausschlieSlich aus Finanzinstrumenten mit bekanntem Preis besteht.
Dieses Duplikationsportfolio wird so gewéhlt, dass beide Portfolios zu einem Zeitpunkt T,
typischerweise dem Filligkeitstermin der Option, wertgleich sind. Dann folgt aus der Annah-
me eines perfekten Marktes und insbesondere aus der Arbitragefreiheit die Wertgleichheit
zu jedem fritheren Zeitpunkt. Hierfiir gibt es zwei dquivalente Moglichkeiten, die wir am
Beispiel eines Calls auf eine Aktie mit Kurs S; erlautern:

1. Eines der Portfolios besteht nur aus dem Call, dessen Preis ermittelt werden soll. Das
Duplikationsportfolio wird aus Aktien und risikolosen Zerobonds zusammengestellt, deren
Anzahl sich kontinuierlich an den sich dndernden Kurs anpassen miissen. Der Nominalwert
der Zerobonds kann ohne Einschrinkung als 1 gesetzt werden, da ihre Anzahl frei wahlbar
ist. Zur Zeit t bestehen die beiden Portfolios aus

Portfolio A: Eine Kaufoption auf die Aktie mit Terminkurs K und Falligkeit 7.

Portfolio B: n; = n(S;,t) Aktien und m; = m(S;,t) Zerobonds mit Nominalwert By = 1
und Filligkeit T

2. Eines der Portfolios ist ein perfektes Hedge-Portefeuille aus Aktien und verkauften Calls
(mit Short Selling). Durch eine dynamische Hedge-Strategie wird dafiir gesorgt, dass das
Portfolio jederzeit risikolos ist, d.h. dass die Calls gerade die Gewinne und Verluste der Aktien
neutralisieren. Das Duplikationsportfolio ist dementsprechend ebenfalls risikofrei und besteht
ausschliellich aus Zerobonds. Auch dieser Ansatz erfordert wie im Fall 1. eine kursabhéngi-
ge kontinuierliche Anpassung im Bestand der Portfolios. Zur Zeit ¢ enthalten die beiden
Portfolios

Portfolio A: Eine Aktie und n; = n(S;,t) (iiber Short selling) verkaufte Kaufoptionen auf
die Aktie mit Terminkurs K und Falligkeit 7.

Portfolio B: m; = m(S;,t) Zerobonds mit Nominalwert By = 1 und Filligkeit 7.

Sei T* = T, wenn der Besitzer die Kaufoption verfallen lasst, und sei T andernfalls der Zeit-
punkt, zu dem die Option ausgeiibt wird. Fiir einen européischen Call ist z.B. stets T* =T,
wahrend ein amerikanischer Call vorzeitig ausgeiibt werden kann. Aus der Wertgleichheit
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des Calls und des Duplikationsportfolios in Ansatz 1. oder aus der Wertgleichheit des Hed-
geportfolios mit dem risikolosen Bondportfolio in Ansatz 2. zu jedem Zeitpunkt ¢t < T folgt
jeweils dieselbe partielle Differentialgleichung fiir den Wert des Calls, die sogenannte Black-
Scholes-Gleichung.

Der Ansatz von Black und Scholes ist nicht auf die Preisbestimmung einfacher Puts und
Calls beschréankt, sondern ldsst sich auf jedes derivative Finanzinstrument F auf ein zugrun-
deliegendes Objekt mit Kurs S; anwenden, wenn S; eine geometrische Brownsche Bewegung
ist und wenn der Preis F; des Derivats bis zu seiner Ausiibung nur eine Funktion des ak-
tuellen Kurses und der Zeit ist: F; = F(S;,t). Dann existiert nach dem folgenden Satz ein
das Finanzinstrument duplizierendes Portfolio und der obige Ansatz 1. ist auf die Preisbe-
stimmung anwendbar. Bei allgemeinen Derivaten muss das Duplikationsportfolio nicht nur
zum Ausiibungszeitpunkt 7™ denselben Wert haben, sondern auch vorher schon denselben
Cashflow, d.h. dieselben entnehmbaren Ertrage oder zuzuschiefenden Kosten, wie das Deri-
vat generieren. Die Existenz eines perfekten Hedge-Portfolios als Grundlage von Ansatz 2.
kann analog gezeigt werden.

SATZ 6.1

Sei der Kurs Sy eines Objektes eine geometrische Brownsche Bewegung (6.1). Sei F ein
von dem Objekt abhingiges derivatives Finanzinstrument mit Falligkeit T. Sei T* < T der
Austibungszeitpunkt des Derivats bzw. T* =T, falls F nicht ausgeiibt wird. Sei der Wert des
Derivats zu jedem Zeitpunkt t < T* durch eine Funktion F(S;,t) von Kurs und Zeit gegeben.

a) Es existiert ein Portfolio aus dem zugrundeliegenden Objekt und risikolosen Anleihen,
das das Deriwat in dem Sinn dupliziert, dass es bis zur Zeit T™ denselben Cashflow
generiert und zur Zeit T denselben Wert wie F hat.

b) Die Wertfunktion F(S,t) des Derivats erfillt die Differentialgleichung von Black und
Scholes

OF(S,1)
ot

OF(S,t) 1 , ,0°F(S,t)

=0, t<T", (6.3)
BEWEIS:

Der Einfachheit halber gehen wir davon aus, dass das Objekt eine Aktie mit dem stetigen
Dividendenertrag d und damit den Bestandshaltekosten b = r — d ist, wobei r wieder den
kontinuierlichen Zinssatz bezeichnet. Wir beschranken uns auflerdem auf den Fall, dass F
ein Derivat mit der Aktie als zugrundeliegendem Objekt ist und dass F vor der Zeit T
keinen Cashflow erzeugt.

Wir bilden ein Portfolio aus n; = n(Si t) Aktien und aus m; = m(S;,t) Zerobonds mit
Filligkeit T" und Nominalwert By = 1.

Bt _ BTe—r(T—t) — er(t—T)
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sei der auf den Zeitpunkt ¢ abgezinste Wert eines Bonds. Den Wert des Portfolios zur Zeit ¢
bezeichnen wir mit

Ve = V(S t) = n(S,1) - S +m(Sh, 1) - By.

Zu zeigen ist, dass n; und m; so gewahlt werden kénnen, dass bei Ausiibung bzw. am Ende
der Laufzeit von F Portfolio und Derivat wertgleich sind, d.h. V' (Sp«,T*) = F(Sp«, T*), und
dass das Portfolio vorher keinen Cashflow erzeugt, d.h. dem Portfolio darf vor der Zeit T
weder Geld entnommen noch ihm Geld zugeschossen werden. Alle Anderungen im Bestand
miissen aus den Dividenden bzw. durch Kauf und Verkauf von Aktien bzw. Bonds realisiert
werden.

Wir untersuchen zuerst, wie sich der Wert V; des Portfolios in einem kleinen Zeitraum dt
dandert. Dabei schreiben wir dV; = V.4 — V4, dny = nypgr — ny usw.

dVi = neyrarSirat + Mugar Biyar — oSy — my By
= dnySiyar + mdSy + dmy By g + mid By,

so dass
d‘/t = dnt(St + dSt) + ntdSt + dmt(Bt + dBt) + mtdBt. (64)

Da der stochastische Prozess S; eine geometrische Brownsche Bewegung und damit ein Ito-
Prozess (5.8) mit p(x,t) = pr und o(x,t) = oz ist, folgt aus der allgemeinen Form (5.10)
des Lemmas von Itd zusammen mit (6.1)

. 8nt ant 182nt
= 5 dt + 8SdSt+ WIE

und eine vollig analoge Beziehung fiir m,. Daraus folgt unter Verwendung von

dny o S2dt. (6.5)
(dS)? = (uSydt + 0 SidW;)? = o SP(dW;)? + o(dt) = oS} dt + o(dt),

dB; = rBdt, dS; - dt = o(dt) und dt* = o(dt)

und vernachléssigen der Terme, die klein gegeniiber dt sind:

) ) 192 )

dny(S; + dS;) = (%dt + a—zdst +55 ;; a2sfdt> S + T?UQSEdt’ (6.6)
) 9 192

dmy(B, + dB,) = (%dt + %d& +5 agzt aQSfdt) B, (6.7)

Die entscheidende Forderung, dass das Portfolio wie das zu duplizierende Derivat vor der
Zeit T* keinen Cashflow generiert, bedeutet nun, dass die beiden Komponenten dn,(S;+dS;)
und dmy(B; + dB;) von dV; in (6.4), die dem Kauf/Verkauf von Aktien bzw. Zerobonds
entsprechen, aus den Dividenden finanziert werden miissen. Da eine Aktie in einem kleinen
Zeitintervall der Lénge dt die Dividende d - S; - dt abwirft, bedeutet dies

d . ’rLtSt . dt = (T — b) . ntSt . dt = dnt(St + dSt) + dmt(Bt + dBt)
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oder, nach Einsetzen von (6.6) und (6.7),

0mtdSt+15 my o

3mt
di+ 2 052

ot oS

0 = (b—r)ntStdt+< Sfdt)Bt

<%dt %dSt 10%n, o2

o,
2 O 5 o
ot T s 39527 dt)5t+ 557 St

Einsetzen von (6.1) und Zusammenfassen der stochastischen Anteile mit Differential dWW;,
der deterministischen Anteile mit Differential dt, die den Driftparameter p enthalten, und
der restlichen deterministischen Terme liefert

o (97% om
0= (g5 + G B st
ony 1871,522 8nt22 dmy 18mt22 B
+{<8t t99527 S>S“L a5 it <0t t 379 S>Bt+(b T)”tst}dt
3nt 8mt
(%s s Bt)astdwt (6.8)

Dies ist nur moglich, wenn der stochastische Anteil verschwindet, d.h.

8nt 8mt .
S5+ e B =0, (6.9)

Damit verschwindet der erste Term in (6.8) ebenfalls, und der mittlere Term muss schliefllich
auch 0 sein:

on, 10°n, 9 o2 o 5 o9 om;  19*m, 2 2 _
(G + 35 7°5%) 5+ 5o St + (T + 3z ') Bt (=S =0 (6.10)
Wir konnen diese Gleichung weiter vereinfachen, indem wir Gleichung (6.9) partiell nach S
differenzieren:

ant (92mt

(9271/15
o525t g5 T ge B =0 (6.11)

und das Ergebnis in (6.10) einsetzen. Wir erhalten dann

ant 8mt 18”75 2 o2
—S+—B; o“S; +
ot ot 295”7

Da der Aktienkurs S; nicht explizit von der Zeit abhingt und somit 9S;/0t = 0, liefert

Differenzieren des Portfoliowerts V; = n;S; + m;B; nach der Zeit

+(b—1r)nS; =0 (6.12)

8‘/2 B 8nt 8mt @Bt . 0nt 8mt
E— atst‘l’ ot Bt—i-mt ot = atSt+ ot Bt+mt7“Bt
Daraus folgt
8”,5 8mt . th a‘/t
ESI& + WBt == E — rmtBt E — T’(V;g - ntSt)
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Durch Einsetzen dieser Gleichung in (6.12) eliminieren wir den m; enthaltenden Term und
erhalten

1 on 0V,
50253% + a_tt + by Sy —rV, =0 (6.13)
Da der Bondwert B; nicht vom Kurs abhéngt und somit 0B;/0S = 0, liefert Differenzieren

des Portfoliowerts V; = n.S; + m; B; nach dem Kurs

8‘/;5 B 37175 a"’nt o
95 ~ g5 Tt g Bi=m
wegen Gleichung (6.9), d.h.
oV,
=, 14
" 9s (6.14)

n¢ ist somit gleich dem sogenannten Delta oder der Hedge-Rate des Portfolios (vgl. Abschnitt
6.3.1). Da
Vi —nySy

B,
konnen wir das gesuchte Duplikationsportfolio konstruieren, wenn wir V; = V(S t) kennen.
Diese Funktion von Kurs und Zeit erhalten wir als Losung der Differentialgleichung von

Black und Scholes
OV (S, t) ov(S,t) 1 , ,0*V(S,t)
— —rV(S,t) + bS————— + 0" S " ————=
6_[: r ( 3 )+ 85’ -+ 20’ 652
die sich durch Einsetzen von (6.14) in Gleichung (6.13) ergibt. Zur Bestimmung von V'
fehlt noch ein Randbedingung, die wir aus der Forderung erhalten, dass der Cashflow des
Portfolios bei Ausiibung bzw. Félligkeit des Derivats, d.h. zur Zeit 7%, mit dem Cashflow
des Derivats {ibereinstimmt, also denselben Pay-off hat:

my =

=0, (6.15)

V(Spe,T%) = F(Sp-,T*). (6.16)

Da das Derivat jederzeit denselben Cashflow wie das Portfolio hat, erfiillt F'(.S,t) ebenfalls
die Black-Scholes- Differentialgleichung, und zu jedem Zeitpunkt ¢t < T* gilt F; = F(S;,t) =
V (S, t) =V,

O

Die Differentialgleichung von Black und Scholes beruht wesentlich auf der Annahme,
dass der Kurs durch eine geometrische Brownsche Bewegung modelliert werden kann. Ei-
ne derartige Annahme ist nur gerechtfertigt, wenn die darauf aufbauende Theorie auch die
Arbitragebeziehungen aus Kapitel 2.1 reproduziert, Wir iiberpriifen dies am Beispiel eines
Terminkontraktes mit Terminkurs K und Falligkeit T" auf ein Objekt, mit dem stetige Be-
standshaltekosten mit Rate b verbunden sind. Der Wert V(S ) héngt nur von Kurs und
Zeit ab, erfiillt also die Bedingung von Satz 6.1. Aus Satz 2.1 erhalten wir nach Einsetzen
der Definition der Restlaufzeit 7 =T —1

V(S,t) = Selr=D=T) _ [ert=T),
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Durch Einsetzen iiberpriift man leicht, dass diese Funktion die eindeutige Losung der Diffe-
rentialgleichung (6.3) mit der Randbedingung V'(S,T) = S— K ist. Der Black-Scholes-Ansatz
liefert also denselben Preis des Terminkontrakts wie die modellfreie Arbitragebeziehung.

Zum Schluss bemerken wir noch, dass das Modell der geometrischen Brownschen Bewegung
fiir Aktienkurse iiber mittelgroBe Zeitriume eine brauchbare Néherung liefert. Die Ubertra-
gung des Modells auf andere grundlegende Finanzinstrumente wie Devisen oder Anleihen ist
nicht ohne weiteres moglich. Bondoptionen haben in der Regel eine deutlich léngere Laufzeit
als Aktienoptionen. Thre Wertentwicklung héngt nicht vom Kurs, sondern von dem dann
ebenfalls als stochastischer Prozess aufzufassenden Zins ab. Zur addquaten Modellierung der
Zinsentwicklung braucht man aber andere Arten stochastischer Prozesse, die wir in spéteren
Kapiteln diskutieren werden.

Wechselkurse lassen sich eingeschréankt als geometrische Brownsche Bewegung modellie-
ren. Empirische Vergleiche zeigen, dass dieses Modell fiir manche Wéahrungen oder Laufzei-
ten nicht geeignet ist, so dass im Einzelfall anhand von Daten iiberpriift werden muss, ob
der Black-Scholes-Ansatz fiir die Bewertung von Devisenoptionen benutzt werden kann. Ist
dies der Fall, so entspricht die Fremdwéahrung, die das zugrundeliegende Objekt der Option
ist, einer Aktie mit einem kontinuierlichen Dividendenertrag, der durch die kontinuierliche
Zinsrate d im Land der Fremdwéhrung gegeben ist. Die Bestandshaltekosten b = r — d ent-
sprechen der Differenz der Zinsen im Inland und im Land der Fremdwéahrung: Kauft der
Investor die Fremdwéhrung vorzeitig, so kann er sein Kapital nicht mehr im Inland anlegen
und verliert den Zinssatz r, gewinnt dafiir aber den Zinssatz d, den er fiir die Fremdwéhrung
in deren Herkunftsland erhélt. Der Wert der Devisenoption ergibt sich dann durch Losen
der Differentialgleichung (6.3) von Black und Scholes mit der passenden, durch den Typ der
Option bestimmten Randbedingung.

6.2. Die Black-Scholes-Formel fiir europaische Optionen

In diesem Abschnitt verwenden wir die Black-Scholes-Gleichung zur Berechnung des Preises
européischer Optionen. Wir halten uns an die Notation des vorigen Kapitels und schreiben

C(S,t) = Crr(S,1), P(S,t) = Pg.r(S,t)

fiir den Wert zur Zeit zur Zeit t < T eines européischen Calls bzw. Puts mit Ausiibungskurs
K und Falligkeitstermin 7', wenn das zugrundeliegendes Objekt, z.B. eine Aktie, zur Zeit ¢
den Kurs S; = S hat. Der Wert der Kaufoption erfiillt dann fiir alle Kurse S mit 0 < .S < oo
die Differentialgleichung

oCc(S,t) 1 9°C(S,t)  9C(S.t)

_pg=2 ) 25262 = <t< .
rO(S,1) = b= 2= — 2o — 2 L 0<t<T (647)
C(S,T) = max{0,S — K}, 0< S < oo, (6.18)
C(0,t) =0, Slim C(S,t)—S=0, 0<t<T. (6.19)

Die erste Randbedingung (6.18) ergibt sich sofort aus der Definition des Calls, der nur aus-
geiibt wird, wenn St > K, und der dann den Gewinn St — K einbringt. Die erste Bedingung
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in (6.19) ergibt sich aus der Beobachtung, dass die geometrische Brownsche Bewegung S; in
der Null bleibt, wenn sie erst einmal den Wert Null angenommen hat, d.h. aus S; = 0 fiir ein
t < T folgt automatisch Sy = 0, und der Call wird nicht ausgeiibt. Die zweite Bedingung
in (6.19) ergibt sich aus der Uberlegung, dass die geometrische Brownsche Bewegung S; den
Ausiibungskurs nur mit sehr geringer Wahrscheinlichkeit wieder unterschreitet, wenn sie erst
einmal ein Niveau weit oberhalb von K erreicht hat. Wenn S, > K fiir ein ¢ < T" dann gilt
auch mit hoher Wahrscheinlichkeit Sp > K. Der Call wird also ausgeiibt und liefert den
Ertrag ST — K= ST.

Die Differentialgleichung (6.17) mit den Randbedingungen (6.18), (6.19) kann analytisch
gelost werden. Wir transformieren sie dazu in eine aus der Literatur bekannte Form. Zuerst
ersetzen wir die Zeitvariable ¢ durch die Restlaufzeit 7 = T — t. Dadurch wird das Problem
mit Endbedingung (6.18) bei ¢t = T' zu einem Anfangswertproblem bei 7 = 0. AnschlieBend
multiplizieren wir (6.17) mit 2/0? und ersetzen die Parameter 7, b durch

20

2r
o= — ﬂ:—
o2’ o2’

sowie die Variablen 7, S durch
S
2%, u:(ﬁ—l)ln?—kv.
Wihrend fiir die alten Parameter 0 < S < 00,0 <t < T gegolten hat, ergibt sich fiir den
Wertebereich der neuen Parameter

v=0c*B-1)

1
—00 < u < 00, 0§v§§02(ﬁ—1)2TEvT.
Schliefllich setzen wir
g(u,v) =e7C(S, T — 1)
und erhalten die neue Differentialgleichung

*g(u,v) _ dg(u,v)
S = (6.20)

mit der Anfangsbedingung
g(u,0) = K max{0,e7 1 — 1} = go(u), —o0 < u < oo. (6.21)

Anfangswertprobleme dieser Art sind aus der Literatur iiber partielle Differentialgleichun-
gen bestens bekannt. Sie treten beispielsweise bei der mathematischen Modellierung von
Wairmeleitungs- und Diffusionsprozessen auf. Die Losung ist

g(u,v) = / 2&%90(5)6(513)2 d€.

Den Optionspreis erhalten wir daraus, indem wir die Variablen- und Parametertransforma-
tionen riickgdngig machen. Wir schreiben im folgenden wieder wie in Kapitel 2.1 C'(.S, 7) fiir
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den Call-Preis als Funktion der Restlaufzeit 7 = T — ¢ anstelle der aktuellen Zeit ¢. Dann

haben wir
[ee]

1
C(S,7)=¢e""g(u,v) =e"" / mgo(g)e_(E

Durch Substitution £ = (5—1) In(z/K) erhalten wir die Anfangsbedingung in ihrer urspriing-
lichen Form max{0,z — K'}. Ersetzen wir auerdem u und v wieder durch die Variablen S
und 7, erhalten wir

—u)?
1 dé’

/ ) 1 _[no—{In S+(b-%02)7}?2 p (6 22)
maX 2027 xX. .
V 27ra\/_:c

Fiir die geometrische Brownsche Bewegung ist Sr — S; lognormalverteilt, d.h. In(Sy — S;)
ist normalverteilt mit den Parametern (b — 102)7 und o%7. Die bedingte Verteilung von
St gegeben S; = § ist demnach ebenfalls eine Lognormalverteilung mit den Parametern
InS + (b— 30%)7 und o?7. Der Integrand von (6.22) ist aber bis auf den Faktor max(0, z —
K) gerade die Dichte dieser Verteilung. Damit erhalten wir die interessante Interpretation
des Callwertes C(S, 7) als abgezinster Erwartungswert der Endbedingung max(0, Sy — K)

gegeben den aktuellen Kurs S; = S:
C(S,7) =e ""E{max(0,Sr — K)|S; = 9). (6.23)

Diese Eigenschaft ist bei der Herleitung numerischer Verfahren zur Berechnung von Opti-
onswerten hilfreich. Zuerst nutzen wir aber aus, dass (6.22) ein Integral bzgl. der Dichte
einer Lognormalverteilung enthélt, um den Ausdruck weiter zu vereinfachen. Durch geeig-
nete Substitution formen wir ihn in ein Integral bzgl. der Dichte einer Normalverteilung um
und erhalten

C(S,7) = et SD(y 4+ 01/T) — e TTKD(y), (6.24)

wobei y abkiirzend fiir

(6.25)
steht und ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung bezeichnet:

@<y>=¢%/me——

(6.24) ist zusammen mit (6.25) die Black-Scholes-Formel fiir den Preis einer européischen
Kaufoption. In den Grenzfillen S > K und S = 0 erhalten wir:

o Ist S>> K, soist y > 0 und damit ®(y+ o/7) = ®(y) ~ 1, so dass sich der Wert der
Kaufoption im dividendenfreien Fall b = r etwa wie S — e K also wie der aktuelle
Kurs abziiglich des auf den aktuellen Zeitpunkt abgezinsten Ausiibungskurses verhélt.
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e Ist S = 0, so ist y = —oo und somit ®(y) = 0, so dass die Option wertlos ist:
(C(0,7) =0).

Die entsprechende Black-Scholes-Formel fiir den Preis P(S, 7) einer européischen Verkaufs-
option konnten wir genauso durch Losen der Black-Scholes-Differentialgleichung mit den pas-
senden Randbedingungen herleiten. Einfacher ist aber das Ausnutzen der Put-Call-Paritéit
(Satz 2.3)

P(S,7) =C(S,7) — Se* 7 4 Ke '

Hieraus erhalten wir zusammen mit (6.24) sofort
P(S,7) = e "TK®(—y) — e SB(—y — o\/T). (6.26)

Fiir den Wert européischer Kauf- und Verkaufsoptionen gibt es also explizite Formeln. Die
beiden Terme in der Formel (6.24) fiir z.B. den Wert der Kaufoption lassen sich grob folgen-
dermaflen interpretieren, wobei wir uns auf den dividendenfreien Fall b = r beschréanken. Der
erste Term ist dann S®(y + o+/7) und représentiert in erster Linie den Wert der Aktie, die
der Kéufer der Kaufoption im Fall der Ausiibung seines Rechts beziehen kann. Der andere
Term ™" K ®(y)) steht in erster Linie fiir den Wert des Ausiibungskurses. Uber die Variable
y beeinflusst natiirlich das Verhéltnis S/K beide Terme.

Bei der Herleitung der Black-Scholes-Differentialgleichung haben wir gesehen, dass ins-
besondere der Wert einer Kaufoption durch Aktien und Anleihen dupliziert werden kann.
Der in Aktien investierte Betrag ergibt sich dabei als %S , wobei % die Hedge-Rate ist.
Sie bestimmt das zum Hedgen notwendige, auch Delta genannte Verhéltnis zwischen Aktien
und Optionen. Leitet man die Black-Scholes-Formel (6.24) nach S ab, so erhilt man

aC(S, t)

—ag Y tovT).

Der erste Term in (6.24) steht somit fiir den im Duplikationsportfolio in Aktien und der
zweite fiir den in Anleihen investierten Betrag.

Da die analytischen Losungsformeln die Auswertung der Standardnormalverteilungsfunk-
tion erfordert, was nur numerisch erfolgen kann, muss man fiir die praktische Anwendung
der Black-Scholes-Formel auf Naherungen der Normalverteilung zuriickgreifen. Davon kann
in geringem Mafle der berechnete Optionswert abhédngen. Zur Illustration betrachten wir ver-
schiedene in der Literatur (beispielsweise ( )) beschriebene Néherungsformeln.

a.) Die Normalverteilung kann folgendermaflen approximiert werden:

y2

D(y) ~ 1 — (art + ast? + a3t3)6_7, mit

t=(1+by) ", b = 0.332672527,
a; = 0.17401209,  ay = —0.04793922,
asz = 0.373927817.

Der Approximationsfehler hat unabhingig von y die GréSenordnung O(1075).
Q SFMNormalApproxl.xpl
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b.)

N

Y

d(y) ~ 1 — (art + ast® + ast® + aqt* +ast’)e” 7, mit

t=(1+by) b= 0.231641888,
a; = 0.127414796, ag = —0.142248368, a3 = 0.71070687,
as = —0.726576013, a5 = 0.530702714.

Der Fehler dieser Approximation liegt bei O(1077). Q@ SFMNormalApprox2.xpl
c.) Eine andere Approximation der Normalverteilung, deren Fehler von der Gréfienordnung
O(107°) ist, lautet:

1
d(y)~1-— , it
) 2(art + ast® + ast® + astt + azt>)s

a; = 0.099792714, ay = —0.044320135, az = 0.009699203,
ay = —0.000098615, as = 0.00581551.

Q SFMNormalApprox3.xpl
d.) Als letzte Moglichkeit wollen wir hier noch die Taylorreihenzerlegung angeben:

1 1 y3 y5 y7
(D ~ _ _ — .« o e —
W) ~ 5+ 75 (y 11213 T 21225 31297
1 1 oo 2n+1
T 3 S [ A
2\ or nl2n(2n + 1)

n=0

Mit Hilfe dieser Reihe kann die Normalverteilung beliebig genau angenédhert werden, wobei
natiirlich mit der Genauigkeit auch die Anzahl der benétigten Summanden und somit der
arithmetischen Operationen steigt. Q SFMNormalApprox4.xpl

Ein Vergleich aller vier Naherungsformeln ist in der Tabelle 6.1 enthalten. Die Taylorreihe
wurde beim ersten Summanden, der betragsméiBig kleiner als 107° ist, abgebrochen. Die letzte
Spalte gibt dabei die Nummer des letzten Summanden an.

Die Tabelle 6.2 zeigt den Optionspreis, der mit Hilfe der Formel (6.24) fiir eine konkrete
européische Kaufoption auf der Grundlage verschiedener Approximationen der Normalver-
teilung berechnet wurde.

6.3. Risikomanagement mit Hedge-Strategien

Das Handeln mit Optionen ist wegen der starken zufélligen Komponente mit einem ver-
gleichsweise hohen Risiko verbunden. Fortgeschrittene Strategien zur Verringerung und Kon-
trolle dieses Risikos konnen aus der Black-Scholes-Formel (6.24) abgeleitet werden. Um die
Problematik zu verdeutlichen, betrachten wir zuerst ein Beispiel und einige traditionelle
Strategien.
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T norm-a norm-b norm-c norm-d iter
1.0000 0.8413517179 0.8413447362 0.8413516627 0.8413441191 6
1.1000 0.8643435425 0.8643338948 0.8643375717 0.8643341004 7
1.2000 0.8849409364 0.8849302650 0.8849298369 0.8849309179 7
1.3000 0.9032095757 0.9031994476 0.9031951398 0.9031993341 8
1.4000 0.9192515822 0.9192432862 0.9192361959 0.9192427095 8
1.5000 0.9331983332 0.9331927690 0.9331845052 0.9331930259 9
1.6000 0.9452030611 0.9452007087 0.9451929907 0.9452014728 9
1.7000 0.9554336171 0.9554345667 0.9554288709 0.9554342221 10
1.8000 0.9640657107 0.9640697332 0.9640670474 0.9640686479 10
1.9000 0.9712768696 0.9712835061 0.9712842148 0.9712839202 11
2.0000 0.9772412821 0.9772499371 0.9772538334 0.9772496294 12

Tabelle 6.1.: Verschiedene Approximationen der Normalverteilung

Aktienkurs S; 230.00 EUR/Aktie
Ausiibungskurs K 210.00 EUR/Aktie
Restlaufzeit 7 =T — ¢t 0.50000 a
stetiger Zinssatz r 0.04545
Volatilitat o 0.25000 p.a.
keine Dividende

norm-a  norm-b  norm-c norm-d
Optionspreise 30.74261 30.74158 30.74352 30.74176

Tabelle 6.2.: Bestimmung des européischen Callpreises mit verschiedenen Approximationen
der Normalverteilung @ SFMBSCoptl.xpl
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Aktueller Zeitpunkt ¢ 6 Wochen
Laufzeit T’ 26 Wochen
Restlaufzeit 7 =T — ¢t 20 Wochen = 0.3846 a
stetiger Jahreszinssatz r 5% p.a.
Jahresvolatilitit der Aktie o 20%
aktueller Aktienkurs S, 98 EUR
Ausiibungskurs K 100 EUR

Tabelle 6.3.: Daten des Beispiels
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BEISPIEL 6.1
FEine Bank verkauft fir 600000 EUR einen europdischen Call auf 100000 Stick einer divi-
dendenfreien Aktie. Die Parameter der Option sind in der Tabelle 6.3 dargestellt.

Die Black-Scholes-Formel (6.2/) mit b = r wegen der Dividendenfreiheit ergibt als Wert
der Option 480105 EUR, also rund 480000 EUR. Die Bank hat die Option um 120000
EUR teurer als ihren theoretischen Wert verkauft, setzt sich dafiir aber dem Risiko von
nennenswerten Verlusten aus.

Fine Risikomanagementstrategie ist es, nichts zu tun, d.h. eine ungedeckte Position (na-
ked position) einzunehmen. Wenn die Option nach 20 Wochen ausgetibt wird, muss die Bank
die Aktie zum dann aktuellen Kurs kaufen. Steigt der Kurs z.B. auf St = 120 FUR, so kostet
dies effektiv 100000 - (S — K) = 2000000 EUR, also deutlich mehr als die durch den Verkauf
der Option erzielten Einnahmen. Steigt andererseits der Kurs nicht iber den Ausiibungs-
kurs K, so wird die Option nicht ausgeiibt, und die Bank kann 600000 EUR als Gewinn
verbuchen. Q SFMBSCopt2.xpl

Das andere Extrem ist das Einnehmen einer gedeckten Position (covered position). Sofort
nach dem Verkauf der Option kauft die Bank die bei Ausiibung filligen Aktien zum Preis von
100000-S; = 9800000 EUR. Wird im Falle ST > K die Option ausgeiibt, so werden die Aktien
zum Preis von 100000 - K = 10000000 EUR geliefert. Da dies abgezinst auf den Zeitpunkt t
ungefihr dem urspringlichen Kaufpreis der Aktien entspricht, betrigt der Gewinn der Bank
in diesem Fall rund 600000 EUR, d.h. dem fiir den Verkauf der Option erzielten Betrag.
Fallt dagegen der Aktienkurs auf z.B. Sp = 80 EUR, so wird die Option nicht ausgeiibt. Die
Bank verliert aber aus dem Kursverlust der von thr gehaltenen Aktien rund 2000000 EUR,
also wieder wesentlich mehr als der fir die Option erzielte Erlos. Aus der Put-Call-Paritdit
fiir europdische Optionen (Satz 2.3) folgt ibrigens, dass das Risiko aus dem Verkauf eines
gedeckten Calls identisch zum Risitko aus dem Verkauf eines ungedeckten Puts ist.

Beide Risikomanagementstrategien sind unbefriedigend, da die Kosten sehr stark zwischen
0 und groffen Werten variieren. Nach Black-Scholes entstehen im Mittel Kosten von rund
480000 EUR, und ein perfekter Hedge sollte dafiir sorgen, dass der Einfluss des Zufalls
ausgeschaltet wird und genau diese Kosten entstehen.

Ein aufwendigeres Verfahren zum Hedgen, d.h. zum Beschrédnken des Risikos, das mit
dem Verkauf eines Calls verbunden ist, ist die Stop-Loss-Strategie : Die die Option heraus-
gebende Bank nimmt eine ungedeckte Position ein, solange der Aktienkurs unterhalb des
Ausiibungskurses ist (S; < K), und wechselt in eine gedeckte Position, sobald der Call im
Geld ist (S; > K).

Die beim Ausiiben der Option zu liefernden Aktien werden gekauft, sobald S; K {iber-
schreitet, und wieder abgestoflen, sobald .S; unter K fallt.

Da samtliche Kéufe und Verkdufe nach der Zeit 0 zum Kurs K getétigt wurden, und da
bei Filligkeit T" entweder keine Aktien gehalten werden (Sp < K) oder sie zum Kurs K an
den Besitzer des Calls abgegeben werden (St > K), fallen nach der Zeit 0 nominell keine
Kosten an.

Kosten entstehen durch diese Hedge-Strategie nur, wenn Sy > K ist, zur Zeit 0 also
Aktien zum Kurs Sy gekauft werden, die spéter zum Kurs K verduflert werden:

Kosten fiir Stop-Loss-Hedgen: max[Sy — K, 0].
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At (Wochen) 5 4 2 1 z :
L 1.02 093 0.82 0.77 0.76 0.76

Tabelle 6.4.: Leistung der Stop-Loss-Strategie

Dies liegt unter dem Black-Scholes-Preis C'(Sy, T'), so dass Arbitrage durch Verkaufen einer
Option und Hedgen mit der Stop-Loss-Strategie moglich wére. Bei dieser Argumentation
sind aber mehrere Dinge iibersehen worden:

e Kauf und Verkauf der Aktien verursachen Transaktionskosten,
e durch die Kapitalbindung beim Kauf von Aktien vor der Zeit T" entstehen Zinsverluste,

e praktisch sind Kéaufe und Verkdufe zum exakten Kurs K nicht méglich; bei steigendem
Kurs werden die Aktien fiir K + ¢ gekauft, bei fallendem Kurs fiir K — § verkauft fiir
ein 0 > 0.

Praktisch werden Kéufe und Verkédufe nur nach jeweils At Zeiteinheiten getétigt. Je grofier
At, desto grofler ist in der Regel 9, desto seltener fallen aber die Transaktionskosten an.

( ) hat in einer Monte Carlo-Studie mit M = 1000 simulierten Kursverldaufen unter-
sucht, wie gut sich die Stop-Loss-Strategie als Verfahren zur Verringerung des Risikos, das
mit der Ausgabe einer Kaufoption verbunden ist, eignet. In jedem Simulationslauf werden
die durch Stop-Loss-Verfahren verursachten Kosten A,,,m = 1,..., M, registriert und ihre
Stichprobenvarianz

1 & 1 <
A2 2 : § : 2
UA - M mZI(Am - M = A])

berechnet. Die Grofle des nach Anwendung des Stop-Loss-Hedgens verbleibenden Risikos
misst die zur Standardisierung durch den Preis des gehedgten Calls geteilte Stichproben-
standardabweichung
/@2
L= Y2
C(So,T)

Das Ergebnis zeigt Tabelle 6.4. Ein perfekter Hedge wiirde das Risiko, d.h. die Variabilitét
der Kosten, vollig ausschalten und hétte den Wert L = 0.

6.3.1. Delta-Hedgen

Zur Begrenzung des Risikos beim Optionshandel werden komplexere Hedge-Strategien als die
bisher betrachteten eingesetzt. Wir betrachten als Beispiel wieder den Verkauf eines Calls auf
Aktien. Zuerst wird versucht, den Wert des Portfolios iiber kleine Zeitintervalle hinweg un-
empfindlich gegen kleine Schwankungen des Kurses der der Option zugrunde liegenden Aktie
zu machen. Dies nennt man Delta-Hedgen. Anschlielend werden andere der ” Greek letters’
(Gamma, Theta, Vega, Rho) betrachtet, um die Feinabstimmung des Hedge-Portfolios zu
erreichen.
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Unter dem Delta oder der Hedge-Rate einer Kaufoption versteht man die Ableitung des
Opti.(_)nspreises nach dem Aktienkurs oder - als diskrete Version - den Differenzenquotienten
der Anderung AC' des Optionspreises bei Anderung AS des Aktienkurses:

Entsprechend ist das Delta anderer Anlageformen definiert. Die Aktie selbst hat den Wert
S, also A = 95/0S = 1. Ein Terminkontrakt auf eine dividendenfreie Aktie hat den Forward
Price V.= 5 — K - ¢7'" (siehe Satz 2.1) und daher ebenfalls A = 9V/0S = 1. Aktien und
Terminkontrakte sind daher in Delta-Hedge-Portfolios gegeneinander austauschbar. Letztere
werden wegen der niedrigeren Transaktionskosten vorgezogen, wenn sie verfiigbar sind.

BEISPIEL 6.2

Fine Bank verkauft Calls auf 2000 Aktien zum Preis von C = 10 EUR /Aktie bei einem Kurs
So = 100 EUR/Aktie. Das Delta des Calls sei A = 0.4. Zum Hedgen werden die verkauften
Calls im Portfolio durch Kauf von A - 2000 = 800 Aktien erginzt. Kleine Anderungen des
Optionswertes werden durch entsprechende Anderungen des Wertes der Aktien im Portfolio
ausgeglichen. Steigt der Aktienkurs um 1 EUR, d.h. der Wert der Aktien im Portfolio um
800 FEUR, so steigt der Optionswert eines Calls auf 1 Aktie um AC = A -AS = 0.4 FUR,
der Wert aller Calls im Portfolio also um 800 FUR, was einen Verlust fir den Verkdufer
des Calls darstellt. Gewinn und Verlust gleichen sich aus, da das Delta der Optionsposition
durch das Delta der Aktienposition ausgeglichen wird. Das Gesamtportfolio hat A = 0; die
Bank nimmt eine deltaneutrale Position ein.

Da das Delta von Optionen u.a. von Aktienkurs und Zeit abhéngt, bleibt eine del-
taneutrale Position nur kurzfristig erhalten. In der Praxis muss beim Delta-Hedgen das
Portfolio regelméflig den sich &ndernden Gegebenheiten angepasst werden. Dies nennt man
Rebalanzieren. Strategien zum Risikomanagement von Portfolios, die hdufiges Umschichten
beinhalten, sind als dynamisches Hedgen bekannt. Wir merken an, dass die Black-Scholes-
Differentialgleichung (6.3) mit Hilfe eines dynamischen Hedgeportfolios hergeleitet werden
kann, dessen Position durch kontinuierliches Umschichten deltaneutral gehalten wird. Dieser
Ansatz ist analog zur Betrachtung eines die Option duplizierenden Portfolios.

BEISPIEL 6.3

Der Kurs der dem obigen Call zugrunde liegenden Aktie steigt innerhalb einer Woche auf 110
EUR. Durch die verstrichene Zeit und den geinderten Kurs erhéht sich das Delta der Option
auf A = 0.5. Um erneut eine deltaneutrale Position zu erreichen, missen (0.5 —0.4)-2000 =
200 Aktien zum Portfolio hinzugekauft werden.

Aus den Black-Scholes-Formeln fiir den Wert européischer Calls und Puts auf dividendenfreie
Aktien ergibt sich als Delta:

A= oc _ Oy + o\/T) (6.27)
S
bzw. A = g—g = ®(y+ov1)—1,

wobei y wie in (6.25) definiert ist.
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Das Delta (6.27) ist in Abbildung 6.1 als Funktion von Aktienkurs und Laufzeit darge-
stellt. Fiir steigende Aktienkurse geht das Delta gegen Eins, fiir fallende gegen Null. Mit
anderen Worten, ist die Option sehr weit im Geld, so wird sie sehr wahrscheinlich am Lauf-
zeitende ausgeiibt werden, weshalb man als Stillhalter dieser Option zur Deckung des Risikos
die Aktie (oder einen sehr groflen Teil) halten sollte. Ist die Option andererseits sehr weit
aus dem Geld, so wird sie sehr wahrscheinlich nicht ausgeiibt werden, so dass man die Aktie
nicht (oder nur einen kleinen Teil) zu halten braucht.

(500,1.0,00) (150.0,0.1,00)

0.8
1250

750
(50.0,0.1,0.0)

Abbildung 6.1.: Das Delta als Funktion von Aktienkurs (rechte Achse) und Laufzeit (linke
Achse). @ SFMdelta.xpl

Weiterhin ist die Wahrscheinlichkeit p, dass eine Option aus dem Geld am Laufzeitende
ausgeilibt und eine Option im Geld nicht ausgeiibt wird grofler, je langer die Laufzeit ist. Das
erklart, weshalb das Delta fiir langere Laufzeiten flacher (linearer) wird.

Tabelle 6.5 nach ( ) zeigt in derselben Weise wie Tabelle 6.4 fiir die Stop-Loss-
Strategie die Leistung des Delta-Hedgens in Abhéngigkeit von den Abstéinden At zwischen
den Rebalanzierungen des Portfolios. Wenn At klein genug ist, wird das Risiko aus dem
Verkauf des Calls sehr gut eingegrenzt. Fiir At — 0 erhélt man als Grenzfall die der Ableitung
der Black-Scholes-Formel zugrunde liegende kontinuierliche Rebalanzierung und die perfekte
Ausschaltung des Risikos (L = 0).

Wegen der Linearitét der Ableitung ist das Delta A, eines Portfolios, das aus wy, ... , wy,
Stiick von Derivaten 1,... ,m mit Deltas Ay, ..., A,, besteht, einfach:

Ap = Z ’U]JA]
j=1
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At (Wochen) 5 4 2 1 3 :
L 043 0.39 0.26 0.19 0.14 0.09

Tabelle 6.5.: Leistung des Delta-Hedgens

BEISPIEL 6.4
FEin Portfolio aus verschiedenen USD-Optionen besteht aus

1. 200000 gekauften Calls (long position) mit Ausiibungskurs 1.70 EUR und Filligkeit in
4 Monaten. Das Delta einer auf einen einzelnen Dollar bezogenen Option ist A1 = 0.54.

2. 100000 verkaufte Calls (short position) mit Austibungskurs 1.75 EUR und Falligkeit in
6 Monaten mit einem Delta von Ay = 0.48.

3. 100000 verkauften Puts (short position) mit Ausibungskurs 1.75 EUR und Filligkeit
in 8 Monaten mit A3 = —0.51.

Das Delta des Portfolios ist (Wertsteigerungen verkaufter Optionen wirken sich negativ auf
den Wert des Portfolios aus):
A, = 200000 -A; — 100000 - Ay — 100000 - Ag

P

= 111000

Das Portfolio kann durch Verkauf von 111000 USD oder eines passenden Terminkontrakts
auf USD (beides mit A = 1) deltaneutral gemacht werden.

6.3.2. Gamma und Theta

Beim Delta-Hedgen wird der Optionspreis C' lokal durch eine im Aktienkurs S lineare Funk-
tion approximiert. Wenn die Zeit At bis zum néchsten Rebalanzieren des Portfolios nicht
sehr kurz ist, ist die Naherung unbefriedigend (vgl. Tabelle 6.5). Daher betrachtet man eine
feinere Approximation, d.h. die Taylor-Entwicklung von C' als Funktion von S und t:

2
AC =C(S+AS, t+At)—C(S,t):Z—?ASqL%—f-AtJF%%AS%ro(At)

Dabei ist (wie wir schon im Beweis von Satz 6.1 gesehen haben) AS von der GréBenordnung
VAt, und die in o(At) zusammengefassten Terme sind von kleinerer Gréfenordnung als At.
Vernachléssigt man alle Terme bis auf den ersten (von der Grofenordnung v/At), so erhélt
man die dem Delta-Hedgen zugrunde liegende Nédherung

AC~=A-AS

Beriicksichtigt man auch die Terme der Groéflenordnung At, so folgt

AC’%A-AS—F@-AIH—%FASZ
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wobei © = 9C/0t das Theta und T' = 9*C/9S? das Gamma der Option ist. © heiit auch
Zeitverfall (time decay) der Option. Fiir einen dividendenfreien Call erhélt man aus der
Black-Scholes-Formel (6.24):

O = —27 oy +ovT) —rKe " O(y)

und

I'= JS\/_ p(y+ovT) (6.28)

mit dem in (6.25) definierten y.

Das Gamma in (6.28) ist in Abbildung (6.2) geplottet als Funktion von Aktienkurs und
Laufzeit. Optionen, deren Deltas am sensitivsten auf Kursdnderungen reagieren, sind am
Geld und haben kurze Laufzeiten. Bei diesen Optionen sind also hédufige Umschichtungen
erforderlich, wenn man Delta—Hedgen betreibt.

Gamma

(50.0,1.0,0.0) 150.0,0.1,0.0)
08
1250

05 -

(500,0.1,00)

Abbildung 6.2.: Das Gamma als Funktion von Aktienkurs (rechte Achse) und Laufzeit (linke
Achse). @ SFMgamma.xpl

Beim Gamma-Hedgen geht man von einem bereits deltaneutralen Portfolio aus und ver-
sucht es, durch Hinzukauf oder Verkauf von Derivaten gammaneutral zu machen, d.h. I' =0
zu erreichen und den Wert des Portfolios noch stabiler gegen Anderungen des Aktienkurses
zu machen. Fiir das Gamma-Hedgen kann man allerdings weder Aktien noch Terminkontrak-
te benutzen, da beide konstantes A und daher I' = 0 haben. Andererseits ist dies auch von
Vorteil, da man diese Instrumente einsetzen kann, um ein bereits gammaneutrales Portfolio
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deltaneutral zu machen, ohne das Gamma zu &ndern. Zum Gamma-Hedgen einer Position
aus Optionen mit einem Gammawert I' kann man z.B. w Stiick einer in der Borse gehan-
delten Option mit einem Gamma von ['p einsetzen. Das Gamma des Portfolios ist dann
'+ wIl'p, also 0 fir w = —I"/Tp.

BEISPIEL 6.5

Ein Portfolio aus USD-Optionen und US-Dollars sei bereits deltaneutral mit I' = —150000.
An der Terminborse wird ein USD-Call mit Agp = 0.52 und I'g = 1.20 angeboten. Das
Portfolio wird durch Hinzufigen von —I'/T'g = 125000 dieser Calls gammaneutral. Sein A
ist danach aber 125000- Ag = 65000. Die Deltaneutralitit kann z.B. durch Verkauf von 65000

USD aus dem Portfolio wiedergestellt werden, ohne das Gamma zu dndern.

Im Gegensatz zur Entwicklung des Aktienkurses ist der Ablauf der Zeit deterministisch
und mit keinen risikosteigernden Unwigbarkeiten verbunden. Wenn A und I" beide 0 sind,
so dndert sich der Wert der Option (néherungsweise) risikofrei mit der Rate © = AC/At.
Der Parameter © ist fiir die meisten Optionen negativ; eine Option verliert an Wert, je ndher
der Filligkeitsterm riickt.

Aus der Black-Scholes-Gleichung (6.24) folgt fiir ein deltaneutrales Portfolio aus Aktien-
optionen

1
rV = @ + §U2SQF,

wobei V' der Wert des Portfolios ist. © und I" hédngen auf einfache Weise voneinander ab, so
dass © anstelle von I' zum Gamma-Hedgen eines deltaneutralen Portfolios benutzt werden
kann.

6.3.3. Rho und Vega

Der Black-Scholes-Ansatz geht davon aus, dass die Volatilitdt o konstant ist. Das Auftreten
von Smiles zeigt, dass diese Annahme in der Praxis nicht gerechtfertigt ist. Daher kann es
sinnvoll sein, den Wert eines Portfolios auch unempfindlich gegeniiber Anderungen der Vola-
tilitdt zu machen. Dabei benutzt man das Vega eines Portfolios (in der Literatur manchmal
auch Lambda oder Kappa genannt), das fiir z.B. einen Call definiert ist als V = %.

Aktien und Terminkontrakte haben V = 0, so dass man beim Vega-Hedgen wieder auf an
der Borse gehandelte Optionen zuriickgreifen muss. Da ein veganeutrales Portfolio nicht au-
tomatisch gammaneutral ist, muss man beim Hedgen zwei verschiedene Optionen einsetzen,
um gleichzeitig ¥V = 0 und I' = 0 zu erreichen.

Aus der Black-Scholes-Formel (6.24) mit dem dort definierten y ergibt sich als Vega eines
Calls auf eine dividendenfreie Aktie

V= SVTp(y + ovT). (6.29)

Da die Black-Scholes-Formel unter der Annahme konstanter Volatilitat hergeleitet worden
ist, ist es eigentlich nicht gerechtfertigt,  durch Ableiten von (6.24) nach ¢ zu berechnen.
Die obige Formel fiir V ist aber sehr &hnlich zu einer Gleichung fiir C'/do, die aus einem
allgemeineren Modell mit stochastischer Volatilitdt folgt, so dass sie ndherungsweise benutzt
werden kann.
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Das Vega in (6.29) ist in Abbildung 6.3 dargestellt als Funktion des Aktienkurses und der
Laufzeit. Optionen am Geld mit langer Laufzeit reagieren am sensitivsten auf Anderungen
der Volatilitét.

Abbildung 6.3.: Das Vega als Funktion von Aktienkurs (rechte Achse) und Laufzeit (linke
Achse). @ SFMvega.xpl

Schliefllich kann man das mit einem Call verbundene Risiko aufgrund von Zinsschwan-
kungen begrenzen, indem man das Rho der Option zum Hedgen benutzt:

e

=%

Fiir einen Call auf eine dividendenfreie Aktie ergibt sich aus (6.24)
p=KT1eD(y).

Bei Wahrungsoptionen miissen dabei neben den inléndischen auch die Zinsschwankungen im
Land der Fremdwahrung beriicksichtigt werden, so dass beim Rho-Hedgen zwei verschiedene
Werte py, po betrachtet werden.

6.3.4. Historische und implizierte Volatilitat

In den Black-Scholes-Formeln (6.22), (6.24) sind alle Optionsparameter bekannt mit Aus-
nahme der Volatilitdt o. In der Praxis schitzt man o aus vorhandenen Beobachtungen des
Aktienkurses oder der an der Borse notierten Preise dhnlicher Optionen.
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Die historische Volatilitat (historic volatility) ist ein Schétzer fiir o auf der Grundlage des
Schwankungsverhaltens der Aktie in der Vergangenheit. Sind z.B. Sy, ... , S, die Aktienkurse

zu den Zeitpunkten 0, At, 2At, ... ,nAt, so sind die logarithmierten relativen Zuwéchse
Sy
R, =1In , t=1,....n
S

unabhéngige identisch normalverteilte Zufallsgrofien, wenn man den Kurs S; als geometrische
Brownsche Bewegung modelliert. R; ist der Zuwachs Y; — Y; 1 des logarithmierten Aktien-
kurses Y; = In S;, der nach Abschnitt 5.4 ein Wiener-Prozess mit Varianzrate o2 ist, iiber
ein Zeitintervall der Lange At. Die Varianz von R, ist daher

v=var(R;) = o® - At.

Ein guter Schétzer fiir var R, ist die Stichprobenvarianz
n

= — > (R — R,)

-1
" t=1

wobei R,, = % > i, Ry das Stichprobenmittel ist. ¢ ist erwartungstreu, d.h. E[0] = v, und
die Zufallsgrofe

A

(n—1)-

hat eine bekannte Verteilung, eine 2 _,-Verteilung (Chi-Quadrat mit n — 1 Freiheitsgraden).
Daraus folgt insbesondere, dass der mittlere relative quadratische Schétzfehler von ©

S5 () -

ist. Da v = 02At, erhdlt man auf der Basis der historischen Aktienkurse Sy,...,S, als
Schétzer fiir die Volatilitat o

& = \/0/At.

Durch Taylorentwicklung der Wurzel und mit den bekannten GréBen E[0] und Var(2) folgt,
dass ¢ erwartungstreu bis auf Terme der Gréflenordnung % ist:

1
E6:U+O(—) ,
n

und dass der mittlere relative quadratische Schétzfehler von & bis auf Terme kleinerer
GroBenordnung als % gegeben ist durch

E(&;U)2:2win*o(%)'

Mit dieser Beziehung lasst sich die Zuverldssigkeit des Schétzers ¢ beurteilen.

Wahl der Stichprobenparameter:

79



a) Als Ausgangsdaten werden meist Tagesschlusskurse Sy, ..., S, betrachtet. At ent-
spricht einem Tag bezogen auf 1 Jahr, da ¢ in der Regel die Jahresvolatilitit ist.
Fiir Kalendertage wire also At = %. Fiir Wochenenden und Feiertage liegen aller-
dings keine Kurse vor. Die folgende, empirisch begriindete Argumentation legt aber
nahe, Wochenenden und Feiertage einfach zu ignorieren: Wiirde sich der Kursprozess
iiber das Wochenende genauso entwickeln wie unter der Woche, auch wenn er nicht
beobachtet wird, so miisste die Standardabweichung der Kursdnderung zwischen Frei-
tag und Montag das Dreifache der Standardabweichung der Kursdnderung zwischen
zwei Werktagen, z.B. Montag und Dienstag, betragen. Dies folgt aus der Beobachtung,
dass fiir den Wiener-Prozess Y; = In S; die Standardabweichung der Anderung Yiis—Y:
gerade o -9 ist. Empirische Untersuchungen der Aktienmérkte haben aber gezeigt, dass
das Verhéltnis der Standardabweichungen nur wenig grofler als 1 und auf jeden Fall
deutlich kleiner als 3 ist . Die Volatilitét sinkt also iiber das Wochenende, woraus man
schliefen kann, dass der Handel selbst die Volatilitdt erhoht und sie nicht nur durch
externe Wirtschaftsentwicklungen bestimmt ist. Beim Schétzen der Volatilitit ist es
daher ratsam, nur Handelstage zu betrachten, an denen Kursnotierungen vorliegen.

Ublicherweise rechnet man mit 252 Handelstagen pro Jahr, so dass At = ﬁ

b) ¢ wird theoretisch immer zuverlédssiger, je grofer n. In der Praxis ist die Volatilitét
aber iiber langere Zeitrdume nicht konstant, so dass lange zuriickliegende Kurse we-
nig aussagekraftig fiir das gegenwértige o sind. Als Kompromiss benutzt man oft die
Schlusskurse der letzten 90 oder 180 Tage. Manche Autoren empfehlen auch, um die-
selbe Zeitspanne in die Vergangenheit zuriickzugehen, in der man die Volatilitét in der
Zukunft benutzen will, also z.B. Kurse der Handelstage aus den letzten 9 Monaten zu
benutzen, wenn der Wert eines Calls mit Laufzeit 9 Monaten berechnet werden soll.

Die implizierte Volatilitit (implied volatility - im deutschen Sprachgebrauch auch implizite
Volatilitit genannt ) einer Option wird nicht aus den Aktienkursen, sondern aus den an
der Terminborse notierten Optionen auf dieselbe Aktie berechnet. Betrachtet man einen
européischen Call auf eine dividendenfreie Aktie (d = 0, b = r), der an der Borse mit Cg
notiert wird, so ist seine implizierte Volatilitdt o; die Losung der Gleichung

S®(y+oV7)—eTK ®(y) =Cp

: 1 S 1,
mit y = e {In % + (r — 501)7'}.

oy ist derjenige Wert der Volatilitdt o, fiir den der nach der Black-Scholes-Formel (6.24)
berechnete Optionswert C(S,7) mit dem beobachteten Marktwert iibereinstimmt. o ist
implizit als Losung der obigen Gleichung definiert und muss numerisch bestimmt werden,
da die Gleichung sich nicht nach o auflsen lasst.

Die implizierte Volatilitdt kann benutzt werden, um sich einen Eindruck iiber die Ein-
schitzung des Marktes hinsichtlich der Volatilitéit einer Aktie zu verschaffen. Man kann die
implizierten Volatilitdten aus (hinsichtlich Restlaufzeit 7 und Ausiibungskurs K') verschie-
denen Optionen auf dieselbe Aktie auch zu einem Schétzer von ¢ kombinieren. Dabei sollte
man durch Gewichte die Stédrke der Abhéngigkeit des Optionspreises von der Volatilitit
beriicksichtigen.
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BEISPIEL 6.6

Zwei, Optionen auf eine Aktie werden gehandelt. Eine von thnen ist am Geld und hat als im-
plizierte Volatilitit oy = 0.25; die andere ist weit im Geld und hat die implizierte Volatilitit
o = 0.21. Am Geld ist die Abhdngigkeit zwischen Optionspreis und Volatilitit besonders
stark, so dass der Marktpreis der ersten Option mehr Information tber das o der Aktie
enthdlt und op eine zuverldssigere Approximation von o ist. In der Kombination der beiden
implizierten Volatilitdten zu einem Schitzer & fiir o sollte oy ein grifferes Gewicht erhalten,
2.B.

o= 0.8'0[1 +0.2-0'[2.

Andere Autoren empfehlen, & = o, zu setzen, wobei o, die implizierte Volatilitdt derjeni-
gen Option auf die Aktie ist, deren Wert am empfindlichsten auf Anderungen von o reagiert,
d.h. der Option mit dem betragsgrifiten Vega = 0C /Do .

Soll die Methode risiko-neutraler Bewertung angewandt werden (vgl.

( )), muss das Maf derart transformiert werden, dass der resultierende Preisprozefl ein
Martingal ist. Dies garantiert die Abwesenheit von Arbitragemdoglichkeiten (siehe

( )). Bei unvollstandigen Mérkten gibt es jedoch eine Vielzahl solcher Trans-
formationen (siehe ( )). Im Gegensatz zu vollstandigen Mérkten
kann der Handler bei unvollstandigen Méarkten kein selbstfinanzierendes Portfolio aufbauen,
das die Auszahlung der Option exakt repliziert. Daher ist das Hedgen nicht vollkommen
risikolos, und Optionspreise hédngen infolgedessen von den Risikopréferenzen ab. Es sollte an
dieser Stelle betont werden, dass das Fehlen einer perfekten Hedge-Strategie in der Praxis
von eminenter Bedeutung ist.

6.4. Literaturhinweise

Die beiden klassischen Arbeiten ( ) und ( ), die die mo-
derne Theorie der Derivatebewertung begriindet haben, sind auch heute noch lesenswert.
Eine wie das vorliegende Buch ohne Martingaltheorie auskommende, aber ausfiihrlichere
Einfiihrung in die Mathematik der Finanzderivate bieten

( ). Zwei einflussreiche Arbeiten zur modernen Finanzmathematik, die tieferliegende
Resultate aus der Theorie stochastischer Prozesse benutzt, sind ( )
und ( ). Eine tibersichtliche Diskussion der mathematischen
Grundlagen der Arbitragefreiheit findet man bei ( ).
( ) und ( ) geben eine kompakte Einfiihrung in die moderne Fi-
nanzmathematik. Einen fiir mathematisch vorgebildete Leser gut lesbaren Einstieg in die
tieferliegende martingalbasierte Theorie der Derivatebewertung bieten die Biicher von

( ) und ( ). In ( ) stehen die mit dem Hedgen und
Optimieren von Portfolios verbundenen Probleme im Vordergrund.
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7. Das Binomialmodell fiir europaische
Optionen

Bei vielen Optionen wie schon bei einfachen amerikanischen Optionen sind die Randbedin-
gungen der Black-Scholes-Differentialgleichung so komplex, dass es keine analytische Losung
mehr gibt. Daher muss man sich mit der numerischen Berechnung des Optionspreises zu-
frieden geben. Am bekanntesten sind dabei Methoden, die den Aktienkurs durch einen sto-
chastischen Prozess in diskreter Zeit approximieren oder ihn - wie beim Ansatz von Cox,
Ross und Rubinstein - gleich als solchen modellieren. Dabei wird zunéchst die Laufzeit T
der Option in n dquidistante Zeitschritte zerlegt mit der Lénge

T
At = —.
n

Wir betrachten nur noch die diskreten Zeitpunkte
tj=7At, j=0,..,n.

Mit S; bezeichnen wir den Kurs zur Zeit ¢;. Gleichzeitig diskretisieren wir auch den Wertebe-
reich des Kursprozesses, so dass der Kurs zu jedem festen Zeitpunkt ¢; nur noch endlich viele
Werte Sj’»g .k =1,...,m;, annehmen kann, wobei j den Zeitpunkt und k& den Wert des Kurses
reprasentiert. Hat der Kurs zur Zeit t; den Wert Sf, so kann er im néchsten Zeitschritt in
einen von mj;; neuen Zustédnden SJZ- 410 L =1,...,m;, springen. Die Wahrscheinlichkeiten
dafiir nennen wir pil: '
Py = P(Sji1 =S58 = S5),
wobei

mj1

doph=1 0<p <1
=1

Wenn wir den Kurs zum gerade aktuellen Zeitpunkt kennen, konnen wir einen Baum mégli-
cher Kurse bis hin zu einem gewiinschten Zeitpunkt (z.B. dem Verfallsdatum T = ¢,,) be-
stimmen. Einen solchen Baum nennt man auch Kursbaum. Ist fiir den Endzeitpunkt ¢,, des
Kursbaumes der Optionspreis bekannt (z.B. durch den inneren Wert der Option), so lésst
sich der Wert der Option zum Zeitpunkt ¢,_; (entsprechend (6.23)) als abgezinster beding-
ter Erwartungswert der zugehorigen Optionspreise des Zeitpunkts ¢, gegeben den Kurs zum
Zeitpunkt t,,_; bestimmen:

V(Ss—btnfl) = eirAtE{VQSm tn) | Sn1 = S]rf—l} = e ZPZ;1V<S7Z17 tn)- (7.1)
=1
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V(S,t) bezeichnet hier wieder den Wert einer Option zur Zeit ¢, wenn der Kurs des zu-
grundeliegenden Objekts gerade den Wert S hat. Diesen Prozess kann man fiir alle weiteren
Zeitschritte t;, 7 = n —2,n — 3,...,0, fortsetzen und so nidherungsweise die Preise bis hin
zum Anfangszeitpunkt ¢ = 0 berechnen.

7.1. Der Cox-Ross-Rubinstein-Ansatz zur
Optionsbewertung

Wir betrachten als einfachstes Beispiel den Ansatz von Cox, Ross und Rubinstein (CRR)
zur Optionsbewertung, der auf der Annahme eines Binomialmodells beruht und der sich
als numerisches Verfahren zur Losung der Black-Scholes-Gleichung interpretieren lasst. Wir
beschrinken uns auf europiische Optionen und nehmen vorerst an, dass das der Option
zugrundeliegende Objekt wiahrend der Laufzeit keine Dividenden abwirft. Wir diskretisieren
wieder die Zeit und betrachten nur die Zeitpunkte to = 0,t; = At, ty = 2At, ..., t, =nAt =T
mit At = % Das Binomialmodell geht davon aus, dass der Kursprozess in diskreter Zeit S
eine geometrische Irrfahrt ist (vgl. Kapitel 4), d.h. das diskrete Analogon zur geometrischen
Brownschen Bewegung. Charakteristisch fiir dieses Modell ist es, dass der Kurs sich zu jedem
Zeitpunkt nur in eine von zwei moglichen Richtungen bewegen kann:

e entweder bewegt sich der Kurs mit einer Wahrscheinlichkeit p und einer Anderungsrate
w in die eine Richtung (z.B. nach oben),

e oder er bewegt sich mit der Wahrscheinlichkeit ¢ und der Anderungsrate d in die andere
Richtung (z.B. nach unten).

Mit der oben eingefiihrten allgemeinen Notation kann der Kursprozess ausgehend von einem
Wert SJ’? zur Zeit ¢; im nédchsten Zeitschritt zur Zeit t;,; nur die beiden Werte u - SJ"-C und
d- SjlC erreichen, und die Wahrscheinlichkeiten dafiir sind p bzw. ¢ unabhéngig von j. Alle

anderen Wahrscheinlichkeiten p7, fiir Sty #u-SFund # d - S¥ haben den Wert 0.

Um die Losung der Black-Scholes-Differentialgleichung mit dem Cox-Ross-Rubinstein-
Ansatz zu approximieren, miissen die Wahrscheinlichkeiten p, ¢ und die Anderungsraten u, d
so gew#hlt werden, dass im Grenzfall At — 0 eine geometrische Brownsche Bewegung ent-
steht, d.h. gem#B den Uberlegungen im Anschluss an (6.22) muB die bedingte Verteilung von
In S;41 gegeben S; asymptotisch eine Normalverteilung mit dem Mittelwert In S;4(b— %O’Q)At
und der Varianz oAt sein. Die exakte bedingte Verteilung von In S;;; gegeben S; ist auf
die beiden Werte In(u-S;),In(d - S;) mit den Wahrscheinlichkeitsgewichten p, ¢ konzentriert.
Wir wahlen die Parameter der geometrischen Irrfahrt so, dass die exakten bedingten Erwar-
tungswerte und Varianzen mit ihren asymptotischen Werten fiir At — 0 iibereinstimmen.
Berticksichtigt man zusétzlich, dass sich die beiden Wahrscheinlichkeiten p, ¢ zu 1 aufsum-
mieren miissen, erhalten wir drei Gleichungen fiir die insgesamt vier Parameter p, ¢, u, d:

ptq = 1,
E=ph(u-S;)+qln(d-S;) = In(S;)+ (b— 102)Az€,

2
p{ln(u-S;) —E}* +¢{ln(d- S;) —E}* = o°At.
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Wegen der ersten Gleichung hebt sich der aktuelle Kurswert S; in den beiden anderen Glei-
chungen weg. Setzen wir ¢ = 1 — p in die anderen Gleichungen ein, so bleiben nach einigen
Umformungen noch zwei Gleichungen mit drei Unbekannten iibrig:

1
pln(%)ﬂnd = (b—50")At,

(1 —p)p{ln (%)}2 = oAt

Zur eindeutigen Losung dieses nichtlinearen Gleichungssystems kénnen wir eine zusétzliche
Bedingung einfithren. Wir fordern
u-d=1,

d.h. wenn der Kurs sich direkt hintereinander einmal nach oben und einmal nach unten
bewegt, gelangt er nach den zwei Zeitschritten wieder zum Ausgangswert zuriick. Diese
Rekombinationseigenschaft ist nicht nur intuitiv ansprechend, sondern sie vereinfacht den
Kursbaum betréchtlich. Zur Zeit ¢; gibt es dann nur noch m; = j + 1 mogliche Werte fiir
den Kurs S; zur Zeit ¢;, und zwar ausgehend von dem Startwert Sy zur Zeit ¢, = 0 nur die
Werte

Sk =Sutd ", k=0,....],

denn es gilt jeweils S/ = u - S¥ und SF,, = S%/u. Im allgemeinen Fall kiimen m; = 2j

Werte in Frage, da dann die Reihenfolge der Aufwéarts- und Abwértsbewegungen und nicht
nur ihre Anzahl den Zielzustand bestimmen.

Durch Lésen der nun insgesamt drei Gleichungen fiir p, u, d folgt ndherungsweise durch
Vernachléssigen von Termen, die klein gegeniiber At sind:

1 1 1 , VAL 1
S (b— o)t — VAL = 7.2
=gt o— 5o S w= eV a= (72)
Abkiirzend schreiben wir VF = V/(S¥, ¢;) fiir den Optionswert zur Zeit t;, wenn der Kurs S; =
S]’? ist. Analog zu Gleichung (7.1) erhalten wir den Optionswert zur Zeit ¢; als abgezinsten
bedingten Erwartungswert des Optionswertes zur Zeit ¢;1:

Vi = e VI + (1= )V (7.3)
Am Ende der Laufzeit zur Zeit T = t, ist der Optionspreis bekannt. Im Fall eines eu-
ropaischen Calls haben wir zum Beispiel

VF = max{0,S* - K}, k=0,...,n. (7.4)

Davon ausgehend kann man mit der Rekursion (7.3) sukzessive alle Optionswerte V]"C k=
0,....5, 7=n—1,n—2,...,0, bestimmen.

BEISPIEL 7.1

Ein Beispiel fiir eine Kaufoption ist in Tabelle 7.1 dargestellt. Zuerst werden die innerhalb
der 5 Zeitschritte erreichbaren Kurse berechnet. Mit At = 7/n = 0.1 erhalten wir aus (7.2)
u = 1.0823. Ausgehend von dem aktuellen Kurs Sy = 230 kann der Aktienkurs Sy sich somit
nach einem Zeitschritt in S} = uSy = 248.92 oder in SY = Sy/u = 212.52 befinden. Im
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zweiten Zeitschritt erreichen wir von Sy = S{ aus die beiden Werte S3 = uS; = 269.40
und Sy = Si/u = 230, von Sy = SY dementsprechend die beiden Werte Si = 230 und
S9 = 196.36 usw. Am Ende der Laufzeit kann der Kurs S5 mach 5 Schritten die 6 Werte
S2 =ubSy = 341.51, 5§ = u*Sy = 291.56, ..., SY = Sy /u® = 154.90 annehmen.

Nachdem die im Kursbaum vertretenen Kurswerte feststehen, berechnen wir mit (7.4) die
Optionswerte am Ende der Laufzeit, z.B. V3@ = V(S3,t5) = S — K = 81.561 oder V' = 0,
da S = 181.44 < K. Aus (7.2) erhalten wir p = 0.50898, da die Bestandshaltekosten b im
dividendenfreien Fall mit dem Zinssatz v zusammenfallen. Ausgehend von den Callwerten
am Ende berechnen wir jetzt rekursiv mit (7.3) die Werte des Calls zu friheren Zeitpunkten
im Kursbaum. Mit Vi* = 81.561,V;® = 38.921 erhalten wir durch FEinsetzen der bekannten
Werte von p,r, At den Callwert V3 = 60.349 zur Zeit ty = 0.4a, der einem Aktienkurs
Sy = 53 = 269.40 entspricht. Analog ergibt sich der Optionswert V) = 30.378 zum aktuellen
Zeitpunkt ty = 0 und zum aktuellen Kurs So = 230 mit (7.3) aus den beiden Werte V! =
44.328, V¥ = 16.200.

Fiir 5 Zeitschritte ist 30.378 nur eine grobe Ndherung an den tatsdchlichen Wert des
Calls. Vergleicht man allerdings die Black-Scholes-Losung (6.24) dieses Beispiels mit dem
Ergebnis des Cox-Ross-Rubinstein-Verfahrens fiir unterschiedliche Anzahlen von Zeitschrit-
ten n, so sieht man, dass die numerische Losung mit Hilfe des Binomialmodells mit wach-
sendem n gegen die Black-Scholes-Lisung konvergiert (Tabelle 7.2).

aktueller Aktienkurs S, 230.00
Ausiibungskurs K 210.00
Restlaufzeit 7 0.50 a
Volatilitat o 0.25 p.a.
Zinssatz r 0.04545
Dividende keine
Schritte 5
Optionstyp europ. Call
Kurse Optionspreise
341.50558 131.506
315.54682 106.497
291.56126 83.457 81.561
269.39890 62.237 60.349
248.92117 44.328 40.818 38.921
230.00000 | 30.378 26.175 20.951
212.51708 16.200 11.238 2.517
196.36309 6.010 1.275
181.43700 0.646 0.000
167.64549 0.000
154.90230 0.000
Zeit, 0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50

Tabelle 7.1.: Entwicklung der Optionspreise (keine Dividenden)

Q SFMBiTreel.xpl
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Schritte 5 10 20 50 100 150 Black-Scholes
Optionswert | 30.378 30.817 30.724 30.751 30.769 30.740 30.741

Tabelle 7.2.: Konvergenz des Binomial-Optionspreises gegen den Black-Scholes-Preis

Wenn wihrend der Laufzeit der Option stetige Dividendenertrdge mit der Rate d an-
fallen, so dndert sich das numerische Verfahren zur Preisbestimmung nicht. Es reicht, die
Bestandshaltekosten b = r durch b = r — d zu ersetzen. Dividendenzahlungen zu diskreten
Zeitpunkten erfordern allerdings gréflere Modifikationen bei der rekursiven Berechnung des
Optionspreises, die wir im folgenden Abschnitt diskutieren.

BEISPIEL 7.2

Wir betrachten einen Call auf US-Dollar mit einer Restlaufzeit von 4 Monaten, d.h. 7 =
1/3 Jahr, einem Kurs von S=1.50 EUR/USD und K=1.50 EUR/USD. Als Rate fiir den
stetigen Dividendenertrag, der dem US-Zins entspricht, nehmen wir 1% an. Der inlindische
Zinssatz r soll 9% betragen. Die Bestandshaltekosten als Differenz zwischen Inlands- und
Auslandszins haben damit die Rate b = r — d = 8%. Die Optionspreise, die wir mit Hilfe
des Binomialmodells genauso wie im vorherigen Beispiel erhalten, sind in der Tabelle 7.3
dargestellt.

7.2. Diskrete Dividendenertrige

Werden zu wenigen festen Zeitpunkten Dividenden gezahlt, so édndert sich der Kursbaum.
Dabei miissen wir zwischen den beiden Féllen unterscheiden, dass die Dividende als fester
Prozentsatz des aktuellen Kurses bzw. als vom Kurs unabhéngiger Festbetrag gezahlt wird.
Wir beschrianken uns auf den Fall, dass nur einmal wihrend der Laufzeit eine Dividende
anfillt, und zwar zur Zeit t*,0 < t* < T. Ertrige, die an mehreren Zeitpunkten anfallen,
lassen sich analog beriicksichtigen. Als das der Option zugrundeliegende Objekt betrachten
wir eine Aktie.

Wir nutzen aus, dass wegen der Arbitragefreiheit der Kurs im Augenblick der Dividen-
denausschiittung um den gezahlten Dividendenbetrag nach unten springt. Dies sieht man
mit folgendem Argument: Wir erwerben zur Zeit ¢* — dt unmittelbar vor Dividendenzahlung
die Aktie, streichen die Dividende in der Hohe D ein und verkaufen die Aktie umgehend zur
Zeit t* 4 dt wieder. Dabei machen wir den Gewinn D + Sy g — S g, der fiir dt — 0 nur
dann nicht risikolos von 0 verschieden ist, wenn S; zur Zeit t* um D nach unten springt.

7.2.1. Dividenden als Prozentsatz des Aktienkurses

Nach Diskretisierung der Zeit liege t* im i-ten Zeitintervall, d.h. ¢;_; < t* < ;. Die dann
zur Zeit t; gezahlte Dividende sei ein fester Prozentsatz ¢ des Aktienkurses, hat also den
Betrag 6.5;. Sie hat den Effekt, dass der Kurs zur Zeit ¢; um den Dividendenbetrag niedriger
liegt als ohne die Dividendenzahlung. Entsprechend &ndern sich auch alle Kurse nach der
Zeit t;. Im Kursbaum werden daher alle Kurswerte SJ’?, j > i, mit dem Faktor (1 — §)
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aktueller EUR/USD-Kurs S; 1.50

Ausiibungskurs K 1.50
Restlaufzeit 7 0.33 a
Volatilitéat o 0.20 p.a.
Zinssatz r 0.09
stetige Dividende d 0.01
Schritte 6
Optionstyp europ. Call
Kurse Optionspreise
1.99034 0.490
1.89869 0.405
1.81127 0.324 0.311
1.72786 0.247 0.234
1.64830 0.180 0.161 0.148
1.57240 0.127 0.105 0.079
1.50000 | 0.087 0.067 0.042 0.000
1.43093 0.041 0.022 0.000
1.36504 0.012 0.000 0.000
1.30219 0.000 0.000
1.24223 0.000 0.000
1.18503 0.000
1.13046 0.000
Zeit | 0.00 | 0.06 | 0.11| 0.17] 0.22| 0.28 | 0.33

Tabelle 7.3.: Entwicklung der Optionspreise (mit stetigen Dividenden)

Q SFMBiTree2.xpl

multipliziert. Nach dieser Korrektur werden die Optionswerte wie im dividendenfreien Fall
durch Riickwartsrekursion bestimmt.

BEISPIEL 7.3

Als Beispiel betrachten wir eine Kaufoption mit Dividendenzahlung von 6 = 1% des Ak-
tienkurses zum Zeitpunkt 0.15. Abgesehen davon entsprechen die Parameter des Beispiels
exakt denen in Tabelle 7.1. Die Ergebnisse sind in der Tabelle 7./ dargestellt. Zuerst wird
die Dividende ignoriert und der Kursbaum wie in Tabelle 7.1 erstellt. Danach werden alle
Kurse ab Ausschiittung der Dividende, d.h. ab dem Zeitpunkt to = 0.2 (bei 5 betrachteten
Unterteilungen des Zeitintervalls 0 < t < 0.5), mit dem Faktor (1 — 0) multipliziert. Die
Zahlen in Klammern in Tabelle 7.1 entsprechen diesen dividendenbereinigten Kursen, d.h.
SJ’?, j<i=2bzw. 0.99-5}“, j > 1= 2. Dadurch dandern sich nach (7.4) die Optionswerte am
Ende der Laufzeit entsprechend, 2.B. zu Vit = V(0.99 - S4,t5) = 0.99 - 291.56 — K = 78.646.
Nachdem die Randwerte V2, ..., VY feststehen, werden die fritheren Optionswerte wieder mit
(7.2) berechnet. Dabei ist zu beachten, dass VJ’“ nicht der dem Kurs S]’?, sondern der dem
Kurs 0.99 - SJ’»C entsprechende Callpreis ist, wenn j > 2, d.h. t; > t*. Der aktuelle Zeitpunkt
to = 0 < t* = 0.15 ist davon nicht betroffen, d.h. V) = 28.384 ist der aktuelle Preis des Calls

88


http://www.quantlet.de/codes/sfm/SFMBiTree2.html

bei aktuellem Kurs Sy = 230.

aktueller Aktienkurs .S; 230.00

Ausiibungskurs K 210.00

Restlaufzeit 7 0.50 a

Volatilitat o 0.25 p.a.

Zinssatz r 0.04545

diskrete Dividende o 0.01

Ausschiittungstermin t* 0.15 a

Schritte 5

Optionstyp europ. Call

Kurse Optionspreise

341.50558 128.091
315.54682 103.341 | (338.09)
291.56126 80.542 | (312.39) 78.646
269.39890 59.543 | (288.65) 57.655 | (288.65)
248.92117 41.942 | (266.70) 38.329 | (266.70) 36.432

230.00000 | 28.384 | (248.92) | 24.087 | (246.43) | 18.651 | (246.43)
212.51708 | (230.00) | 14.592 | (227.70) |  9.547 | (227.70) |  0.392

196.36309 (212.52) | 4.886 | (210.39) |  0.199 | (210.39)
181.43700 (194.40) | 0.101 | (194.40) |  0.000
167.64549 (179.62) | 0.000 | (179.62)
154.90230 (165.97) | 0.000
(153.35)

Zeit 0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50
Dividende 1.00 1.00 0.99 0.99 0.99 0.99

Tabelle 7.4.: Entwicklung der Optionspreise (Dividenden als fester Prozentsatz des Aktien-
kurses)

Q SFMBiTree3.xpl

7.2.2. Dividenden als feste Betrdge

Wir nehmen jetzt an, dass zum vorher bekannten Zeitpunkt ¢* ein fester Betrag (z.B. 5.00
EUR) gezahlt wird. Der Kurs springt jetzt um einen kursunabhéngigen Betrag nach unten,
was zur Folge hat, dass eine Auf- und sofortige Abwartsbewegung des Kurses nicht mehr auf
den Ausgangszustand zuriickfithrt. Dadurch spaltet sich der Kursbaum auf. Diese Tatsache
kann man sich an einem einfachen Beispiel veranschaulichen. Angenommen zum Zeitpunkt
t*, t1 < t* <ty < T, wird eine feste Dividende D gezahlt. Der Kursbaum fiir diesen Fall ist
in der Abbildung 7.1 dargestellt. Vor Ausschiittung der Dividende zur Zeit ¢; entsprechen die
Knoten des Kurshaumes den moglichen Aktienkursen uSy und Sp/u. Nach der Dividenden-
ausschiittung sind die moglichen Kurswerte zur Zeit to : u2Sy— D, Sy— D und Sy /u?— D. Von
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diesen 3 Werten ausgehend erreicht der Kursbaum im néchsten Schritt zur Zeit t3 6 mogliche
Werte, zur Zeit t; 9 Werte usw. Der Kursbaum wird im weiteren Verlauf sehr uniibersichtlich
und ist fiir praktische Rechnungen wenig geeignet. Um dieses Problem zu umgehen, nutzen
wir aus, dass die Dividende in diesem Fall kursunabhéngig und damit nicht mehr zuféllig
ist. Wir zerlegen den Kurs S; in eine zuféllige und eine deterministische Komponente:

Sj :§j+Dj,

D; ist dabei der aktuelle Barwert der Dividendenzahlung, d.h. vor Dividendenausschiittung
der auf den Zeitpunkt ¢; < t* abgezinste Betrag D und nach der Ausschiittung 0:

D, - { De "W =) fiir t; < t¥,

0 fiir < t;. (7.5)

Insbesondere gilt am Ende der Laufzeit D,, = 0 und S,, = gn

Zur Berechnung des Optionspreises erzeugen wir zunéchst einen Kursbaum der zufallsabhingi-
gen Kurskomponente S;, der im Anfangszustand Sy = Sy — Dy beginnt. Von dem Filligkeit-
stermin 1" = t,, ausgehend erhalten wir:

Vi1 = e "M E[max(0, S, — K)|S,_1]

Die weiteren Optionspreise ergeben sich dann wie im dividendenfreien Fall als

Vi = e "ME[V]S;4].

Die eigentlichen Optionspreise stimmen dann mit den so berechneten Werten \7]’“ iiberein,
entsprechen aber nicht einem Kurs von S Jk , sondern dem tatséchlichen Aktienkurs

k _ gk

(u?Sy — D)
(So — D)

(So/u* — D)

n
I
N
S
S
|
S 9
S~ —
S

to t1 ta t3

Abbildung 7.1.: Entwicklung des Kursbaumes bei festen Dividendenbetréigen.

BEISPIEL 7.4

Wir betrachten ein Beispiel, bei dem zu zwei Zeitpunkten t7 = 0.25 und t5 = 0.75 jeweils
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eine Dividende in Hohe von DY = D@ = 1.00 EUR ausgeschiittet wird. Die Parame-
ter und Ergebnisse des Beispieles sind in der Tabelle 7.5 dargestellt. Zuerst wird nach
Gleichung (7.5) der gesamte, auf den Zeitpunkt t; abgezinste Dividendenwert berechnet:
D; = DWerti=t) 4 D@erta=t) firt; < 5, D; = D@e 74 fir t1 < t; < t5 und
Dj = 0 fiir t5 < t;. Insbesondere gilt D; = 0 fur t; > t5. Anschlieflend erstellen wir wie in
Tabelle 7.1 den Kursbaum, allerdings m’cht von dem aktuellen Kurs Sy = 100, sondern von
dem dividendenbereinigten Kurs SO =Sy — Doy =98.10 aus. In diesem Baum berechnen wir
ausgehend von den Randwerten \7’“ K— gk k=0,..,3, Vk =0,k=4,...,6 mit der Rekur-
sion (7.3) die Putpreise zu friheren Zeitpunkten. Wzr miissen nur beruckszchtzgen dass z.B.
der Optionspreis Vg = 2.810 nicht dem dividendenbereinigten Kurs S§ = 110.88, sondern
zu dem Kurs S2 = 5'2 + D3 = 111.85 gehort. Der berechnete Putpreis zum Ausgangskurs
Sy = 100 ist dann V? = 7.631.

7.3. Literaturhinweise

Ausgangspunkt fiir die Verwendung von Binomialprozessen bei der Optionsbewertung ist
die klassische Arbeit von ( ), die diesen Ansatz hier als eigenstandi-
ges Verfahren und nicht nur als numerische Approximation fiir die Black-Scholes Losungen
vorstellen. ( ) bieten eine ausfithrliche und moderne Darstellung der
auf binomialen Kursbaumen aufbauenden Preisbestimmung. Die numerischen Aspekte der
Binomialapproximation werden eingehend von ( ) dis-
kutiert.
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aktueller Aktienkurs S, 100.00

Ausiibungskurs K 100.00

Restlaufzeit 7 1.00 a

Volatilitat o 0.30 p.a.

Zinssatz r 0.10

diskrete Dividende DM 1.00

Ausschiittungstermin ¢} 0.25 a

diskrete Dividende D) 1.00

Ausschiittungstermin ¢ 0.75 a

Schritte 6

Optionstyp europ. Put

Kurse Optionspreise

204.54810 0.000
180.96953 0.000 | (204.55)
160.10890 0.000 | (180.97) 0.000
141.65290 0.179 | (161.10) |  0.000 | (160.11)
125.32435 1.373 | (142.63) 0.394 | (141.65) 0.000
110.87803 3.906 | (126.28) 2.810 | (126.32) 0.866 | (125.32)
98.09695 | 7.631 | (112.81) 6.900 | (111.85) 5.720 | (110.88) 1.903
86.78916 | (100) 12.335 | (99.06) 12.100 | (99.09) 11.567 | (98.10)
76.78484 (88.72) 18.774 | (87.76) 19.953 | (86.79) 23.215
67.93374 (77.74) 27.211 | (77.78) 30.420 | (76.78)
60.10291 (68.91) 36.631 | (67.93) 39.897
53.17476 (61.09) 45178 | (60.10)
47.04522 (53.17) 52.955
(47.05)
Zeit | 0.00 0.17 0.33 0.50 0.67 0.83 1.00
Dividende D; | 1.903 1.935 0.960 0.975 0.992 0.00 0.00

Tabelle 7.5.: Entwicklung der Optionspreise (diskrete feste Dividenden)

Q SFMBiTree4.xpl

92


http://www.quantlet.de/codes/sfm/SFMBiTree4.html

8. Amerikanische Optionen

8.1. Arbitragebeziehungen fiir amerikanische Optionen

Das mit amerikanischen Optionen verbundene Recht zur vorzeitigen Ausiibung bereitet bei
ihrer Bewertung grofle Schwierigkeiten. Ob der Besitzer der Option sie zur Zeit ¢ ausiibt,
héngt vom aktuellen Kurs S; des zugrundeliegenden Objekts ab. Der Ausiibungszeitpunkt
ist damit selbst zuféllig. Die Black-Scholes-Differentialgleichung gilt zwar weiterhin, solange
die Option nicht ausgeiibt wird, aber die Randbedingung wird so kompliziert, dass eine ana-
lytische Losung nicht ldnger moglich ist. In diesem Kapitel untersuchen wir amerikanische
Optionen eingehender, wihrend wir die numerische Bestimmung ihres Preises im néchsten
Kapitel diskutieren.

Wie wir in Kapitel 2.1 gesehen haben, bewirkt das Recht zur vorzeitigen Ausiibung, dass der
Wert amerikanischer Optionen nicht unter den inneren Wert fallen darf, d.h. beispielsweise
nicht unter max(K — S, 0) bei einem Put mit Ausiibungskurs K. Diese Bedingung wird von
europdischen Optionen im allgemeinen nicht erfiillt, was sich bei Verkaufsoptionen besonders
einfach zeigen lasst. Daraus folgt dann sofort, dass es zur vorzeitigen Ausiibung eines ame-
rikanischen Puts kommen kann, wenn andernfalls der Optionswert unter den inneren Wert
fallen wiirde.

Betrachten wir hierzu einen amerikanischen Put auf eine Aktie mit Falligkeit T'. Ist der
Kurs Sy der Aktie zur Zeit t* gleich Null, so bleibt er als geometrische Brownsche Bewegung
auch anschlieend in der Null: S; = 0,t > t*. Fiir den Besitzer eines amerikanischen Puts
rentiert es sich daher nicht, noch langer mit der Ausiibung seines Verkaufsrechts zu warten;
er wiirde dadurch nur den moglichen Zinsertrag des Verkaufserloses K verlieren, den er z.B.
in Anleihen investieren kann. Wenn S;» = 0, so ist daher der Wert des Puts zu diesem
Zeitpunkt gerade K, und dies stimmt mit dem inneren Wert iiberein. Einen entsprechenden
européischen Put kénnen wir aber nicht zur Zeit ¢* ausiiben. Wir miissen bis zur Falligkeit T’
warten und erhalten erst dann den Erlos K fiir die Aktie. Abgezinst auf den Zeitpunkt ¢* ist
dies - mit 7* = T —¢* - nur Ke™™ , was in diesem Fall auch der Wert des européischen Puts
zur Zeit t* ist. Dieser liegt demnach unter dem Wert des amerikanischen Puts und damit
auch unter dem inneren Wert. Die Abbildung 8.1 zeigt dies fiir die Putwerte bei stetigen
Bestandshaltekosten b.

Wir bemerken, dass eine vorzeitige Ausiibung des Put nétig sein kann, schon bevor der
Kurs S; = 0 erreicht ist. Heuristisch gesehen ist ndmlich ab einem bestimmten kritischen
Aktienkurs S** der Zinsverlust auf den inneren Wert der Option, den der Besitzer bei so-
fortiger Ausiibung erhalten wiirde, grofler als die durch eventuelle Kursanderungen noch bis
zur Falligkeit zu erwartende Wertsteigerung der Option. Dies ist einer der Griinde fiir die
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Abbildung 8.1.: Européischer Put und vorzeitige Ausiibung eines amerikanischen Puts bei
Bestandhaltekosten b; bzw. bs.

Abhéngigkeit des kritischen Kurses von der Zeit: S** = S**(t)

Aus ihrer Herleitung folgt, dass die Differentialgleichung von Black und Scholes nur gilt,
solange die Option nicht ausgeiibt wird. Da in einem perfekten Markt keine Transaktions-
kosten zu beriicksichtigen sind, stimmt der Erlos bei vorzeitiger Ausiibung der Option und
damit auch der Wert der Option zu diesem Zeitpunkt mit dem inneren Wert iiberein. Man
sagt daher, dass die Option bei vorzeitiger Ausiibung auf ihren inneren Wert zuriickfallt. Dies
bedeutet, dass die Bewertung amerikanischer Optionen auf ein freies Randwertproblem fiihrt,
bei dem die Black-Scholes-Differentialgleichung nur im Bereich der Kurse S gilt, die grofier
als der kritische Put-Kurs S** = S**(¢) bzw. kleiner als der kritische Call-Kurs S* = S*(t)
sind, wobei die durch S**(¢), S*(¢) bestimmten Rédnder des Gebiets nicht bekannt sind.

Die Abbildung 8.2 zeigt das Gebiet, in dem der Optionswert C' = C(S,t) die Black-
Scholes-Differentialgleichung erfiillt, fiir einen amerikanischen Call.

e Im Innenbereich {(S,)[0 < S < S*(t),t < T} gilt die Black-Scholes Differentialglei-
chung.

e Am Rand {(5,t)|S = S*(t),t < T} bzw. {(S,t)|0 < S,t = T} féllt der Call auf den

inneren Wert max(S — K, 0) zuriick.
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oC(S,t)

e Dabei sind C'(S,t) und im gesamten Bereich einschliefllich des Randes stetig.

S C' = max{S; — K,0}
S*(t)
oC : /
C,% stetig
1, ,0°C oC oc
205852+b56t rC + 815_0

C = max{Sr — K,0}

T
Abbildung 8.2.: Die Ausiibungsgrenze S*(t) bei einem amerikanischen Call

Die numerische Losung solcher freien Randwertprobleme beschreiben wir im néchsten
Kapitel. Zuerst leiten wir aber einige Eigenschaften amerikanischer Optionen her, die wie
in Kapitel 2.1 schon aus der Annahme eines perfekten Marktes und insbesondere der Ar-
bitragefreiheit folgen, ohne dass ein spezifisches mathematisches Modell fiir den Kurs S;
angenommen werden muss.

SATZ 8.1

1. Ein amerikanischer Call auf ein Objekt, das wihrend der Laufzeit der Option keine
positiven Frtrdige abwirft, wird nicht vorzeitig ausgeiibt und hat daher den gleichen
Wert wie der ansonsten gleiche europdische Call.

2. Fiir einen amerikanischen Call auf ein Objekt, das wdihrend der Laufzeit der Option

positive Ertrige nur zu bestimmten Zeitpunkten tq,--- ,t, abwirft, ist eine vorzeitige
Austibung nur kurz vor einem dieser Zeitpunkte tq,--- ,t, optimal. Dementsprechend
muss bei stetigen positiven Ertrdgen jederzeit mit einer vorzeitigen Ausiibung gerechnet
werden.

BEWEIS:

Sei K der Ausiibungskurs, T der Falligkeitstermin, 7 = T — ¢ die Restlaufzeit des Calls, und
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bezeichne S; den Kurs des zugrundeliegenden Objektes. Cy,, (S, 7), Cewrr (S, 7) seien der Wert
des amerikanischen bzw. des entsprechenden européischen Calls zur Zeit t bei Restlaufzeit
7 =T —t und aktuellem Kurs S; = S. Wir benutzen die Put-Call-Paritét fiir européische
Optionen und erhalten

1. Fallen diskrete Ertrage D an, deren auf den Zeitpunkt ¢ abgezinster Wert Dy ist, gilt
nach Voraussetzung D; < 0, d.h. es handelt sich um Kosten. Daraus folgt mit Satz 2.3,
wobei wir zur Notationsvereinfachung C' = C.,,, schreiben und P den entsprechenden
Putpreis bezeichnet:

C(St,'r) = P(St,T) + St - Dt — Ke™ 7 Z St — Ke™ > St — K (81)

Fallen stetige Ertrige mit Rate d an, gilt nach Voraussetzung wieder d < 0. Daraus
folgt wegen b —r = —d > 0:

C(S;,7) = P(S;,7) + S — Ke™™ > S, — Ke > 5, — K (8.2)

In beiden Fillen gilt also fiir den européischen Call C'(S;, 7) > S;— K. Da aber C,,,, > C
ist, schlieflen wir

Cam(St, 7) > St — K,

d.h. der Wert des amerikanischen Calls ist wadhrend der ganzen Laufzeit immer echt
grofler als der innere Wert, so dass eine vorzeitige Ausiibung nicht erfolgt.

2. Ohne Einschrankung betrachten wir den Fall, dass ¢; der ndchstgelegene Zahlungszeit-
punkt ist. £ < ¢; bezeichnet einen beliebigen fritheren Zeitpunkt. C'(S;, 7) mit 7 = £ —t
sei der Wert eines européischen Calls mit gleichem Ausiibungskurs K, jedoch dem Ver-
fallszeitpunkt ¢. Da vor ¢ keine Zahlungen anfallen, folgt aus Teil 1. C (S, 7) > S — K
fiir t < £. Wegen der lingeren Laufzeit und der vorzeitigen Ausiibbarkeit des amerika-
nischen Calls gilt dann

Cam(Sy,7) > C(S,,7) > Sy — K (8.3)

Wie in Teil 1. liegt der Wert des amerikanische Calls zu jedem Zeitpunkt ¢ < ¢ strikt
iiber dem inneren Wert, was eine vorzeitige Ausiibung ausschlieBt. Da ¢ < ¢; beliebig
war, kann Cy,,, (S, 7) nur zur Zeit t; (oder zu einem entsprechenden spéiteren Zahlungs-
termin) auf den inneren Wert zuriickfallen.

O

Die Abbildung 8.3 stellt Teil 1. des Satzes nochmals graphisch dar.
e Im Fall b > r |, was dquivalent zu d < 0 ist, gilt Cy,, = Chysr.
e Im Fall b < r, was dquivalent zu d > 0 ist, gilt Cy,, > Choys.

Eine zur Put-Call-Paritéit analoge Beziehung lédsst sich auch fiir amerikanische Optionen
herleiten. Da tiber die kritischen Kurse S*(¢) und S**(¢) und damit iiber mogliche Zeitpunk-
te einer vorzeitigen Optionsausiibung ohne Modell wenig bekannt ist, miissen wir uns bei
amerikanischen Optionen mit Ungleichungen zufrieden geben.
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Call

Abbildung 8.3.: Européischer Call und vorzeitige Ausiibung eines amerikanischen Calls

SATZ 8.2 (Put-Call-Paritit fiir amerikanische Optionen)

Wir betrachten einen amerikanischen Call und einen amerikanischen Put mit gleichem
Falligkeitszeitpunkt T und gleichem Austibungskurs K auf dasselbe Objekt. Cyp (S, T), Pum (S, T)
seien die Optionspreise zur Zeit t bei aktuellem Kurs Sy = S und Restlaufzeit 7 = T — t.
Dann gilt

1. Fallen wihrend der Laufzeit T =T —t der Optionen Ertrige bzw. Kosten mit dem auf
den Zeitpunkt t abgezinstem Wert D, an, so ist

Pam(‘staT) + St — Ke*” Z Cam<St77—> 2 Pam(5t77-> -+ St — Dt - K (84)

2. Fallen stetige Bestandshaltekosten mit Rate b auf das Objekt an, so ist

Pon(St, 7) + S — Ke™ ™ > Clopn(Sy, 7) = Pomn(Si, 7) + S,e=7T — K falls b<r

P (S, 7) + Spe®™7 — Ke ™ > Con (Sy, 7) > Popn(S) + Sy — K falls b>r
(8.5)

BEWEIS:
Wir nehmen ohne Einschrinkung an, dass das zugrundeliegende Objekt eine Aktie ist, die
zu einem Zeitpunkt ¢; wihrend der Laufzeit eine Dividende D, abwirft.
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t= tl — At tl T
vorzeitige Ausiibung Call vorzeitig ausgeiibt | Call nicht vorzeitig ausgeiibt

Position des Call Sr<K Sr>K |Sq<K St > K

1. >0 - | K—=57 0 K —Sr 0

2. Sg D1 - - ST ST

3. —Ke (T ~ ~-K ~-K K K

4. —(S; — K) — | KerT-0  Ker(T-0) 0 —(Sp — K)
Summe >0 >0 >0 >0 0 0

Tabelle 8.1.: Wert des Portfolios zu den Zeitpunkten #,¢, und 7'

1. Wir zeigen zunéchst die linke Ungleichung. Hierzu betrachten wir ein Portfolio, das aus
den folgenden vier Positionen besteht:

1. Kaufe den amerikanischen Put

2. Kaufe eine Aktie

3. Verkaufe Anleihen zum Nominalwert K (d.h. leihe Geld), fillig zum Zeitpunkt T’
4. Verkaufe den amerikanischen Call

Im Portfolio wird Position 1. trotz moglicher Suboptimalitét bis zum Zeitpunkt 7" gehalten,
d.h. wir iiben den Put nicht vorzeitig aus, auch wenn der Kéaufer des Calls ihn vorzeitig
ausiibt. Zu beachten ist, dass nach Satz 8.1 eine vorzeitige Ausiibung des Calls nur zum
Zeitpunkt ¢ := t; — At mit At ~ 0 direkt vor dem Zahlungstermin ¢; stattfinden kann. In
diesem Fall liefern wir die Aktie aus dem Portfolio. Der Wert des Portfolios zum Zeitpunkt
T ergibt sich dann aus der Tabelle 8.1. Daher gilt fiir den Wert des Portfolios zu jedem
Zeitpunkt ¢t wie behauptet:

Pam(Sta 7') + St — Ke™ ' — Cam(St7 T) Z 0 (86)

Die zweite Ungleichung beweist man analog, wobei hier zu beriicksichtigen ist, dass der Put
vorzeitig ausgeilibt werden kann.

2. Bei stetigen Bestandshaltekosten betrachten wir zuerst den Fall b > r <« d < 0.
Wir zeigen zunéchst die linke Ungleichung

Pon (S, 7) + S, — Ke™™ > Cop(S,, 7) (8.7)
Hierzu betrachten wir folgendes Portfolio zur Zeit t:
1. Kaufe den amerikanischen Put
2. Kaufe e®=")7 Aktien

3. Verkaufe Anleihen zum Nominalwert K, fillig zum Zeitpunkt 7'
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4. Verkaufe den amerikanischen Call

Wie in Teil 1. folgt, dass der Wert des Portfolios zum Zeitpunkt T gleich Null ist, wenn
der Call nicht vorzeitig ausgeiibt wird. Hierbei werden die vorausgesetzten kontinuierlich
anfallenden Kosten (d < 0) durch den Verkauf eines Teils der Aktien finanziert, so dass zum

Zeitpunkt T genau eine Aktie vorhanden ist.

Wird andererseits der Call zwischenzeitlich zum Zeitpunkt ¢ ausgeiibt, wird das gesamte

Portfolio liquidiert, und wir erhalten:

Pam(S{, 7') — (S{ — K) + Sfe(b—’l‘)(T—f) - Ke_T(T_g)
P (S;,7) + K (1 — e "T=D) 4 S(e®-nT=D _ 1)

(AVANI
o

Also gilt fiir den Wert des Portfolios zum Zeitpunkt ¢ wie behauptet:
P (Sy, 7) + Spe®™7 — Ke ™ — Cpn (S, 7) > 0
Im Fall b < r <= d < 0 beweist man die linke Ungleichung
Pun(Se, 7))+ Sp — Ke™ " > Cupn (S, 7)

vollig analog, wobei es wegen d > 0 geniigt, eine Aktie im Portfolio zu halten.

Wir zeigen nun fiir den Fall b > r die rechte Ungleichung
Cam(St, T) > Py (S, 7) + S — K
Wir betrachten hierzu folgendes Portfolio zum Zeitpunkt ¢:
1. Kaufe den amerikanischen Call
2. Verkaufe den amerikanischen Put
3. Verkauf einer Aktie (mit Short selling)
4. Kaufe Anleihen zum Nominalwert Ke'™, fillig zum Zeitpunkt T

Wird der Put nicht vorzeitig ausgeiibt, gilt zum Zeitpunkt 7"

0 — (K —S7) —Spe~ =T L Kerm > (0 falls Sy < K
(St — K) + 0 —Spe~ =T L Kerm > (0 falls S > K

(8.8)

(8.9)

(8.10)

(8.11)

(8.12)

Wird der Put zum Zeitpunkt ¢ vorzeitig ausgeiibt, wird das gesamte Portfolio liquidiert und

man erhélt:
Cam (S5 7) — (K = Sp) = Spe= 700 4 Ker@0 > 0
Damit gilt fiir den Wert des Portfolios zum Zeitpunkt ¢ wie behauptet:
Cam(St, 7) — Pun(S;, 7) = S; + K >0
Analog verfiahrt man im Fall b < r fiir die rechte Ungleichung
Cam (S, 7) = Pam (S, 7) + S — K

wobei die Aktienposition auf e(®=")7 Aktien reduziert wird.

(8.13)

(8.14)

(8.15)
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8.2. Das Trinomialmodell fiir amerikanische Optionen

Der Optionspreis amerikanischer Optionen lasst sich nur numerisch bestimmen. Dabei kann
wie bei européischen Optionen das Binomialmodell nach Cox-Ross-Rubinstein eingesetzt
werden. In diesem Kapitel stellen wir einen konzeptionell geringfiigig komplexeren, dafiir aber
meist numerisch effizienteren Ansatz vor, der auf dem Trinomialmodell aufbaut (s.

( )). Er steht in Beziehung zu klassischen numerischen Differenzenverfahren zur
Losung partieller Differentialgleichungen, die natiirlich auch zur Losung der Black-Scholes-
Differentialgleichung eingesetzt werden kénnen.

Das Trinomialmodell folgt weitgehend der Vorgehensweise des Binomialmodells, wobei
sich allerdings der Kurs zu jedem diskreten Zeitpunkt ¢; = jA¢, j = 0,...,n mit At =T/n in
drei statt in zwei Richtungen bewegen kann (Abbildung 8.4). Von einem Wert Sj’~c zur Zeit t;
aus konnen zur Zeit ¢, die Werte uy - S§,up - S}, us - S} erreicht werden, wobei u; > 0,1 =
1,2, 3, passend zu wihlende Modellparameter sind. Die Wahrscheinlichkeit, dass der Kurs
sich von S;“ nach wu; - S;C bewegt, bezeichnen wir mit p;,¢ = 1,2, 3. Der Kursprozess 5;,j =
0,...,n, in diskreter Zeit ist also ein geometrischer Trinomialprozess, d.h. der logarithmierte
Kurs Z; =In S;,7 =0, ..., n, ist ein gewohnlicher Trinomialprozess mit méglichen Zuwéchsen
Inu;,i=1,2,3.

ulsf = Sk+1

j+1
y41
D2

57 Sy = Sjiy
b3

k_ ok-1
usSi = Sii

Abbildung 8.4.: Mogliche Kursbewegungen beim Trinomialmodell

Wie beim Binomialmodell miissen drei Bedingungen erfiillt sein: Die Summe der Wahr-
scheinlichkeiten p;,2 = 1,2,3, ist Eins, und Erwartungswert und Varianz des logarithmi-
schen Zuwachses Z; miissen mit dem Erwartungswert und der Varianz des Zuwachses der
logarithmierten geometrischen Brownschen Bewegung iiber ein Zeitintervall der Linge At
iibereinstimmen. Daraus ergeben sich drei Gleichungen:

prt+petps = 1, (8.16)
1
prlnug +polnug +pslnug = (b— 502)At, (8.17)
1
pi(lnu)® + pa(Inug)® + ps(lnug)® = o*At+ (b— 502)2At2. (8.18)

wobei wir bei der letzten Gleichung E(Z?) = var(Z;) + (EZ;)? benutzt haben. Die Anzahl
der unbekannten Parameter ist im Fall des Trinomialmodells jedoch sechs, so dass wir die
Freiheit haben, drei weitere Bedingungen einzufiihren, um zu eindeutigen und moglichst
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einfachen Losungen des Gleichungssystems zu gelangen. Um einen iibersichtlichen Kursbaum
konstruieren zu kénnen, fordern wir die Rekombinationseigenschaft

Uiusg = U%

Dadurch wird die Anzahl der zum Zeitpunkt ¢, moglichen Kurse von maximal 3" auf 2n + 1
reduziert und somit Speicherplatz und Rechenzeit gespart. Zur Bestimmung der Parameter
brauchen wir aber zwei weitere Bedingungen. Wir diskutieren zwei Ansétze, von denen der
eine durch Beziige zum Binomialmodell, der andere durch Ergebnisse der Numerik partieller
Differentialgleichungen begriindet werden kann.

a.) Der erste Ansatz fordert, dass ein Zeitschritt der Lange At des Trinomialmodells zwei
Zeitschritten des Binomialmodells entspricht: u; steht fiir zwei Aufwértsbewegungen, ug fiir
zwei Abwirtsbewegungen und wuy fiir eine Auf- und eine Abwértsbewegung (oder umge-
kehrt). Das Binomialmodell erfiille die Rekombinationsbedingung d = 1/u. Da die Lénge
des Zeitschritts At/2 ist, folgt aus Abschnitt 7.1

u=e’ At/2

und fiir die Wahrscheinlichkeit p, dass der Kurs sich im Binomialmodell nach oben bewegt:

1 1 1 At/2
po L Ly 1 VAT
2 2 2 o

Dann erhalten wir fiir die Parameter des Trinomialmodells die Bedingungen

w = u ug =1, u3 =u?,

po= ppa=2p(1—p), ps=(1—p)>
Mit diesen Parametern leistet das Trinomialmodell fiir européische Optionen dasselbe wie

das entsprechende Binomialmodell, benotigt dafiir aber nur die Hélfte der Zeitschritte. Es
konvergiert somit schneller als das Binomialmodell gegen die Black-Scholes-Losung.

BEISPIEL 8.1

Mit den Parametern aus Tabelle 7.1 fiir eine europdische Kaufoption liefert das Trinomi-
almodell nach n = 50 Schritten einen Callpreis von 30.769. Dies entspricht exakt dem Wert,
den das Binomialmodell nach n = 100 Schritten erreicht - s. Tabelle 7.2.

Amerikanische Optionen unterscheiden sich von den européischen dadurch, dass die
Ausiibung zu einem beliebigen Zeitpunkt t* /0 < t* < T erfolgen kann. Dabei féllt der
Wert z.B. eines Calls bei vorzeitiger Ausiibung auf den inneren Wert zuriick:

C(S,t") = max{0, S(t*) — K}.

Mathematisch haben wir damit ein freies Randwertproblem zu l6sen, was nur numerisch
moglich ist.
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aktueller Aktienkurs S; 230.00

Ausiibungskurs K 210.00
Restlaufzeit 7 0.50 a
Volatilitat o 0.25 p.a.
Zinssatz r 0.04545
Dividende keine
Schritte 50
Optionstyp amerik. Call
Optionspreis 30.769

Tabelle 8.2.: Wert einer amerikanischen Kaufoption

V}k bezeichne wieder den Optionswert zur Zeit ¢;, wenn fiir den aktuellen Kurs S; = S;-“
gilt. Wie bei der Anwendung des Binomialmodells auf européische Optionen bestimmen wir
ij als abgezinsten Erwartungswert der zu den im néchsten Zeitschritt erreichbaren Kursen
gehorenden Optionspreise, also von j]fll, V;’fH und lejr_ll. Im Unterschied zu europiischen
Optionen darf dieser Erwartungswert nicht unter den inneren Wert fallen. Damit lautet die

Rekursion fiir amerikanische Callpreise:

CF =max{SF — K, e " p1CF} + poCl Ly + psCit}-

BEISPIEL 8.2
Tabelle 8.2 gibt die Parameter und den mit dem Trinomialmodell in n = 50 Schritten be-
stimmten Wert einer amerikanischen Kaufoption. Dabei ergibt sich im Einklang mit Satz 8.1
derselbe Wert 30.769 wie bei der ansonsten gleichen europdischen Option, da die betrachtete
Aktie wihrend der Laufzeit keine Dividende abwirft.

Der amerikanische Put ist dagegen wertvoller als der europdische. Mit den Parametern
des Beispiels von Tabelle 8.2 erhdlt man P,,, = 6.05140 und P,,, = 6.21159.

b.) Beim zweiten Ansatz, die Trinomialparameter p, und u; durch Zusatzbedingungen
eindeutig zu machen, zeigt der gesamte Kursbaum einen gewissen Aufwértstrend, denn wir
ersetzen die Bedingung us = 1 durch

Desweiteren fordern wir p; = ps und erhalten damit zusammen mit den vier obigen Bedin-
gungen:

A
Th?’

wy = ue®"™VT2 uy =, ug = ue 7"V I/2,

pL=p3=p, pp=1—2p, mitp=
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wobei h vorerst noch ein frei wihlbarer Parameter ist. Diese p, und wuy erfiillen das Glei-
chungssystem (8.16) - (8.18) exakt. Damit py, p, p3 nicht triviale Wahrscheinlichkeiten sind,
d.h. zwischen 0 und 1 liegen, muss 0 < p < 1/2 sein, d.h. h muss die folgende Bedingung

erfiillen:
2At
h — 1
>4/ T (8.19)

Wir betrachten nun europiische Optionen. Hier liefert das Trinomialmodell die folgende
Rekursion fiir die moglichen Optionswerte in Abhéngigkeit von den Wahrscheinlichkeiten p;
und den Anderungsraten wu;:

., At At At
V= e (Vi -2V Vi) 520

Wir beriicksichtigen At = —(T' —tj41) + (T —t;) fiir alle j = 0,...,n — 1, und wir setzen

h* = At/T sowie

k _ vk, —r(T—t;) k _ vk —r(T—tj+1)
Zj =Vje 7 Zig = Vige T

Die Rekursion (8.20) fiir die Optionswerte V} wird dann zu

k_ ok k1 K k-1
Zi —Zjn _ Zih — 220, +Zj+1. (8.21)

h* h?

Dies ist die explizite Differenzenapproximation der parabolischen Differentialgleichung (6.15),

( ). Die Bedingung (8.19) entspricht dabei der bekannten Stabilitdtsforderung
fiir explizite Differenzenverfahren. Im Vergleich zu den bisher diskutierten Ansétzen sind
bei dieser Variante des Trinomialsmodells die Wahrscheinlichkeiten pg, und somit auch die
Berechnungsvorschrift (8.20) nicht von der Volatilitidt abhéngig. Die Rekursion (8.20) héngt
nur iiber die Anfangsbedingung, d.h. iiber den Kurs S,, = S7 zum Ausiibungszeitpunkt als
Beobachtung aus einer geometrischen Brownschen Bewegung, von o ab.

8.3. Literaturhinweise

Amerikanische Optionen sind klassische derivative Finanzinstrumente und spielen als solche

eine zentrale Rolle in der am Ende von Kapitel 6 genannten Literatur. Trinomialmodelle

als numerische Verfahren zur Approximation von Optionspreisen werden ausfiihrlich von
( ) und ( ) behandelt.
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9. Exotische Optionen und Zinsderivate

Es existieren eine Reihe komplexer Optionen, sogenannte exotische Optionen, die vorwie-
gend im OTC-Geschiéft (over the counter) eingesetzt werden, um besonderen Wiinschen der
Firmenkunden entgegenzukommen. Die wichtigsten Typen sind:

e Zusammengesetzte Optionen (Compound Options)

Chooser-Optionen

Barrier-Optionen

Asiatische Optionen

Lookback-Optionen

9.1. Beispiele fiir exotische Optionen

9.1.1. Zusammengesetzte Optionen, Optionen auf Optionen

Mit einer zusammengesetzten Option erwirbt man das Recht, zu einem spéteren Zeitpunkt
eine gewohnliche Option zu erwerben. Als Beispiel betrachten wir einen Call-on-a-Call mit
den Parametern:
Ausiibungszeiten 77 < T5
Ausiibungskurse Ky, K.
Eine solche zusammengesetzte Option besteht aus dem Recht, zur Zeit 77 zum Preis von
K einen Call zu kaufen, dessen Ausiibungszeit T und dessen Ausiibungskurs K ist.
Der Wert V(S,t) dieser Option zur Zeit t bei aktuellem Kurs S; = S ldsst sich durch
zweifaches Anwenden der Black-Scholes-Formel berechnen:

1) Ausgehend von der Zeit t = Ty, berechne (explizit oder numerisch) den Wert des Calls,
der zur Zeit T} gekauft werden kann, zur Zeit ¢t = T;. Dieser Wert sei C(S,T1).

2) Die Kaufoption auf den Call wird zur Zeit 77 nur ausgeiibt, wenn

O(S, Tl) > K1

Daher gilt
V(S,T1) = max(C(S,T1) — Ky, 0).

Berechne V' (S, t) fiir t < T aus der Black-Scholes-Gleichung mit dieser Randbedingung
bei t = T} analog zum gewohnlichen Call.
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BEMERKUNG 9.1 Da V(S,t) nurvont und vom Kurs Sy zur Zeitt abhingt, erfillt diese
Wertfunktion die Black-Scholes-Gleichung so dass unsere Vorgehensweise gerechtfertigt ist.

9.1.2. Chooser Optionen oder “Wie es euch gefillt”-Optionen

Eine Chooser-Option ist eine Form der zusammengesetzten Option, bei der der Kéufer zu
einem spéteren Zeitpunkt entscheiden kann, welchen Typ von Option er erwerben méchte.
Als Beispiel betrachten wir eine requlire Chooser-Option mit den Parametern:
Ausiibungszeiten 77 < T5
Ausiibungskurse Ky, K.

Diese Option gewéhrt das Recht, zur Zeit 77 zum Preis von K; einen Call oder Put
(nach eigener Wahl) zu kaufen, dessen Ausiibungszeit T und dessen Ausiibungskurs K ist:
es handelt sich in der Sprache der zusammengesetzten Optionen um einen Call-on-a-Call
oder Put.

Der Wert V(S,t) kann durch dreifaches Anwenden der Black-Scholes-Formel ermittelt
werden:

1) Bestimme die Werte C'(S,T}) und P(S,T}) von Call und Put mit Ausiibungszeit 75,
Austibungskurs K.

2) Lose die Black-Scholes-Gleichung fiir t < 7} mit der Randbedingung

V(S, Tl) = maX{C(S, Tl) - K17 P(S, T1> - Kl,O}

9.1.3. Barrier-Optionen

Eine Barrier-Option dndert ihren Wert sprunghaft, sobald der Aktienkurs eine vorgegebene
Schranke, die i.a. auch zeitabhéngig sein darf, erreicht. Als Beispiel betrachten wir einfache
europdische Barrier-Optionen, die bei

Austibungszeit T, Ausiibungskurs K und

Barriere B
das Recht geben, eine Aktie zur Zeit T' zum Kurs K zu kaufen, vorausgesetzt, dass

o down-and-out: Sy > Bfiralle0<t<T
o up-and-out: Si< Bfiralle0<¢t<T

Eine solche Knock-out-Option wird wertlos, sobald der Kurs S; die Barriere erreicht. Eine
Knock-in-Option ist umgekehrt so lange wertlos, bis die Barriere erreicht wird.

Zum Beispiel besteht ein européischer Knock-in-Call aus dem Recht zum Aktienkauf,
vorausgesetzt, dass

o douwn-and-in: S; < Bfirein0<¢t<T

e up-and-in: S > Bfirein0<t<T
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Der Wert einer Barrier-Option hiangt nicht mehr von dem Aktienkurs zu festen Zeitpunk-
ten, sondern von dem gesamten Aktienpfad wihrend der Laufzeit ab. Im Prinzip erfiillt er
daher nicht die Black-Scholes-Differentialgleichung. Die Abhéngigkeit ist aber noch einfach
genug, um im wesentlichen doch mit dem iiblichen Black-Scholes-Ansatz arbeiten zu kénnen.
Als Beispiel betrachten wir einen Down-and-out-Call mit K > B. Solange S; > B ist, erfiillt
V(S,t) die Black-Scholes-Gleichung mit der Randbedingung:

V(S,T) = max(Syr — K, 0)
Falls der Kurs die Barriere B erreicht, wird die Option allerdings wertlos:
V(B,t)=0, 0<t<T,

ist daher als zusétzliche Randbedingung beim Loésen der Differentialgleichung (6.22) zu
beriicksichtigen. Als explizite Losung ergibt sich:

W&ﬂ=06ﬁ—<§fc(%10
2

mit a = — — 1, wobei C(S,t) der Wert eines gewohnlichen européischen Calls auf die
o _
betreffende Aktien darstellt. Den Wert V' (S,t) eines européischen Down-and-in-Calls kann

man analog berechnen. Wenn man V' (S, t) bereits kennt, kann man aber auch die Gleichung

V(S,t)+ V(S,t) = C(S, 1),

benutzen. Sie ist erfiillt, da ein Down-and-in- und ein Down-and-out-Call zusammen gerade
die Wirkung eines gewohnlichen Calls haben.

9.1.4. Asiatische Optionen

Bei asiatischen Optionen héngt der Wert von dem iiber die ganze Laufzeit gemittelten Akti-
enkurs ab, Bei einer Average Strike Option iiber den Zeitraum 0 < t < T hat z.B. der Payoff
am Ende der Laufzeit die Form

1 t
maX(St—z/ Ssds, O),t:T.
0

Bei einer amerikanischen Average Strike Option ist dies auch die Auszahlung bei vorzei-
tiger Ausiibung der Option zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢t < T.

Zur Berechnung des Wertes asiatischer Optionen betrachten wir eine allgemeinere Klasse
europdischer Optionen mit Payoff zur Zeit T' , der von S7 und I abhéngt mit

]t:/o f(Ss, s)ds.

Analog zur Black-Scholes-Gleichung leiten wir eine Gleichung fiir den Wert zur Zeit t einer
solchen pfadabhingigen Option V (S, I,t) her. Zur Zeit t ergibt sich bei einem Aktienkurs S;

t+dt
Li+dly = ILia= / f(Ss, s)ds
0

t+dt

_ g+/' (S, 5)dt
t

— Lt F(S, )dt + o(dt).
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Also ist das Differential von I; gleich dI; = f(Sy, t)dt.
Aus Ttés Lemma folgt fiir V; = V/(Sy, I, t) :

oV v
dm:aﬁééﬂm+ﬂ&¢yawt

2
+ (10252 Vi + 8{4) dt

2 9S ' ot

Analog zur Herleitung der Black-Scholes-Formel liefert kontinuierliches Delta-Hedgen ein
risikofreies Portfolio aus einer Option und A, = 9V;/0S verkauften Aktien. Zusammen mit
der Bedingung der Arbitrage-Freiheit folgt fiir den dividendenfreien Fall (b = r):

oV, oV, 1 5. 9’V oV, _
BT + f(Si, t) N —|—2a S, 552 —|—rStaS rV,=0

Dies ist die Black-Scholes-Gleichung mit einem Zusatzterm f(S;, t)%. Als Randbedingung
haben wir in diesem Fall

V(S,I,T) = ¢(S,1,T).

Fiir einen Average Strike Call ist dabei speziell:
1
g(S,I,t) = max(S — ;I, 0) und f(S,t)=S5.

Fiir européische Optionen existiert eine explizite analytische Losung der Differentialglei-
chung, in der komplizierte spezielle Funktionen, sogenannte konfluente hypergeometrische
Funktionen, auftreten. Die numerische Losung erhélt man aber einfacher und schneller.

fot S,ds wird in der Praxis als Summe iiber alle notierten Kurse, z.B. im Zeittakt von 30 sec,

berechnet. Zeitdiskrete asiatische Optionen benutzen stattdessen eine wesentliche gréfere
Zeitskala. I; dndert sich nur einmal téglich oder wochentlich:

n(t)
Iy = Z St; 5 o) S <tuwn
j=1

mit ¢;11 —t; = 1 Tag oder = 1 Woche und Schlusskursen S, .

Eine solche zeitdiskrete asiatische Option entspricht weitgehend einer gewohnlichen Op-
tion mit diskreten Dividendenzahlungen zu den Zeitpunkten t1,ts,... . Aus der Bedingung
der Arbitragefreiheit folgt als Stetigkeitsbedingung bei ¢;:

V(S I,t;=)=V(S,I+8S, t])

Zur Bestimmung des Optionswertes beginnt man wie iiblich am Ende der Laufzeit, wo der
Optionswert bekannt ist:

108



1
V(S,I,T) = max(S — TIT, 0)

Ir=>3,
j=1

Lose die Black-Scholes-Gleichung riickwérts bis zur Zeit ¢,,_; und erhalte

V(S, I+ S, tF )

2) Berechne aus der Stetigkeitsbedingung den neuen Endwert V(S,1,¢ ;). Lose die
Black-Scholes-Gleichung riickwérts bis zur Zeit ¢,,_s und erhalte

V(S7 I + Sv t:—2)

USw.

9.1.5. Lookback-Optionen

Der Wert einer Lookback-Option héngt vom Maximum oder Minimum des Aktienkurses
iiber die gesamte Laufzeit ab, z.B. hat ein Lookback-Put iiber den Zeitraum 0 < ¢ < T am
Ende der Laufzeit den Payoff
maX(MT - ST, 0)

mit M; = max S,.

0<s<t
Zur Berechnung des Wertes einer solchen Option betrachten wir zuerst eine pfadabhéngige
Option mit

t
I,(n) = / Stds, dh. f(S,t) = S"
0
Mit M,(n) = (I;(n))= gilt:
Mt = hm Mt(n)

Aus der Differentialgleichung fiir I;(n) und n — oo folgt, dass der Wert V; = V (.S, My, t)
eines européischen Lookback-Puts folgende Gleichung erfiillt:
oV, 1 0V, oV,

il —2qQ2 e 2 —
5 +205t852+7"5t85 rV,=0

Dies ist die iibliche Black-Scholes-Gleichung. M tritt nur als Argument von V' und in der
Randbedingung auf:
V (S, M,T) =max(M — S, 0)

Die Losung ist mit der Restlaufzeit 7 =T —t, a = 2r/c*:

VS, M, 1) = S <CI>(y1) 1+ é) - 1)

109



. 1 S 1,
mit oy = a—\/?{ln 7t (r+ 29 )7}
1 . S 1,
Yo = a\/?{lnﬂ_(r+§0 )T}
M 1
Ys = Uf{ln (T + 502)7—}

0.2. Modelle fiir den Zinssatz und Zinsderivate

Wie wir in den vorangegangenen Kapiteln gesehen haben, sind wichtige Grundlagen des
Ansatzes von Black und Scholes

e konstanter risikoloser inlédndischer Zinssatz r (ndherungsweise erfiillt fiir Aktienoptio-
nen mit Laufzeit < 9 Monate)

e Unabhéngigkeit des Kurses des optierbaren Objekts vom Zinssatz r (empirische Un-
tersuchungen zeigen, dass dies fiir Aktien ndherungsweise erfiillt ist).

Beide Bedingungen sind verletzt fiir Rentenoptionen (bond options) und die damit typi-
scherweise verbundenen ldngeren Laufzeiten.

Ein Bond liefert zum Félligkeitstermin 7T einen festen Geldbetrag Z, den Nominalwert,
und eventuell zu festen Zeiten vor 7' Dividendenzahlungen ( Coupon). Bei Fehlen von Coupons
spricht man von einem Zero-coupon Bond oder kurz Zerobond.

Coupons konnen bei der Bewertung von Bond-Optionen wie diskrete Dividendenzahlun-
gen bei der Bewertung von Aktienoptionen behandelt werden.

9.2.1. Wert eines Bonds bei bekannten zeitabhingigem Zinssatz

Als Einstieg berechnen wir den Bond-Wert V' (t) zur Zeit t bei zeitabhéngigem, aber bekann-
tem Zinssatz r(t).

Aus der Bedingung der Arbitragefreiheit schlielen wird, dass die Werténderung eines
Bonds iiber das Zeitintervall [¢, ¢ + dt] mit eventueller Couponzahlung K (¢)dt iibereinstimmt
mit der Wertdnderung eines Bargeldkontos der Grofle V () bei Verzinsung mit r(t) :

V(t+dt) — V(t) = (% +K(t )) dt = r(t)V(t) dt

Zusammen mit der Randbedingung V(T') = Z folgt:

V(t)=e'W{Z + /T K(s)e 1®ds} (9.1)

mit I(t) = — ft s)ds , einer Stammfunktion von r(¢) .
Fur einen Zerobond Veremfacht sich dies zu: ~ V(t) = Z - e!®
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0.2.2. Stochastische Zinsmodelle

Wegen der Unsicherheit iiber die zukiinftige Zinsentwicklung wird r(t) als Zufallsgréfe mo-
delliert. Um einen eindeutig festgelegten Zins zu haben, betrachtet man dabei iiblicherweise
den Zinssatz einer Geldanlage iiber den kiirzestmdglichen Zeitraum:

r(t) = spot rate = Zinssatz fiir kiirzestmogliche Anlage.

r(t) folgt keiner geometrischen Brownschen Bewegung, so dass der Black-Scholes-Ansatz
nicht anwendbar ist. Es gibt eine Reihe von Modellen fiir r(¢), die Spezialfélle des folgenden
allgemeinen Ansatzes sind, der den Zins als allgemeinen [to-Prozess modelliert:

dr(t) = p(r(t),t)dt + o(r(t), t)dW; (9.2)

{W:;} bezeichnet wie iiblich einen Standard-Wienerprozess.
Drei der am héaufigsten benutzten Modelle sind einfache Spezialfille, und zwar sind die
Koeffizientenfunktionen des Modells von

o Vasicek:

p(r,t) =alb—r), o(rt)=o0 (9.3)

a,b,oc Konstanten

o (Cozx, Ingersoll, Ross:

u(r,t)y=alb—r), o(r,t)=oyr (9.4)

a,b,o Konstanten

o Hull, Whate:

w(r,t) =90(t) —ar, o(r,t) =0 (9.5)
a,o Konstanten, §(¢) aus Marktdaten

erschlieSbare bekannte Funktion

Allgemein koénnen pu(r,t) und o(r,t) passend gewihlt werden, um empirisch beobachtete
Phénomene im Modell zu replizieren. Im folgendem schreiben wir w(r,t) fir o(r,t), um
deutlicher zwischen der Funktion w = ¢ und der Konstanten o, die als Parameter in den
obigen drei Modellen auftaucht, zu unterscheiden.

9.2.3. Die Bondbewertungs-Gleichung

Eine Aktienoption kann mit Aktien gehedgt werden, und Black und Scholes nutzen dies bei
der Herleitung der Optionspreisformel aus. Da es kein entsprechendes einem Bond zugrunde-
liegendes Finanzinstrument gibt, miissen Bonds mit unterschiedlichen Laufzeiten gegenseitig
gegeneinander gehedgt werden, um eine Gleichung fiir Bondwerte herzuleiten.

Wir betrachten ein Portfolio aus einem Zerobond mit Restlaufzeit 7 und —A Zerobonds
(d.h. A verkauften Zerobonds) mit Restlaufzeit 7. Der Portfoliowert zur Zeit ¢ bei aktuellem
Zins r(t) = r ist:

I(r,t) = Vi(r,t) — A - Va(r,t).
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wobei V;,i = 1,2 fiir die Wertfunktionen der beiden Bonds stehen. Wir schreiben II; =
(r(t),t), Vie = Vi(r(t),t),i = 1,2, uy = p(r(t),t), w, = w(r(t),t). Aus Itos Lemma folgt

Vi,  OViy 1, 0V
I, = Sl
dIl, 5 dt + o dr(t) + W 5 dt
Vo, Vo, 1, 0*V2t
_A iy Rl
( py dt + o dr(t) + 5W 53 dt

Durch Hedgen des Risikos wird die Zufallskomponente zum Verschwinden gebracht. Dies
erreicht man mit der Wahl
A M [0V
- or or

Einsetzen und Vergleichen des Portfolios mit einer risikofreien Anleihe und Ausnutzen der
Arbitragefreiheit, d.h. der Gleichheit der Wertédnderung von Portfolio und Anleihe:

dHt = T(t) . Ht dt,

ergibt insgesamt
Vi 1 ,0°Vy MWy (Vo |1 0%V OV
( g Tatige WV ) f =Gty T V) S

Dies kann nur richtig sein, wenn beide Seiten unabhéngig von den Restlaufzeiten 7,7
sind. Vi, Vo geniigen daher beide der folgenden Differentialgleichung

ov, 1 ,0%V, oV,
- _|_ _wtz -
ot 2 " or? or
fiir eine von der Restlaufzeit unabhéngige Funktion a(r,t). Mit der 6konomisch interpre-
tierbaren Grofle

—r(t) V= —a(r(t),t)

w(r,t) —a(r,t)
w(r, t)

A(r,t) =

ergibt sich mit der Abkiirzung A\; = A(r(t), t) die Zerobond-Bewertungsgleichung fiir V' (r,t) :

ovV(r,t) 1 ,0°V(rt) oV (r,t)
5 5@7 — (e — Aewy) 5 r(t) V(r,t) =0 (9.6)
mit der Randbedingung V(r,T7) = Z am Ende der Laufzeit und mit weiteren von pu,w

abhéngenden Randbedingungen. Man beachte, dass in der Gleichung pi;, wy, A fiir Funktionen
von r und ¢ stehen.

Die Grofle A(r,t) besitzt die folgende Interpretation. Wir betrachten ein ungehedgtes,
risikobehaftetes Portfolio aus einem Bond mit Wert V, = V(r(t),t). Als Anderung des Wertes
in der Zeit dt ergibt sich mit [tos Lemma und der Zerobond-Bewertungsgleichung:

AV, = () Vi dt + w; - %(th F A (1), 1) dt)
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Da E[dWV,] = 0, liegt die mittlere Wertdnderung E[dV;] um

(wt%) A (t), 1) dt

iiber der Wertsteigerung r(t) V; dt einer risikofreien Anleihe. \(r,t) dt ist also der Bonus an
Wertsteigerung, den man zur Zeit ¢ bei aktuellem Zins r(¢) = r fiir die Inkaufnahme des Ri-
sikos erhélt. A(r,t) wird daher als Marktpreis des Risikos (market price of risk) interpretiert.

9.2.4. Lo6sung der Zerobond-Bewertungsgleichung

Wir betrachten speziell:
w(r,t) = alt)r = 5(t)
plr,t) = =(t) - +n(t) + Alr, w(r, ).

Einsetzen des Losungsansatzes
V(T’, t) —7. eA(t)—’r’B(t)
in die Zerobond-Bewertungsgleichung ergibt die beiden Gleichungen

220 _ w(t) B) + 1 81) B()

mit Randbedingungen A(T) = B(T) =0 (da V(r,T) = Z).
Fiir zeitunabhéingige «, 3,7,n gibt es eine explizite Losung, die mit der Restlaufzeit
7 =T —t die Form hat

B 2(e1™ — 1) _
B(t) - (’y—le)(ewlT _ 1) +2w1 ) 'QDI =V '}/2 + «

a 2 by

1
—|—§Bﬁ — bg’gbg In b2

mit

by =

7+ /7 20 _ n+bf/2
« ’ 2 b1+b2

Wahl der Parameter:

1) Die Spotrate-Volatilitdt ist y/ar(t) — 5. Mit dieser Beziehung lassen sich «, § aus hi-
storischen Daten schétzen dhnlich wie die historische Volatilitat bei Aktien.

2) Durch Betrachtung der Zinsstrukturkurve (yield curve - s. Abschnitt 10.4.3), deren
Diskussion hier zu weit fithren wiirde, lassen sich Schétzer fiir v und 7 herleiten.
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9.2.5. Bewertung von Bond-Optionen

Als Beispiel betrachten wir einen européischen Call mit Ausiibungskurs K und Falligkeit T
auf einen Zerobond mit Falligkeit Tg > T, d.h. das Recht, den Bond zur Zeit T zum Preis
K zu kaufen.

Vi(r,t) = Wert des Bonds zur Zeit ¢t bei aktuellem Zins r(t) = r

Cgp(r,t) = Wert des Calls zur Zeit ¢t bei aktuellem Zins r(t) = r

Cp hingt nur von der Zufallsvariable r(¢) und der Zeit ¢ ab und erfiillt daher selbst auch die
Zerobond-Bewertungsgleichung, aber mit der Randbedingung

Cp(r,Tc) = max (Vp(r,T¢) — K, 0).

Diese Gleichung lésst sich analog zu den entsprechenden Black-Scholes-Gleichungen nume-
risch 16sen.

9.3. Literaturhinweise

Exotische Optionen wie auch Bond-Optionen werden ausfiihrlich von ( ) vorgestellt.
Die fiir die Bewertung komplexer pfadabhéngiger Derivate notwendigen numerischen Ver-
fahren werden im Uberblick in ( ) und in groBerem Detail in
( ) diskutiert. Die klassischen stochastischen Zinsmodelle werden in ( )
( ) und ( ) eingefiihrt. Eine fiir die moderne
Betrachtungsweise des Zinssatzes in der Finanzmathematik grundlegende Arbeit ist

(1992).
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Teil Il.

Statistische Modellierung von
Finanzzeitreihen
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10. Einfiihrung: Definitionen und
Konzepte

Finanzmérkte lassen sich unter verschiedenen Gesichtspunkten betrachten. Zunéchst ein-
mal gibt es 6konomische Theorien, die Aussagen iiber die Preisbildung an den verschiedenen
Mérkten liefern. Fiir die unterschiedlichen Mérkte (Devisen, Zinsen, Wertpapiere, Derivative,
etc.) existieren verschiedene 6konomische Theorien. Als bekannte Beispiele seien genannt die
Kaufkraftparitdtentheorie fiir Wechselkurse, Theorien iiber Zinsstrukturkurven, das capital
asset pricing model (CAPM) und das Optionspreismodell nach Black und Scholes. Vielen
dieser Modelle liegen Denkkonzepte zugrunde, die z.B. die Bildung von Erwartungen, Nut-
zenfunktionen und Risikoeinstellungen betreffen. Es wird grundlegend angenommen, dass
sich Wirtschaftssubjekte ‘rational’” verhalten, rationale Erwartungen bilden und risikoavers
sind. Auf diese Weise lassen sich in den Gleichgewichtsmodellen (wie z.B. dem CAPM) Preise
oder Renditen bestimmen, die den Markt rdumen, d.h., dass das Angebot gleich der aggre-
gierten Nachfrage ist. Einen etwas anderen Ansatz verfolgt die Arbitragetheorie (z.B. das
Black und Scholes Modell), in der davon ausgegangen wird, dass risikolose Gewinne sofort von
Marktteilnehmern erkannt und {iber Anpassung der Preise eliminiert werden. Arbitragetheo-
rie und Gleichgewichtstheorie héngen oft eng miteinander zusammen. Die Arbitragetheorie
kommt meistens mit weniger Annahmen aus, dafiir kommen die Gleichgewichtstheorien in
komplexen Situationen zu genauer festgelegten Losungen.

Die traditionellen 6konomischen Modelle sind in der Mehrzahl so formuliert, dass sich
die involvierten Parameter 6konomisch interpretieren lassen. Man ist an den folgenden em-
pirischen Fragestellungen interessiert:

1. Wie gut beschreibt ein bestimmtes Modell einen gegebenen Datensatz (Querschnitts-
oder Zeitreihendaten)?

2. Hilft das Modell den Marktteilnehmern, Aussagen iiber die zukiinftige Entwicklung
der relevanten Groflen zu treffen?

3. Was implizieren die empirischen Befunde fiir das 6konomische Modell? Muss man es
eventuell modifizieren? Kann man sogar Vorschlige machen, die die Funktionsweise
und strukturelle Organisation des Marktes betreffen?

Um diese empirischen Fragestellungen wissenschaftlich zu behandeln, bedarf es einer statisti-
schen Untersuchung. Da bei Finanzmarktdaten in der Regel die dynamischen Eigenschaften
im Vordergrund stehen, werden wir uns hauptséchlich auf die Zeitreihenanalyse konzentrie-
ren. Zunichst werden wir Konzepte der univariaten Analyse vorstellen, spéter aber auch
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multivariate Modelle betrachten, die Interdependenzen der Finanztitel explizit als System
modellieren kénnen.

Um einige Begriffe, die in der Zeitreihenanalyse und der Analyse finanzieller Zeitreihen
oft gebraucht werden, in kompakter Form vorliegen zu haben, definieren wir sie kurz im
néchsten Abschnitt.

10.1. Einige Definitionen

Zunéchst bendtigen wir den Begriff des stochastischen Prozesses, das grundlegende Kon-
struktions- und Analyseobjekt in der Zeitreihenanalyse.

DEFINITION 10.1 (Stochastischer Prozess)
Ein stochastischer Prozess X, t € 7, ist eine Familie von Zufallsvariablen, definiert auf
einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P).

Zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢ ist X; also eine Zufallsvariable mit einer bestimmten Ver-
teilungsfunktion, und fiir ein bestimmtes w € Q ist X (w) = {X;(w),t € Z} eine Realisierung
oder ein Pfad des Prozesses.

DEFINITION 10.2 (Verteilungsfunktion eines stochastischen Prozesses)
Die gemeinsame Verteilungsfunktion eines stochastischen Prozesses Xy wird definiert durch

Foo (X1, .. xn) = P(Xy, <10, Xy, <)

Der stochastische Prozess X; ist bereits eindeutig identifiziert, wenn man das System seiner
Verteilungsfunktionen kennt. Ist also fiir beliebige ty,... ,t, € Z die gemeinsame Vertei-
lungsfunktion Fi,  ; (z1,...,x,) bekannt, so bestimmt dies eindeutig den zugrundeliegen-
den stochastischen Prozess.

DEFINITION 10.3 (Bedingte Verteilungsfunktion)
Die bedingte Verteilungsfunktion eines stochastischen Prozesses X, fiir beliebige tq, ... ,t, €

7 mitt; <ty <...<t, wird definiert durch
Ftn|tn_1,...,t1($n | Tn—1y--- ,1‘1) = P(th <z, | th,l =Tn—-1y--- 7Xt1 = $1)~

Als néchstes definieren wir Momentfunktionen eines reellen stochastischen Prozesses.
Hierfiir gehen wir davon aus, dass die Momente existieren. Ist dies nicht der Fall, so ist die
entsprechende Funktion nicht definiert.

DEFINITION 10.4 (Mittelwertfunktion)

Die Mittelwertfunktion u; eines stochastischen Prozesses Xy ist definiert durch

e = E[X,] = /R:vdFt(x). (10.1)

Im allgemeinen héngt u; von der Zeit t ab, z.B. bei Prozessen mit einer saisonalen oder
periodischen Struktur oder bei Prozessen mit einem deterministischen Trend.
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DEFINITION 10.5 (Autokovarianzfunktion)
Die Autokovarianzfunktion eines stochastischen Prozesses X ist definiert durch

V(1) = El(Xs = ) (Xir = )] = / (1 = ) (@2 = pu—r)dFry 7 (1,02)  (10.2)

R2
fir T € Z.

Die Autokovarianzfunktion ist symmetrisch, d.h. v(¢,7) = v(t — 7, —7). Fiir den Spezialfall
7 = 0 ergibt sich die Varianzfunktion 7(¢,0) = Var(X;). Im allgemeinen héngt (¢, 7) sowohl
von t als auch von 7 ab. Im folgenden definieren wir das wichtige Konzept der Stationaritét,
das es ermoglicht, die Momentfunktionen in vielen Féllen zu vereinfachen.

DEFINITION 10.6 (Stationaritét)
Ein stochastischer Prozess X ist kovarianzstationdr, wenn

1. py = p, und

2. y(t, T) = 7r.

Ein stochastischer Prozess X, ist streng stationdr, wenn fiir beliebige t1,... ,t, und fir
allen,s € Z gilt

Ftl,...,tn (.fEl, . 733”) = Ft1+s,...,tn+s(371> e ,.Tn).

Héaufig wird fiir Kovarianzstationaritét auch der Begriff der schwachen Stationaritit verwen-
det. Man beachte jedoch, dass ein stochastischer Prozess streng stationér sein kann, ohne
kovarianzstationér zu sein, ndmlich dann, wenn die Varianz (oder die Kovarianz) nicht exi-
stiert. Existieren die ersten beiden Momentfunktionen, so folgt aus der strengen Stationaritit
die Kovarianzstationaritat.

DEFINITION 10.7 (Autokorrelationsfunktion (ACF))
Die Autokorrelationsfunktion p eines kovarianzstationdren stochastischen Prozesses ist de-
finiert als
_ O
Yo

Pr

Die ACF ist normiert auf das Intervall [-1,1] und erleichtert somit die Interpretation von Au-
tokovarianzstrukturen verschiedener stochastischer Prozesse. Da gefordert wurde, dass der
Prozess kovarianzstationéar ist, hingt die ACF nur von einem Parameter, der Verzogerung
ab. Haufig wird die ACF als Funktion von 7 geplottet, und man erhélt das sogenannte Korre-
logramm. Dies ist ein wichtiges graphisches Instrument, um lineare Abhéngigkeitsstrukturen
des Prozesses aufzudecken.

Als néchstes definieren wir zwei wichtige stochastische Prozesse, die die Grundbausteine
fiir die weitere Modellierung bilden.

DEFINITION 10.8 (weifles Rauschen (WR))
Der stochastische Prozess X ist weiffes Rauschen, wenn gilt

1. uy =0, und
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9 - o2 wenn =0
T 0 wenn T # 0.

Q SFMtimewr.xpl

Ist X; ein Prozess von u.i.v. ZufallsgréfSen mit Erwartungswert 0 und endlicher Varianz, so ist
er weifles Rauschen. Diesen Spezialfall nennen wir unabhdingiges weiffes Rauschen. Umgekehrt
kann es sein, dass weifles Rauschen Abhéngigkeiten in dritten oder hoheren Momenten hat,
also nicht unabhéngig ist.

DEFINITION 10.9 (Irrfahrt)
Der stochastische Prozess X, folgt einer Irrfahrt (oder Random Walk), wenn er sich re-
prasentieren ldsst als

Xi=c+ X1 +¢g

mit einer Konstanten ¢ und weiffem Rauschen &;.

Ist ¢ ungleich Null, so haben die Zuwéchse Z;, = X; — X; 1 = ¢ + ¢, einen von Null ver-
schiedenen Erwartungswert, und man spricht von einer Irrfahrt mit Drift (vgl. Abschnitt
4.1). Im Gegensatz zu Abschnitt 4.3 verlangen wir hier nicht, dass die Zuwéchse unabhéngig
sind, damit die hier definierte Irrfahrt fiir &« — 1 Grenzfall des im folgenden Beispiel 10.1
eingefithrten AR(1)-Prozesses ist. Verlangen wir wie in Abschnitt 4.3, dass €; unabhéngiges
weiles Rauschen ist, so nennen wir X; eine Irrfahrt mit unabhéngigen Zuwéchsen. Historisch
nimmt die Irrfahrt eine besondere Rolle ein, da sie Anfang dieses Jahrhunderts das erste sto-
chastische Modell fiir die Entwicklung von Aktienkursen darstellte. Bis in die heutige Zeit
wurde die Irrfahrt héufig als Grundhypothese angenommen, iiberpriift und zumindest in
ihrer strengen Fassung mit unabhéngigen Zuwéchsen meistens verworfen.

Um die Momentfunktionen einer Irrfahrt zu bestimmen, gehen wir der Einfachheit halber
davon aus, dass die Konstante ¢ und der Startwert X, auf Null gesetzt werden. Dann erhalten
wir durch sukzessive Substitution die Reprasentation

Xi=e+e 1+ ... +ter.
Die Mittelwertfunktion ist einfach
e = E[X] =0, (10.3)
und fiir die Varianzfunktion erhalten wir wegen der Unkorreliertheit der ¢,
t t
Var(X;) = Var(z i) = Z Var(g;) = to?. (10.4)
' i=1

=1
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Die Varianz der Irrfahrt steigt also linear mit der Zeit an. Fiir die Autokovarianzfunktion
gilt fiir 7 < ¢:

v(t,7) = Cov(Xy, Xi—r)

t t—7
= COV(Z Eiy Z £5)
=1 j=1
t—7

= Z Z COV(Ei, €j)

j=1 i=1
t—7

= Zaz = (t —1)0%
j=1

Fiir 7 < t ist die Autokovarianz also stets positiv. Da die Kovarianzfunktion von der Zeit
t abhéingt (und nicht nur von der Zeitdifferenz 7) ist die Irrfahrt nicht kovarianzstationér.
Fiir die Autokorrelationsfunktion p erhalten wir

t—T1)0? t—
ptry=— 07 U1 T
Vito?(t — 7)o? t(t—71) t
Wieder hingt p sowohl von ¢ als auch von 7 ab, da die Irrfahrt nicht kovarianzstationar ist.

Zur weiteren Illustration betrachten wir als néchstes einen einfachen, aber wichtigen
stochastischen Prozess.

BEISPIEL 10.1 (AR(1) Prozess)
Der stochastische Prozess X; folgt einem autoregressiven Prozess erster Ordnung, kurz
AR(1) Prozess, wenn
Xi=c+aX,_1+¢e

mit dem konstanten Parameter o, |a| < 1. Der Prozess X, ldsst sich durch iterierte Substi-
tution auch schreiben als

Xy = c(1+a+ a4+ .+ 0/“’1) + X e +agi1+ ...+ ak’let,kﬂ

k-1 k—1
= C<Z o) +af X+ Z aler;
i=0 i=0

1—Oék S
k i
= c +04X,+E a‘e_;
1 t—k 2 t

Ist Xy . fiir ein bestimmtes k gegeben (z.B. der Startwert des Prozesses), so hangen offen-
sichtlich die Eigenschaften des Prozesses von diesem Wert ab. Dieser Einfluss verschwindet
aber mit wachsender Zeit, da wir angenommen haben, dass |a| < 1 und somit o — 0 fiir
k — oco. Fir k — oo existiert ein Grenzwert im Sinne der quadratischen Abweichung, also
konnen wir den Prozess X; auch schreiben als

o)

1 )
Xt:cl_ajtZo/et,i.
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Fiir die Momentfunktionen ergibt sich dann

und

T

Die ACF ist also einfach p, = o". Fiir positive « ist diese Funktion stets positiv, fiir negative

a alterniert sie um Null. In jedem Fall konvergiert sie gegen Null, wobei die Konvergenz bei
z.B. ae = 0.5 sehr schnell, bei o = 0.99 recht langsam ist. Q SFMacfarl.xpl

DEFINITION 10.10 (Markoff Prozess)
Fin stochastischer Prozess hat die Markoff-Eigenschaft, wenn fir allet € Z und k > 1

Ft\tfl,...,tfk(xtut—la e ,SUt—k) = Ft|t71($t|xt—1)-

Mit anderen Worten, die bedingte Verteilung eines Markoff-Prozesses zu einem bestimm-
ten Zeitpunkt ist vollstdndig durch den Zustand des Systems zu dem vorherigen Zeitpunkt
bestimmt. Man kann auch Markoff-Prozesse hoherer Ordnung definieren, bei denen die be-
dingte Verteilung nur von einer endlichen Anzahl von vergangenen Zusténden abhéngt. Zwei
Beispiele fiir den Markoff-Prozess erster Ordnung sind die oben besprochene Irrfahrt mit
unabhéngigen Zuwichsen und der AR(1) Prozess mit unabhéngigem weilem Rauschen.

DEFINITION 10.11 (Martingal)
Der stochastische Prozess X, ist ein Martingal, wenn gilt

E[Xt|Xt—1 =Tp1ye , Xpok = xt—k] = Tt
fiir jedes k > 0.

Das Martingal ist ein ebenfalls hédufig benutztes Instrument zur Beschreibung von Preisen
auf Finanzmérkten. Man beachte, dass man nur eine Aussage iiber den bedingten Erwar-
tungswert macht und nicht wie beim Markoff-Prozess iiber die gesamte bedingte Verteilung.
Ein Beispiel fiir ein Martingal ist die Irrfahrt ohne Drift. Der AR(1) Prozess mit 0 < a < 1
ist kein Martingal, da E[X;|x;_1,... ,24x] = ¢+ azy_q.

DEFINITION 10.12 (Faires Spiel)
Der stochastische Prozess Xy ist ein faires Spiel, wenn gilt

EX| X1 =20, , Xy =204) =0
fiir jedes k > 0.

Manchmal wird das faire Spiel auch als Martingal-Differenz bezeichnet. Ist ndmlich X; ein
Martingal, so ist Z; = X; — X;_1 ein faires Spiel.
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DEFINITION 10.13 (Lag-Operator)

Der Operator L verschiebt den Prozess X; um eine Zeiteinheit nach hinten, d.h. LX; = X;_1
und LFX; = X,_y,. Auferdem definieren wir den Differenzenoperator A als A =1 — L, d.h.
AX; = X; — Xi_1, und AF = (1 — L)k,

Nach diesen mathematischen Definitionen kommen wir nun zu eher 6konomischen De-
finitionen, und hier insbesondere auf den Begriff der Rendite. Wir gehen dafiir von einer
Zeitreihe von Preisen P, ... , P, aus und wollen die Rendite zwischen zwei Perioden berech-
nen.

DEFINITION 10.14 (Einfache Rendite)
Die einfache Rendite R, wird definiert als

P,—P,_,
R = ———.
' P,y

Soll die Durchschnittsrendite R;(k) iiber k Perioden berechnet werden, so wird das geome-
trische Mittel aus den einfachen Bruttorenditen gezogen, d.h.

k—1 1/k
Ri(k) = (H(l + Rt—j)> -1
5=0

Im allgemeinen ist dies natiirlich ungleich dem arithmetischen Mittel k~* Zf;é R,_;.

DEFINITION 10.15 (log Rendite)
Die log Rendite ry wird definiert als

P,

P

ry =In =In(1+ Ry).

Q SFMContDiscRet.xpl

Die log Rendite ist definiert fiir den Fall der stetigen Verzinsung. Fiir die Durchschnittsren-
dite iiber mehrere Perioden ergibt sich

ro(k) = In{l+ Ry(k)} = %ln H(l + Ry—j)

d.h., fiir die log Rendite ergibt sich die Durchschnittsrendite als einfaches arithmetisches
Mittel der log Renditen iiber die einzelnen Perioden.
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Fiir kleine Preiséinderungen ist die unterschiedliche Definition von Renditen nicht sehr
wichtig. Nach einer Taylor-Reihenentwicklung folgt, dass

Olnz Plnx, a2
2 23
= 1‘—54—5—1-....

Fiir  nahe bei Null ist eine Approximation erster Ordnung ausreichend, d.h. In(1 + z) ~ z.
Als Faustregel kann man sagen, dass bei Renditen unter 10% es keinen grofien Unterschied
macht, ob man einfache oder log Renditen untersucht. Dies ist vor allem dann der Fall, wenn
man Finanzzeitreihen von hoher Frequenz untersucht, also z.B. Tagesdaten.

10.2. Statistische Analyse deutscher Aktienrenditen

Im folgenden beschreiben wir einige typische Eigenschaften von Finanzzeitreihen am Beispiel
der téglichen deutschen Aktienrenditen von 1974 bis 1996. Wir konzentrieren uns dabei
zum einen auf die lineare zeitliche (Un-)abhéngigkeit der Renditen, zum anderen auf die
Verteilungseigenschaften. Tabelle 10.1 stellt die deskriptiven Statistiken zusammenfassend
dar. Die Autokorrelation erster Ordnung ist bei allen Aktienrenditen nahe bei Null. Die
grofite positive Autokorrelation hat Preussag (0.08), die grofite negative Autokorrelation hat
Allianz (-0.06). Die Mehrzahl der Autokorrelationen ist positiv (14 gegeniiber 6 negativen).
Dies ist ein empirisches Phanomen, das auch fiir den amerikanischen Markt dokumentiert
ist.

Wihrend die Autokorrelation erster Ordnung der Renditen bei allen Aktienrenditen nahe
bei Null ist, ist diejenige der quadrierten und absoluten Renditen bei allen Aktien positiv
und deutlich grofler als Null. Offenbar gibt es einen linearen Zusammenhang der absoluten
GroBe zeitlich aufeinanderfolgender Renditen. Da die Autokorrelation positiv ist, ldsst sich
schliessen, dass auf kleine (positive oder negative) Renditen tendenziell wieder kleine Rendi-
ten und auf grofle Renditen wieder grofle folgen. Mit anderen Worten, es gibt ruhige Perioden
mit kleinen Kursausschldgen und turbulente Perioden mit groflen Ausschlidgen. In der Tat
ldsst sich weiter feststellen, dass diese Perioden von relativ langer Dauer sind, d.h., die Auto-
korrelationen quadrierter Renditen von meist sehr hoher Ordnung sind immer noch positiv.
Diese Effekte wurden von Mandelbrot und Fama bereits in den sechziger Jahren untersucht.
Sie lassen sich u.a. mit den in Kapitel 17 untersuchten ARCH Modellen modellieren.

Weiterhin betrachten wir Schétzer fiir Schiefe und Kurtosis. Wéhrend die Schiefe in den
meisten Féllen nahe bei Null und mal positiv, mal negativ ist, ist in allen Fillen die Kurtosis
deutlich grofler als 3. Die kleinste geschatzte Kurtosis hat Thyssen (@ = 6.1), die grofite

Allianz (@ = 32.4). Unter der Nullhypothese der Normalverteilung sind die Schétzer in
(3.2) und (3.3) unabhingig und asymptotisch normalverteilt mit

VnS £ N(0,6)

und -
Vn(Kurt — 3) -5 N(0, 24).
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pi(re)  pi(r?)  pa(lred) S K BJ
ALLIANZ 20.0632  0.3699 0.3349  0.0781 32.409 207116.0
BASF -0.0280 0.2461 0.2284 -0.1727  8.658  7693.5
BAYER -0.0333  0.3356 0.2487  0.0499  9.604  10447.0
BMW 0.0134  0.3449 0.2560 -0.0107 17.029  47128.0
COMMERZBANK | 0.0483 0.1310 0.2141 -0.2449 10.033  11902.0
DAIMLER 0.0273  0.4050 0.3195  0.0381 26.673 134201.0
DEUTSCHE BANK | 0.0304 0.2881 0.2408 -0.3099 13.773  27881.0
DEGUSSA 0.0250 0.3149 0.2349 -0.3949 19.127  62427.0
DRESDNER 0.0636 0.1846 0.2214  0.1223 8829  8150.2
HOECHST 0.0118 0.2028 0.1977 -0.1205 9.988  11708.0
KARSTADT 0.0060 0.2963 0.1964 -0.4042 20.436  72958.0
LINDE -0.0340  0.1907 0.2308 -0.2433 14.565  32086.0
MAN 0.0280 0.2824 0.2507 -0.5911 18.034  54454.0
MANNESMANN 0.0582 0.1737 0.2048 -0.2702 13.692  27442.0
PREUSSAG 0.0827 0.1419 0.1932  0.1386 10.341  12923.0
RWE 0.0408 0.1642 0.2385 -0.1926 16.727  45154.0
SCHERING 0.0696 0.2493 0.2217 -0.0359  9.577  10360.0
SIEMENS 0.0648 0.1575 0.1803 -0.5474 10.306  13070.0
THYSSEN 0.0426  0.1590 0.1553 -0.0501 6.103  2308.0
VOLKSWAGEN 0.0596 0.1890 0.1687 -0.3275 10.235  12637.0

Tabelle 10.1.: Autokorrelation erster Ordnung der Renditen (p; (7)), der quadrierten Rendi-
ten (p1(r?)) und der absoluten Renditen (p;(|r¢|)) sowie Schiefe (.9), Kurtosis
(K) und Bera-Jarque Test Statistik (B.J) fiir die téglichen Renditen deutscher
Aktienkurse 1974-1996.

Q SFMReturns.xpl

Daraus lésst sich der gemeinsame Test auf Normalverteilung von Bera und Jarque (B.J)

ableiten: .
52 (Kurt — 3)2
BJ = I Sl A
J=n ( 5 + 2

BJ ist asymptotisch x? verteilt mit zwei Freiheitsgraden. Die letzte Spalte von Tabelle 10.1
zeigt, dass in allen Fillen die Normalverteilungshypothese bei einem Testniveau von 1%
(kritischer Wert 9.21) deutlich abgelehnt wird. Dies ist vor allem der grofleren Kurtosis zu-
zuschreiben. Typischerweise ist bei Finanzzeitreihen die Kurtosis deutlich grofler als 3, was
durch das hiufige Auftreten von ‘Ausreifflern’ verursacht wird. Weiterhin gibt es ein héufige-
res Auftreten von ganz kleinen Renditen als man es unter der Normalverteilungshypothese
erwarten wiirde. Man sagt, die empirische Verteilung der Renditen ist leptokurtisch, was be-
deutet, dass die Verteilung stiarker gewolbt ist als die Normalverteilung. Das Gegenteil, eine
schwicher gewdlbte oder platykurtische Verteilung ist bei Finanzdaten selten anzutreffen.

10.3. Erwartungsbildung und Markteffizienz

Markteffizienz ist ein sehr allgemeines Konzept in der 6konomischen Theorie. Ein Markt wird
effizient genannt, wenn zu jedem Zeitpunkt jede fiir die Bewertung der gehandelten Objekte
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relevante Information durch die Preise vollstindig widergespiegelt wird. Diese allgemeine
Definition muss konkretisiert werden, um sagen zu kénnen, was ‘vollstandig widerspiegeln’
heifit. Hierfiir benotigen wir das Konzept der rationalen Erwartungen. Allgemein spricht man
von einer rationalen Erwartungsbildung, wenn bei der Prognose eines stochastischen Prozes-
ses P, sdmtliche relevante und verfiigbare Information F;_; (siche Definition 5.1) ‘optimal’
ausgenutzt wird. Optimal heifit, dass der mittlere quadratische Prognosefehler minimiert
wird. Dies ist der Fall, wenn zur Prognose der bedingte Erwartungswert (s. Abschnitt 3.5)
E[P,|F;_1] verwendet wird:

SATZ 10.1
Fiir jedes h > 0 minimiert der bedingte Erwartungswert E[P,, | Fi] als Prognose den

mittleren quadratischen Prognosefehler E[(Pyyn — P;Lh‘t)Z] unter allen bzgl. der zur Zeit t

gegebenen Informationsmenge F; messbaren Prognosen Pt+h|t .
BEWEIS:
Fiir eine beliebige Prognose P} e die man sich als (im allgemeinen nichtlineare) Funk-

tion der zur Zeit t bekannten Zufallsvariablen, die die Informationsmenge JF; bestimmen,
vorstellen kann, ldsst sich der mittlere quadratische Prognosefehler schreiben als

(P — Piw)?] = El(Pn — E[PesnlF] + E[PonlF] — Priwe)’]
= E[(Pun — E[Punl B + E{E[Psl F] — Pl }], (10.5)

da der Kreuzterm gleich null ist:

QE{(PtJrh_ [Pt+h’~7:t]>( [Pt+h’~7:t]_ t*+h\t)}
2E[E{ Pp, — E[Posn| R Fe} (BPanl F) — Plwe)] =
2E{0 - (E[Pyn|F] — Plpp)t = 0.

Der zweite Term auf der rechten Seite von (10.5) ist nichtnegativ und nimmt den Wert Null
an gerade fiir B[Py | 5] = Py -
(]

Man kann nun zunéchst nicht davon ausgehen, dass alle Wirtschaftssubjekte iiber aus-
reichende Information verfiigen, um E[P, | F;_1] schétzen zu kénnen. Dies betrifft zum einen
die Art des zugrundeliegenden Prozesses, der P; treibt, zum anderen die fiir die Progno-
se benotigte Information relevanter Groflen. Um diesem konzeptuellen Problem zu begeg-
nen, entwickelten sich insbesondere in der makrodkonomischen Theorie Hypothesen iiber
die Mechanismen der Erwartungsbildung, die ohne den mathematischen Erwartungswert
E[P, | Fi_1] auskommen. Die Hypothese der adaptiven Erwartungen unterstellt beispielswei-
se, dass die Prognose zum Zeitpunkt ¢t — 1 von P;, E{ ;[P], nach folgendem Mechanismus
generiert wird:

Ei [P = B p[Pia] = 0(Py — B o[Pa]) (10.6)

mit konstantem Parameter , 0 < § < 1. Anderungen der Prognosen ergeben sich also durch
den mit # gewichteten letzten Prognosefehler.
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SATZ 10.2
Die adaptive Erwartungsbildung in (10.6) ist optimal im Sinne des mittleren quadratischen
Prognosefehlers genau dann, wenn P, dem Prozess

Pt = Pt—l + & — (]. — 6)615_1 (107)
folgt, wobei g, weiffes Rauschen sei.

BEWEIS:
Mit dem Lag-Operator L (siehe Definition 10.13) lasst sich (10.6) représentieren als

{1 - (1 - G)L} E?A{Pt] = 0P ;.

Da 0 < 0 < 1 und somit {1 — (1 —0)z} ' =37 (1 — )27 lisst sich weiter schreiben

E{  [P]=0 Z(l - Q)iPt—i—l-
i=0

Der Prozess (10.7) ldsst sich umformen zu
{]_— (1—6)L}5t :Pt_-Pt—l

und

e = D (1= 0) (P = Prja)

J=0

= P - 92(1 —0Y P,
=0

so dass P,—E¢ | [P;] weifles Rauschen ist. Damit ist E{_;[P;] in diesem Fall die beste Prognose
fiir P, im Sinne des mittleren quadratischen Prognosefehlers.
([

Der Prozess (10.7) wird auch als integrierter autoregressiver Moving-Average Prozess
(ARIMA) der Ordnung (0,1,1) bezeichnet. Die ARIMA Modellklasse wird naher in Kapi-
tel 11 behandelt. Im allgemeinen konnen natiirlich auch exogene Faktoren, z.B. Angebots-
schocks, bei der Bestimmung des Gleichgewichtspreises eine Rolle spielen. In diesem Fall
wéren adaptive Erwartungen suboptimal. Bezeichne X; den stochastischen exogenen Faktor,
von dem das Angebot abhéngt, und F; eine Familie von Ereignissen, die sich aus den zur
Zeit t verfiigbaren Beobachtungen {p;,p;_1,... ,%, T4_1, ... } zusammensetzt. Dann ist die
optimale Prognose E[P, | F;_1] im allgemeinen eine Funktion von {p;, p;—1,...} und von
{z¢,x1_1,...}. Zwar gibt es Spezialfille, in denen adaptive Erwartungen mit rationalen Er-
wartungen zusammenfallen, z.B. bei einem linearen Nachfrage/Angebotssystem mit X; als
exogenem Angebotsschock, der einer Irrfahrt folgt. Ist X; in so einem System aber z.B. ein
AR(1) Prozess, so haben Prognosen aufgrund adaptiver Erwartungen einen gréferen mitt-
leren quadratischen Fehler als Prognosen mit rationalen Erwartungen. Ist der Faktor X,
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Typ | P1 P2
I [300 50
IT | 50 300
III | 150 250

Tabelle 10.2.: Auszahlungen in Perioden P1 und P2 in Abhéngigkeit vom Typ des Investors

common knowledge, d.h. offentlich verfiigbar, so bedeuten rationale Erwartungen in diesem
Beispiel also, dass der Preis unter Ausnutzung dieser Information optimal prognostiziert
wird.

Ist der Faktor X; hingegen nicht fiir jeden beobachtbar, so kénnen prinzipiell die nicht-
informierten Subjekte durch die Preisgebote der informierten Subjekte lernen. Das heifit,
sie kénnen durch Beobachtung des Preises an Information iiber den Zustand w, die iiber
ihre private Informationsmenge F; hinausgeht, gewinnen. Voraussetzung hierfiir ist, dass die
Informationsfunktion des Preises korrekt beurteilt wird.

Um zu illustrieren, welche Rolle der Preis bei der Bildung von Erwartungen spielt, stelle
man sich den Kauf einer Flasche Wein vor. Im Geschéft steht man vor der Wahl zwischen
drei Flaschen mit den Preisen EUR 300, EUR 30 und EUR 3. Da die Flasche zu EUR 300
das Budget iibersteigt, bleiben noch die zu EUR 3 und EUR 30. Nun nehmen wir an, dass
man als Nicht-Weinkenner aus den Angaben des Etiketts keine oder nur wenige Folgerungen
iiber die Giite des Weines ableiten kann. Da man unter Zeitdruck steht, ist eine Informati-
onsbeschaffung iiber andere Personen zu aufwendig. Was bleibt ist die Information {iber den
Preis. Nehmen wir weiter an, dass man aus vorherigen Kéufen bereits gelernt hat, dass teure-
re Weine tendenziell besser sind als billigere. Man hat also eine Vorstellung von der Funktion
des Preises in Abhéngigkeit von dem Zustand, d.h. der Giite des Weines. Man wird sich fiir
den Wein zu EUR 30 entscheiden, wenn man den Giitevorteil des teureren Weines unter
seiner Nutzenfunktion, die eine Funktion ist der Giite und des Preises, hoher bewertet als
den Preisvorteil des billigen Weines. Der Kéufer hat rational gehandelt, da er sein Entschei-
dungsproblem (hier: Maximierung seiner Nutzenfunktion) optimiert hat unter Zuhilfenahme
der ihm zur Verfiigung stehenden Information und der Preisfunktion, vorausgesetzt seine
Vermutung iiber die Preisfunktion erweist sich als richtig.

Zur Illustration noch ein Beispiel eines experimentellen Marktes, das der Literatur ent-
nommen ist. Wir haben ein Wertpapier, das in zwei Perioden P1 und P2 gehandelt wird und
in jeder Periode unterschiedliche Dividenden je nach Typ des Investors auszahlt. Der Han-
delsmechanismus ist ein Auktionssystem, in dem man bei einem Gebot gleichzeitig Kauf- und
Verkaufspreis miindlich mitteilt. Es gibt drei Investortypen und von jedem Typ gibt es drei
Investoren, d.h. insgesamt gibt es neun Investoren, die untereinander das Wertpapier han-
deln konnen. Jeder Investor ist mit einem Anfangskapital von 10.000 Franken (1 ‘Franken’
= 0.002 USD) und zwei Wertpapieren ausgestattet. Das Anfangskapital von 10.000 Franken
muss am Ende der zweiten Periode wieder zuriickgezahlt werden. Jeder Gewinn, der aus dem
Handeln des Wertpapiers erfolgt, darf behalten werden. Hélt ein Investor am Ende von P1
oder P2 das Wertpapier, so bekommt er eine Dividende in Abhéngigkeit von seinem Typ.
Tabelle 10.2 gibt Auskunft iiber die Dividendenzahlungen.
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Jeder Investor kennt nur seine eigenen Auszahlungen, nicht die der anderen. Die Frage
ist, ob und wenn ja wie schnell die Investoren iiber die Preisbildung ‘lernen’, d.h. Informa-
tion {iber den Wert der Aktie fiir die anderen Investoren gewinnen. Es gibt zunéchst zwei
grundsétzliche Hypothesen:

1. Investoren richten sich in ihren Preisgeboten nur nach den eigenen Auszahlungen in
P1 und P2 (‘naives Verhalten’).

2. Investoren ziehen iiber den beobachteten Preis Riickschliisse auf den Wert der Aktie
fiir die anderen Investoren und beriicksichtigen diese Information bei ihren eigenen
Geboten (‘rationales Verhalten’).

Da das Experiment nach der Periode P2 beendet ist, spielen in dieser Periode fiir jeden
Investor nur noch die eigenen Auszahlungen eine Rolle, so dass in P2 beide Hypothesen zu-
sammentreffen: Der Gleichgewichtspreis wird 300 Franken betragen, da Typ II gerade noch
bereit ist, zu diesem Preis zu kaufen und es eine Konkurrenz gibt zwischen Investoren vom
Typ II. Zu Beginn von P1, bevor gehandelt wurde, besteht fiir jeden Investor nur Infor-
mation iiber seine eigenen Zahlungen, so dass man auch hier zunéchst ein naives Verhalten
annehmen muss: Typ I und Typ II bieten maximal 350, Typ III bietet maximal 400, also ist
der Gleichgewichtspreis nach der Hypothese naiven Verhaltens 400 Franken. Dies hat sich
auch in dem Experiment empirisch als gute Hypothese herausgestellt. Wird nun jedoch das
Experiment mit der gleichen Auszahlungsmatrix wiederholt, so konnen die Investoren aus
vergangenen Experimenten {iber den Preis lernen, welchen Wert die Aktie in P2 fiir andere
Typen hat. Insbesondere wird unter der Hypothese rationalen Verhaltens Typ I lernen, dass
der Gleichgewichtspreis in P2 hoher ist, als es seiner eigenen Auszahlung entspricht, dass er
also die Aktie zu einem hoheren Preis verkaufen kann. Der Gleichgewichtspreis in P1 wird
nach der rationalen Hypothese also 600 Franken betragen. Typ I kauft zu diesem Preis in
P1 und verkauft in P2 an Typ II zum Preis von 300.

Im wiederholten Experiment hat sich herausgestellt, dass die Teilnehmer tatséchlich vom
naiven Erwartungsgleichgewicht zum rationalen Erwartungsgleichgewicht tendieren, dass der
Ubergang jedoch nicht sofort nach dem ersten Experiment erfolgte, sondern graduell war
und etwa acht Wiederholungen in Anspruch nahm. Es wurden noch andere Experimente
durchgefiihrt, unter anderem ein Terminmarkt, in dem in P1 bereits der Preis der Aktie
in P2 ausgehandelt werden konnte. Hier zeigte sich, dass durch die sofortige Transparenz
des Wertes der Aktie in zukiinftigen Perioden eine deutlich schnellere Anpassung an das
rationale Erwartungsgleichgewicht erfolgte.

Der beobachtete Marktpreis bewirkt durch Interaktion verschiedener Anbieter und Nach-
frager eine Aggregation der einzelnen heterogenen Informationsmengen. Wir nehmen an, dass
der Preis zum Zeitpunkt ¢ eine Funktion des Zustands ist und nennen dies die Preisfunktion
pi(w), w € Q. Wir definieren im folgenden ein Gleichgewicht mit rationalen Erwartungen.

DEFINITION 10.16 (RE-Gleichgewicht)

FEin Gleichgewicht in t mit rationalen Erwartungen (RE-Gleichgewicht) ist ein Gleichge-
wicht, in dem jedes Wirtschaftssubjekt v sein Entscheidungsproblem optimiert, gegeben seine
Informationsmenge F;; und die Preisfunktion py(w).
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Definition 10.16 setzt also insbesondere voraus, dass jedes Subjekt die Informationsfunk-
tion des Preises korrekt in sein Entscheidungsproblem einbezieht.

Das Konzept der Markteffizienz ist eng mit dem Konzept der rationalen Erwartungen
verkniipft. Die urspriingliche und allgemeine Definition sagt, dass ein Markt effizient ist,
wenn zu jedem Zeitpunkt jede relevante Information sich in den Preisen widerspiegelt. Das
heifit z.B., dass neue Information sich sofort in den Preisen niederschlagt. Im folgenden
definieren wir Markteffizienz beziiglich einer Informationsmenge G.

DEFINITION 10.17 (Markteffizienz)

Fin Markt ist effizient beziglich G = (Gy), t € N, Gy C F;, wenn der Markt zu jedem
Zeitpunkt t im RE-Gleichgewicht mit Preisfunktion p,(w) ist und fir jedes Subjekt i und fiir
jeden Zeitpunkt t gilt

Gy C{Fir Upt(w)}.

Ublicherweise werden drei typische Fille unterschieden, die als schwache, semi-starke und
starke Effizienz bezeichnet werden.

1. Der Markt ist schwach effizient, wenn er effizient ist beziiglich der Menge der histo-
rischen Preise, also der Menge G = (G;), Gy = {pt, pi—1, Pi—2, - - - }. Dies ist z.B. dann
erfiillt, wenn fiir alle ¢ gilt {ps, pt—1, pt—2,... } C Fi, wenn also die historischen Preise
in jeder privaten Informationsmenge enthalten sind.

2. Der Markt ist semi-stark effizient, wenn er effizient ist beziiglich einer Menge G = (G,),
(NiFi) C Gy C (U;Fyy), die alle offentlich zugéngliche Information umfasst.

3. Der Markt ist stark effizient, wenn er effizient ist beziiglich der Menge G = (G;), Gy =
U, F;+, wenn also durch die Preisfunktion sémtliche private Information 6ffentlich wird.
Man spricht in diesem Fall auch von einem fully revealing RE-Gleichgewicht.

Eine dquivalente Definition besagt, dass bei Markteffizienz keine anormalen Renditen er-
zielt werden kénnen. Um dies zu untersuchen, muss man jedoch erst festlegen, was ‘normale’
Renditen sind, d.h., man muss ein 6konomisches Modell angeben. Markteffizienz kann man
dann nur im Zusammenhang mit diesem Modell testen. Wird diese gemeinsame Hypothese
verworfen, so kann es sein, dass der Markt ineffizient ist, oder dass das 6konomische Modell
nicht adaquat ist.

Wir geben im folgenden einen kurzen Uberblick iiber typische Gkonomische Modelle,
die als Erklarung von finanziellen Groflien dienen. Dabei stellen wir fiir die in erster Linie
interessierenden finanziellen Werte — Aktien, Wechselkurse, Zinsen und Optionen — jeweils
eine Theorie dar, die in ihrem jeweiligen Bereich als eine Standardtheorie oder klassische
Theorie angesehen werden kann. Auf diese Theorien greifen wir in spéteren Kapiteln dann
zuriick, wenn wir 6konometrische Modelle spezifizieren wollen und {iber empirisch motivierte
Erweiterungen nachdenken.
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10.4. Okonomische Modelle: Ein kurzer Uberblick
10.4.1. Aktienkurse: Das CAPM

Das capital asset pricing model (CAPM), von verschiedenen Autoren unabhéngig vonein-
ander in den sechziger Jahren entwickelt, ist das klassische Gleichgewichtsmodell fiir die
Bewertung von risikobehafteten Wertpapieren (Aktien). Es basiert auf folgenden Annah-
men:

1. Es besteht homogene Information unter den Marktteilnehmern. Diese Annahme kann
abgeschwicht werden, indem man annimmt, dass bei heterogener Information ein RE-
Gleichgewicht fully revealing ist (siehe die starke Version von Definition 10.17).

2. Der Markt ist friktionslos, d.h., es gibt keine Transaktionskosten, keine Steuern, keine
Restriktionen beziiglich Leerverkauf und Teilbarkeit von Aktien.

3. Es besteht vollstéindige Konkurrenz.
4. Es gibt keine Arbitragegelegenheiten.
5. Es gibt endlich (K) viele Aktien und ein risikoloses Wertpapier mit der Rendite r.

6. Jeder Investor hat eine strikt konkave Nutzenfunktion als Funktion der unsicheren
zukiinftigen Auszahlung. Dies ist gleichbedeutend mit der Annahme, dass jeder Inve-
stor risikoavers ist.

7. Jeder Investor maximiert seinen Erwartungsnutzen, der nur abhéngt von dem Fr-
wartungswert und der Varianz der unsicheren zukiinftigen Auszahlung. Dies ist die
entscheidende Annahme des CAPM. Hinreichende Bedingungen fiir dieses (u — o)-
Kriterium sind die beiden folgenden:

a) Jeder Investor hat eine quadratische Nutzenfunktion.
b) Die Aktienrenditen sind normalverteilt.

Im Folgenden bezeichnen X, und «a;; den Kurs und die im Gleichgewicht angebotene
Stiickzahl der i-ten Aktie zum Zeitpunkt ¢. Wir definieren das Marktportefeuille X, als

K
Xyt = Zai,tXi,t- (10.8)
i=1

Das relative Gewicht w;,; der i-ten Aktie in diesem Portefeuille ist folglich

. CYi,tXi,t
D et Xt

Die meisten der bekannten Aktienindizes sind derartige wertgewichtete Indizes, allerdings
sind auch héufig nur die grofiten Aktien des Marktes im Index enthalten (im DAX z.B.
nur die 30 grofiten). Nun definieren wir wie in Definition 10.15 die Aktienrendite als R;; =

W; ¢
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In{X;:/X;;—1} und die Marktrendite als R,,; = {In X, ;/ X, +—1}. Wir nehmen an, dass die
Renditeprozesse kovarianzstationédr sind. Im Gleichgewicht gilt nun nach dem CAPM fiir
jede Aktie ¢

E[Ri:| =7+ Bi(E[Rm: — 1), (10.9)

mit dem ‘Beta’-Faktor
i COV(RLt, Rm,t)

Bi = Var(R, )

Gleichung (10.9) besagt, dass im Gleichgewicht die erwartete Rendite der i-ten Aktie sich
aus zwei Komponenten zusammensetzt: aus der Rendite des risikolosen Wertpapiers und aus
einer Risikoprémie, die fiir jede Aktie spezifisch durch ihren Beta-Faktor bestimmt wird. Ak-
tien, die positiv mit dem Marktportefeuille korreliert sind, haben eine positive Risikopramie.
Je hoher die Korrelation einer Aktie mit dem Marktportefeuille, desto grofler der Beitrag im
CAPM zum Portefeuillerisiko.

Da sich das CAPM nutzentheoretisch herleiten lésst, wird es manchmal als nachfrage-
orientiertes Gleichgewichtsmodell aufgefasst. Dem gegeniiber gibt es Modelle, die die Akti-
enrenditen aufgrund verschiedener aggregierter Grofien, sogenannter Faktoren, zu erklaren
versuchen und die eher als angebotsorientiert gelten kénnen.

Wir werden in spéateren Kapiteln insbesondere auf die Restriktion in Gleichung (10.9)
auf zeitkonstante Betas eingehen und argumentieren, dass man anstelle der unbedingten
die bedingte Varianz und Kovarianz explizit modellieren kann und somit ein Modell mit
zeitabhéngiger Risikopramie erhélt.

10.4.2. Wechselkurse: Die Zinsparitatentheorie

Wenn man bei Aktien von einer groflen Vielfalt 6konomischer Modelle sprechen kann, so ist
dies bei Wechselkursen noch stérker der Fall. Es gibt zwei grundlegende und sehr einfache
Theorien, die aber bei weitem nicht ausreichen, die z.T. beachtlichen Kursbewegungen auf
Devisenmérkten vor allem im kurzfristigen Bereich erkldren zu konnen. Die Kaufkraftpa-
rititentheorie (PPP) setzt voraus, dass gleiche Giiter in verschiedenen Léndern den selben
relativen Preis, d.h. ausgedriickt in Einheiten eines Numeraire, haben miissen. Man hat em-
pirisch festgestellt, dass langfristig diese Theorie in guter Ndherung die Realitdt beschreibt,
dass aber kurzfristig die Kursbewegungen nicht erklédrt werden kénnen. Die zweite einfa-
che Theorie, die Zinsparititentheorie, vermag hier etwas mehr zu leisten, da Kapitalstréme
schneller fliefen als Giiterstrome. Zinsdifferenzen kénnen somit die Verschiebung von Kapital
in andere Devisen und damit Wechselkursdnderungen hervorrufen. Die Grundannahme der
Zinsparitatentheorie ist, dass in- und ausldndische Wertpapiere vollstandige Substitute sind
im Hinblick auf Laufzeit und Risikostruktur.

Wir nehmen an, dass neben dem Kassamarkt ein Terminmarkt besteht, auf dem De-
visen auf Zeit gehandelt werden koénnen. Den Kassakurs (spot) bezeichnen wir mit WK,
den Terminkurs mit W', jeweils ausgedriickt in Einheiten der auslindischen Wihrung, also
z.B. EUR/USD. Ein international agierender Investor steht vor der Wahl einer Kapitalan-
lage im Inland zum inlindischen Zins r! und einer Anlage im Ausland zum auslindischen
Zins r¢. Wahlt er die Auslandsanlage, so muss er zunéchst sein Kapital zum Kassakurs in
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auslédndische Devisen umtauschen und am Ende der Laufzeit dann wieder zuriicktauschen.
Die Unsicherheit iiber die zukiinftige Wechselkursentwicklung kann er ausschalten, indem er
per Termin kauft. Seine Rendite im Fall der Auslandsanlage ist also (1/W/X)(1+r8)WI —1.
Ist diese Rendite ungleich dem inléndischen Zinssatz, so besteht ein Ungleichgewicht, das
von sogenannten Zinsarbitrageuren sofort ausgenutzt wird, wodurch sich die Kurse anpassen.
Im Gleichgewicht muss also gelten

WtT B 1—1—7’2
WE 14 r®

(10.10)

d.h., das Verhéltnis von Terminkurs zum Kassakurs entspricht genau dem Verhéltnis von in—
und auslédndischem Bruttozins. Die Beziehung (10.10) wird auch als gesicherte Zinsparitdit
bezeichnet, da sie zum Zeitpunkt der Anlageentscheidung auf sicheren Kursen und Zinsen
beruht.

Neben den Zinsarbitrageuren gibt es sogenannte Terminspekulanten, die den erwarteten
zukiinftigen Kassakurs mit dem Terminkurs vergleichen und entsprechend ihrer Risikoein-
stellung bei einem Ungleichgewicht Devisen kaufen beziehungsweise verkaufen. Nehmen wir
der Einfachheit halber Risikoneutralitit der Terminspekulanten an. Dann ist im Gleichge-
wicht der erwartete Kassakurs genau gleich dem Terminkurs, d.h.

W =E[WE, | A, (10.11)

mit der Informationsmenge F;, die alle relevanten und verfiigbaren Informationen enthélt.
Wir gehen hier davon aus, dass die Terminspekulanten rationale Erwartungen haben, d.h.,
dass sie den wahren datengenerierenden Prozess kennen und auf dieser Grundlage die opti-
male Prognose bilden. Dies lésst sich auch durch die Beziehung

Wi =EWE | Al +em (10.12)

beschreiben, die besagt, dass die Abweichung der von den Spekulanten verwendeten Pro-
gnose E[W/, | F] von dem realisierten Kassakurs ein weiiles Rauschen ¢, ist (vergleiche
die Definition des weiflen Rauschens in Definition 10.8). Der Markt ist ineffizient, wenn die
Spekulanten tatséchlich risikoneutral sind, aber ¢; kein weiles Rauschen ist. In diesem Fall
spiegelt die Menge F; in der Erwartungsbildung der Spekulanten nicht die gesamte relevante
Information wider — sie haben keine rationalen Erwartungen. Um Markteffizienz zu testen
(beziehungsweise um zu testen, ob &, weifles Rauschen ist) brauchen wir jedoch erst ein
Modell fiir E[W/, | . Dieses bekommen wir nun aus (10.11) und (10.10).

Setzt man (10.11) in (10.10) ein, so erhélt man die sogenannte ungesicherte Zinsparitdt,

B, | 7] 14n)
WK 1+ re

(10.13)

Ungesichert ist diese Zinsparitit deswegen, weil der zukiinftige Kassakurs unsicher ist und
als Erwartungswert in die Beziehung eingeht.
Zusammen mit (10.12) impliziert die ungesicherte Zinsparitit (10.13), dass gilt

1 7
WK, = ik (10.14)
t

1+7r
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Ist die Zinsdifferenz iiber lange Zeitraume im Mittel Null, so ist (10.14) eine Irrfahrt (siche
Definition 10.9). Die Irrfahrt ist also nach diesem einfachen Ansatz ein erstes Modell, um
Wechselkurszeitreihen zu beschreiben.

Betont werden sollte, dass die Herleitung dieses einfachen Modells unter der Annahme
der Risikoneutralitédt der Terminspekulanten erfolgte. Im Fall der Risikoaversion miisste man
eine Risikopréamie berticksichtigen. Wir konnen also z.B., wenn wir die Effizienz des Devisen-
marktes testen wollen, nur die gemeinsame Hypothese der Effizienz und der ungesicherten
Zinsparitiat mit Risikoneutralitdt testen. Eine Ablehnung dieser Hypothese kann auf Markt-
ineffizienz beruhen, oder aber darauf, dass das Zinsparitdtenmodell ein ungeniigendes Modell
fiir den Devisenmarkt ist.

10.4.3. Zinsstruktur: Das Cox-Ingersoll-Ross Modell

Mit Zinsstrukturmodellen versucht man, die zeitliche Entwicklung der Renditen festverzins-
licher Wertpapiere in Abhéngigkeit von der Laufzeit zu modellieren. Der klassische Ansatz
ist, dass man einen oder mehrere Faktoren angibt, von denen man meint, dass sie die Zins-
struktur bestimmen. Durch Spezifizierung ihrer zeitlichen Dynamik und iiber bestimmte
Erwartungshypothesen gelangt man zu einer expliziten Losung fiir die Renditen.

Als ein typisches Beispiel stellen wir kurz das Modell von Cox, Ingersoll und Ross (CIR)
dar, das wir bereits in Abschnitt 9.2.2 erwdhnt haben. Wir bezeichnen mit Pr(f) den Preis
zum Zeitpunkt t eines Zero Bonds mit Nominalwert 1 EUR, d.h. eines dividendenfreien
Wertpapiers, das zum Laufzeitende 7' genau einen EURO auszahlt. Mit Y7 (¢) bezeichnen
wir die log Rendite dieses Zero Bonds, d.h. wir unterstellen kontinuierliche Verzinsung. Der
Prozess Yr(t) wird hiufig als Yield to Maturity bezeichnet. Die Beziehung zwischen Preis
und Rendite des Zero Bonds ist

Pr(t) = exp{=Yr(t)r}

mit der Restlaufzeit 7 = T — ¢, wie man sich leicht aus der Definition der log Rendite
(Definition 10.15) tiberlegt. Fiir sehr kurze Laufzeiten definieren wir die Short rate r(t) als

r(t) = 1T1£n>t Yr(t).

Praktisch entspricht die Short rate der Spot rate, d.h. dem Zinssatz fiir die kiirzestmogli-
che Anlage (s. Abschnitt 9.2.2). Man hat, anschaulich gesprochen, die Wahl zwischen einer
Anlage im Zero Bond mit der Rendite Y7 (t) und einer wiederholten Anlage in zukiinftigen
Perioden zum (unsicheren) kurzfristigen Zins. Eine wichtige Erwartungshypothese sagt aus,
dass gilt

Pr(t) = E {exp(— /t Tr(s)ds)|.7:t} (10.15)

(s. auch Gleichung (9.1) fiir variablen, aber deterministischen Zins). Die Short rate wird
héufig als wichtigster Bestimmungsfaktor der Zinsstruktur angesehen. Wie das CIR-Modell
benutzen die meisten Ein-Faktorenmodelle die Short rate als Faktor. Das CIR-Modell spe-
zifiziert die Dynamik der Short rate als zeitstetigen stochastischen Prozess

dr(t) = a(b — r(t))dt + o+/r(t)dW; (10.16)
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mit Wiener Prozess W; und konstanten Parametern a,b und o - s. auch Abschnitt 9.2.2. Der
Prozess (10.16) hat ein sogenanntes mean reversion Verhalten, d.h., dass bei Abweichungen
von dem stationdren Mittelwert b der Prozess durch ein positives a wieder zu diesem Wert
gezogen wird. Die Volatilitdt, ausgedriickt durch o+/r(t), ist umso grofier, je hoher das
Zinsniveau ist, was auch empirisch feststellbar ist.

Da Gleichung (10.16) r(t) als Markoff-Prozess spezifiziert, ist Pr(t) dann wegen Gleichung
(10.15) eine Funktion der aktuellen Short rate, d.h.

Pr(t) = V(r(t),t).
Mit Itos Lemma (5.10) und (9.6) erhalten wir dann aus (10.16) die Differentialgleichung
IV (r,t) N 1 27a82‘/(7“7 t) N oV (r,t)

or 2 or? ot
Mit der Randbedingung V' (r, T') = Pp(T) = 1 fithrt dies zur Losung

a(b—r)

—rV(r,t)=0.

Pr(t) =V (r(t),t) = exp{A(T —t) + B(T — t)r(t)}, (10.17)
wobei (s. Abschnitt 9.2.4)

Ay 2y 2ot o))
o’ 9(7)
2{1 —exp(y7)}

b 9(7)

Vv = Va?+ 20?2
9(r) = 20+ (a+¢){exp(y7) —1}.

Fiir wachsende Laufzeiten T'— t konvergiert die Zinsstrukturkurve Yr(t) gegen den Wert

B 2ab
Y 4a

lim

Liegt der kurzfristige Zins iiber b, so ist die Zinsstruktur fallend (siehe das Beispiel in Abbil-
dung 10.1), liegt er unter Yj;,,, so ist sie steigend (Abbildung 10.2). Liegt er zwischen b und
Yiim, so kann sich eine zunéchst steigende, dann fallende Kurve ergeben.

10.4.4. Derivate: Das Black-Scholes Modell

Da wir im ersten Teil des Buches ausfiihrlich das Black-Scholes Modell zur Optionspreisbe-
stimmung behandelt haben, geben wir hier nur eine kurze Zusammenfassung des Modells.
Optionen sind nicht nur von theoretischem Interesse fiir die Finanzmathematik, sondern
auch aus einem empirischen Blickwinkel interessant. Gerade in letzter Zeit gibt es Anzeichen
fiir systematische Abweichungen realer Marktpreise vom Black-Scholes Modell. Uber diese
Abweichungen werden wir in spateren Kapiteln, insbesondere bei der Behandlung von ARCH
Modellen, genaueres aussagen.

Wir betrachten beispielhaft eine européische Kaufoption auf eine im fraglichen Zeitraum
dividendenfreie Aktie mit Kurs S; zur Zeit t. C(S, t) sei der Optionspreis zur Zeit ¢, wenn der
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Yield Curve, Cox/Ingersoll/Ross Model

Yield
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Abbildung 10.1.: Zinsstrukturkurve nach dem Modell von Cox-Ingersoll-Ross mit einer
Short rate von 1,=0.2, a = b = 0 = 0.1 und Y};,,, = 0.073 (gestrichelte
Gerade). @ SFlMcir.xpl

aktuelle Kurs S; = S ist. Die Auszahlung am Laufzeitende T" ist C'(Sy, T') = max(0, Sy — K),
wobei K der Ausiibungspreis ist. Der Optionspreis bestimmt sich aus allgemeinen Arbitra-

geiiberlegungen als
O(St, t) = E[G_TTC(ST, T) |f.t],

wobei der Erwartungswert iiber eine geeignete risikoneutrale Verteilung gebildet wird - s.
auch (6.23). r ist die als fest angenommene risikolose kontinuierliche Zinsrate.

Spezielle Ergebnisse konnen nur hergeleitet werden, wenn die Dynamik des Aktienkurses
festgelegt wird. Die Grundannahme von Black und Scholes ist, dass der Aktienkurs S; einer
geometrischen Brownschen Bewegung folgt, d.h.,

Der Optionspreis C'(.S, t) erfiillt dann als Funktion von Zeit und Aktienkurs die Black-Scholes-
Differentialgleichung (6.3)

1, ,0°C oC 80_
205 aSz—i—rSaS—l— 5 =rC
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Yield Curve, Cox/Ingersoll/Ross Model

Yield
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Timeto Maturity

Abbildung 10.2.: Zinsstrukturkurve nach dem Modell von Cox-Ingersoll-Ross mit einer
Short rate von r,=0.01, a = b = 0 = 0.1 und Y}, = 0.073 (gestrichel-
te Gerade). @ SFMcir.xpl

Black und Scholes leiteten folgende Losung her (s. Abschnitt 6.2):
C(S,t) = SP(y + oy/T) — e "TKd(y), (10.19)

wobei 7 =T — t fiir die Restlaufzeit der Option steht und y abkiirzend fiir

10.4.5. Der Marktpreis des Risikos

In einer risiko-neutralen Welt ist der Marktpreis des Risikos - s. Abschnitt 9.2.3 - gleich Null.
Im folgenden Abschnitt, der der Darstellung von ( ) folgt, wollen wir auf den Markt-
preis des Risikos (siehe 9.2.3) noch einmal eingehen und daraus eine heuristische Herleitung
der Black-Scholes Formel entwickeln. Hierzu betrachten wir derivative Finanzinstrumente,
die zuniéichst von einem einzigen Zufallsprozess 6; getrieben werden. Uber den Prozess 6
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nehmen wir an, dass er einer geometrischen Brownschen Bewegung folgt:
dgt = m@tdt —|— Setth . (1020)

Die Variable 6, muss nicht notwendigerweise selbst eine finanzielle Grofle darstellen. Sie
konnte so etwas wie die Marktstimmung, ein Maf fiir die Popularitét eines Politikers oder
auch die Haufigkeit von ad-hoc Meldungen zur Zeit ¢ sein. Nehmen wir nun an, dass Vi,
und V5, die Preise zweier derivativer Finanzinstrumente, die nur von #; und ¢ abhéngen,
sind. Der Einfachheit halber lassen wir keine Zahlungen wahrend der Beobachtungsperiode
zu. Auch die Prozesse Vj; = V;(0,t), j = 1,2 folgen dem Schema (10.20) mit dem gleichen
Wienerprozess W,

dVie = pjtViedt + 054 ViedWy, j=12 (10.21)

wobei f1;;, 0;; Funktionen von 6, und t sein konnen. Der Zufallsprozess W; in (10.20) und
(10.21) ist stets derselbe, da wir annehmen, dass dies die einzige Quelle der Unsicherheit
darstellt.

Die Betrachtung von (10.21) in diskreter Zeit fiithrt zu:

AVip = puiViAt + o Vil AW, (10.22)
AV = poVor At + o9 Vo AW, (10.23)

Wir kénnen nun den “Zufall AW; eliminieren” indem wir ein kontinuierlich sich verdnderndes
risikoloses Portfolio konstruieren. Dazu nehmen wir o, V5; Einheiten des ersten Instrumentes
und —oq;Vi; des zweiten Instrumentes, d.h. wir verkaufen das zweite Instrument iiber Short
selling. Falls II; den Gesamtwert des Portfolios zur Zeit ¢ bezeichnet, ergibt sich:

I, = (02 Vo) Vie — (014 Vae) Vau (10.24)
und
Ally = (09¢Var) AV — (01, Vi) AVy (10.25)
Setzen wir (10.22) und (10.23) ein, ergibt sich:
AL = (1111091 VigVar — parony Vi Var At (10.26)

Dieses Portfolio soll risikolos sein; daher muss es in der Zeitspanne At den risikolosen Ertrag
rAt erbringen:
Al
11

— rAt. (10.27)

Setzen wir nun (10.24) und(10.26) in diese Gleichung ein, so folgt:

(11602 V1eVar — peo1VigVa ) At = (02 VieVay — 014 VieVar )T At (10.28)
H1t02t — M2t01¢ = 7102 — 10y (10.29)
N L (10.30)

o1t O2t
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Setzen wir dies wie in (9.2.3) gleich A; so sehen wir, dass bei einem Preis V; eines derivativen
Instrumentes, welches nur von 6; und ¢ abhéngt und der Dynamik

folgt, die Grofle

e (O t) -

)\t ¢ O'(et,t)

(10.32)

den Marktpreis des Risikos darstellt. Dieser Marktpreis des Risikos kann (durch py, 0;) von
0; abhéngen, jedoch nicht vom aktuellen Preis des Instrumentes V;! Wir kénnen Gleichung
(10.32) umschreiben zu:

Ut — 1T = )\to-t (1033)

und konnen oy, welches bei diesen Uberlegungen auch negativ werden kann, als die Grofe des
0;-Risikos in V; interpretieren. Die Gleichung (10.33) hat starke Beziige zum CAPM-Modell,
welches wir in Sektion (10.4.1) behandelt haben - fiir weitere Details siehe auch (

, 1998).

BEISPIEL 10.2 Nehmen wir an, dass wir zwei Objekte haben, die beide von einer 90-
tigigen Zinsrate abhingen. Das erste Instrument habe einen erwarteten Return von 3% p.a.
und eine Volatilitit von 20% p.a.. Fiir das zweite Instrument wird eine Volatilitdit von 30%
p.a. angenommen. Weiterhin sei r = 6% p.a.. Der Marktpreis des Risikos fiir das erste
Instrument ist nach (10.52):

0.03 — 0.06
0.2

Durch FEinsetzen in Gleichung (10.33) erhalten wir fir das zweite Objekt:

= —0.15 (10.34)

0.06 —0.15- 0.3 = 0.015 (10.35)
oder 1.5% erwarteten Ertrag.

Da V; eine Funktion von 6; und t ist, konnen wir die Abhéngigkeit von #; durch Itos
Lemma bestimmen. Die direkte Anwendung von Ités Lemma (5.10) auf V' (6,t) ergibt durch
Vergleich mit (10.31) fiir die Parameter in dieser Gleichung

B ov, VvV, 1 ,.,0%V
,ut‘/} = m@ta—et +E + 58 et 902
ov;
00
Wegen Gleichung (10.33) haben wir p,V; — MoV = rV;, so dass wir die folgende Differenti-
algleichung fiir V; erhalten:
oV, oV,

E + (m — /\ts)Ht

o Vi = sb;

1 0V,
0 Tt aezt =V (10.36)
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Diese Gleichung (10.36) ist der Black-Scholes Differentialgleichung sehr dhnlich und ist in der
Tat identisch mit (6.3) fir 6§, = S;, wenn S; einen dividendenfreien Aktienkurs bezeichnet.
In diesem Fall ist 6, selbst der Preis eines Risikotrigers, namlich der Aktie selbst, und muss
daher wie der Preis V; eines beliebigen auf der Aktie aufbauenden Derivats (10.33) erfiillen,
d.h. wir erhalten

m—r = \s, (10.37)
so dass der zweite Term in (10.36) gleich

oV;
=t 10.
g (10.38)

ist. Insgesamt erhalten wir also eine Differentialgleichung:

1 ,,,0%, oV, ovy
58 et 062 + T’Ht% — 7"‘/,5 + E =0 (1039)

welche nach Umbenennen der Variablen identisch ist mit (6.3). Genauer setzt man S; =
0,0 = r (da es keine Dividendenertrige gibt) und o = s in der Notation des Abschnitts 6.1.

10.5. Die Irrfahrt-Hypothesen

Wir haben gesehen, dass 6konomische Modelle zumindest bei Aktienkursen und Wechselkur-
sen eine Irrfahrt als statistisches Modell motivieren. Bei Wechselkursen sahen wir, dass als
Konsequenz aus der ungesicherten Zinsparitit und der angenommenen Risikoneutraliit der
Terminspekulanten die Irrfahrt in (10.14) folgte. Nimmt man wie bei dem Modell von Black
und Scholes eine geometrische Brownsche Bewegung fiir den Aktienkurs an wie in (10.18),
so folgt aus Itos Lemma, dass der Logarithmus des Aktienkurses einem Wiener Prozess mit
konstanter Driftrate folgt:

mit p* = p — 0?/2. Beobachtet man (10.40) in Zeitintervallen der Linge A > 0, d.h. zu
diskreten Zeitpunkten 0, A, 2A, ..., so ergibt sich

In Sia = In Sy 1y + Ap + VA (10.41)

mit unabhéngig standardnormalverteilten &,¢ = 1,2, .... Der Prozess (10.41) ist gerade eine
Irrfahrt mit Drift fiir den logarithmierten Aktienkurs. Die log Renditen (siehe Definition
10.15) iiber Zeitintervalle der Lénge A sind also unabhéngig normalverteilt mit Erwartungs-
wert Ap* und Varianz Ao?.

Bei langen Zinszeitreihen erscheint die Irrfahrt hingegen weniger plausibel, da man vermu-
tet, dass es langfristig ein stationédres Niveau gibt, um das die Zinsen kurzfristig schwanken.
Betrachten wir noch einmal den Prozess fiir die short rate in (10.16), der dem Cox-Ingersoll-
Ross (CIR) Modell zugrundeliegt. Eine diskrete Approximation ist

Ty —T—1 =+ Brig + o1&
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oder

re=oa+ (14 0)ri_1 + oy/ri—ié:. (10.42)

Ist §in (10.42) negativ (und grofer als -2), so ist der Prozess ein stationdrer AR(1) Pro-
zess mit heteroskedastischen Fehlern. In Beispiel 10.1 haben wir einen solchen Prozess mit
homoskedastischen Fehlern behandelt.

Es gibt auch die Auffassung, dass Zinsen zumindest auf kurze Sicht gut durch eine Irrfahrt
zu beschreiben sind. Es ist deshalb allgemein von Interesse, zu testen, ob eine Irrfahrt vorliegt.
Wir geben im folgenden noch eine wichtige Abgrenzung zwischen drei Versionen der Irrfahrt
Hypothese. Allgemein betrachten wir die Irrfahrt mit Drift

Pr=p+ Py +er (10.43)

1. Die stochastischen Fehler in (10.43) sind unabhéngig identisch verteilt (u.i.v.) mit
Erwartungswert Null und Varianz o2. Diese Hypothese wurde schon in den sechziger
Jahren an vielen Datensétzen iiberpriift und als empirisch nicht haltbar befunden. Man
entdeckte z.B. bestimmte Volatilitédtscluster, die unter der u.i.v. Hypothese statistisch
nicht zu erwarten sind.

2. Die stochastischen Fehler in (10.43) sind unabhéngig, aber nicht notwendig identisch
verteilt mit Erwartungswert Null. Diese Hypothese ist schwécher als die erste, da sie
z.B. Heteroskedastizitéat zulésst. Allerdings sind auch hier die empirischen Befunde
derart, dass eine Abhéangigkeit der Fehler unterstellt werden muss.

3. Die stochastischen Fehler in (10.43) sind unkorreliert, d.h. v, (g;) = 0 fiir alle 7 # 0. Dies
ist die schwéchste und am meisten diskutierte Irrfahrt Hypothese. Empirisch wird sie
am haufigsten durch statistische (Nicht-)Signifikanz der geschétzten Autokorrelationen
von €, getestet.

Die Diskussion der Irrfahrt Hypothesen behandelt vor allem die Prognostizierbarkeit
von Finanzzeitreihen. Eine andere Diskussion behandelt die Frage, ob das Modell (10.43)
mit unabhéngigen bzw. unkorrelierten Fehlern iiberhaupt ein verniinftiges Modell fiir Fi-
nanzzeitreihen darstellt oder ob man nicht vielmehr ein Modell mit einem deterministischen
Trend unterstellen sollte. Solch ein trendstationdres Modell hat die Form

Po=v+ut+¢ (10.44)

mit konstanten Parametern v und u. Der Prozess (10.44) ist instationér, da z.B. gilt E[P,] =
v+ut, d.h., der Erwartungswert ist zeitabhéngig. Bereinigt man P, um den linearen Zeittrend,
so erhélt man den stationédren Prozess P, — ut.

Zum Vergleich zwischen der differenzenstationéren Irrfahrt mit Drift und dem trendsta-
tiondren Prozess (10.44) schreiben wir die Irrfahrt aus (10.43) durch sukzessives Einsetzen
als

t
Po=PRo+pt+> e, (10.45)

i=1
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mit festem Startwert Fy. Man sieht, dass die Irrfahrt mit Drift auch einen linearen Zeittrend
impliziert, dass aber die stochastischen Zuwéchse nicht wie beim trendstationdren Prozess
stationir (g;) sondern instationdr (3_'_, &;) sind. Aufgrund der Darstellung (10.45) wird die
Irrfahrt mit oder ohne Drift auch als integriert bezeichnet, da die Abweichung von einem
deterministischem Trend eine Summe von Fehlern ist. Aulerdem hat jeder Fehler ¢; einen
permanenten Einfluss auf alle zukiinftigen Werte des Prozesses. Fiir die beste Prognose im
Sinne des mittleren quadratischen Fehlers gilt fiir alle £ > 0,

t
E[Py. | Fi] :P0+,u(t+k)+25i.

i=1

Im Gegensatz dazu ist der Einfluss eines Schocks ¢; auf die Prognosen des trendstati-
ondren Prozesses (10.44) gleich Null, d.h.

E[Pk | ] = v+ pt + k).

Es ist also prinzipiell wichtig, zwischen einem differenzen- und einem trendstationéren Pro-
zess zu unterscheiden. Betont sei hierbei, dass die Irrfahrt nur ein spezieller Fall eines dif-
ferenzenstationdren Prozesses ist. Sind z.B. die Zuwéchse in (10.43) zwar stationér, jedoch
autokorreliert, so liegt ein allgemeinerer differenzenstationérer Prozess vor. Es gibt nun viele
statistische Tests, die darauf testen, ob der Prozess differenzenstationér ist oder nicht. Zwei
dieser Tests wollen wir im néchsten Abschnitt besprechen.

10.6. Einheitswurzeltests
Wir haben in Beispiel 10.1 den AR(1) Prozess

Xt =c+ C%Xt,1 + &¢ (1046)

besprochen. Gilt |a| < 1, so ist der Prozess stationér falls £[Xo] = = oder nach einer “Ein-

schwingphase”. Der Fall o = 1 entspricht der Irrfahrt, die nichtstationér ist. Das Verhalten
eines stationdren AR(1) Prozesses mit a nahe bei Eins ist dem der Irrfahrt recht &hnlich, so
dass man haufig testen mochte, ob der Fall « = 1 oder a < 1 vorliegt. Zu diesem Zweck sind
sogenannte Einheitswurzeltests entwickelt worden.

10.6.1. Dickey-Fuller Tests

Die von Dickey und Fuller entwickelten Einheitswurzeltests testen die Nullhypothese ei-
ner Einheitswurzel, d.h. einer Nullstelle der charakteristischen Gleichung (11.6) des AR(1)-
Prozesses bei z = 1, gegen die Alternativhypothese eines Prozesses ohne Einheitswurzel.
Grundlage des Tests bildet die Regression

AXt =c-+ (a — 1>Xt71 + Et, (1047)

die sich aus Umformung von (10.46) ergibt. Ist X; eine Irrfahrt, so ist der Koeffizient von
X;_1 gleich Null. Ist X; hingegen ein stationdrer AR(1) Prozess, so ist der Koeffizient negativ.
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Man bildet nun die Standard ¢-Statistik

. A1
f = ——2 (10.48)

VO s Xiy ,
wobei & und 62 die Kleinste-Quadrate Schiitzer fiir o und die Varianz o2 von &, sind. Die

Statistik (10.48) konvergiert fiir wachsendes n nicht gegen eine Standardnormalverteilung,
sondern gegen die Verteilung einer Funktion von Wienerprozessen,

< r 1—W?2(1)
tn 1/2°
1
2 {fo WQ(u)du}

wobei W ein Standard-Wienerprozess ist. Die kritischen Werte der Verteilung sind z.B. zum
1%, 5% und 10% Niveau -2.58, -1.95, beziehungsweise -1.62.

Ein Problem des Tests ist, dass das nominale Testniveau (z.B. 5%) nicht eingehalten
wird, wenn die Fehler &, in (10.47) autokorreliert sind. Je groBer die Autokorrelation von
¢, desto grofler im allgemeinen auch die Verzerrung des Testniveaus. Vernachlédssigt man
also diese Autokorrelation, so kann es sein, dass man die Nullhypothese einer Einheitswurzel
zum vermeintlichen Testniveau von 5% ablehnt, in Wirklichkeit aber das Niveau bei z.B. 30%
liegt. Um diese negativen Effekte zu vermeiden, schlagen Dickey und Fuller eine erweiterte
Regression vor, die verzogerte Differenzen enthélt. Bei dem augmented Dickey Fuller Test
(ADF) wird also aus der Regression

2

p
AXt =c+ (O{ — 1)Xt—1 + Z OéiAXt_i + Et (1049)

i=1

wie beim einfachen Dickey-Fuller Test die Nullhypothese einer Einheitswurzel abgelehnt,
wenn die Test-Statistik (10.48) kleiner ist als der kritische Wert, der wieder tabelliert ist.
Problematisch ist natiirlich die Wahl von p. Im allgemeinen gilt, dass das Testniveau besser
eingehalten wird, wenn p groBer wird, dass dann jedoch der Test an Giite (Macht) verliert.
Dies sei an einem simulierten Beispielprozess illustriert. Die Fehler ¢; seien autokorreliert
durch die Beziehung
g = B&1+&

wobei & u.i.v. (0,02) sei. Im niichsten Kapitel werden wir diesen Prozess als moving average
Prozess der Ordnung 1, MA(1), bezeichnen. Es gilt offensichtlich Var(e;) = o(1 + $%) und
v1(gt) = Cov(es,e1-1) = Bo?, und v, (g¢) = 0 fiir 7 > 2. Fiir die ACF von &; bekommen wir
also

8 _
_ Tigz wenn T = 1 1
pr(er) { 0 wenn 7 > 2. (10.50)
Fiir den Prozess
Xe=aXi 1+ B340+ & (10.51)

wurden Simulationen des ADF Tests durchgefiihrt, die in Tabelle 10.3 in gekiirzter Form
zusammengefasst sind.
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B
p|-099 -09 0 09

o
131099 0.722 0.045 0.034
111 0.365 0.095 0.041 0.039

09 3 |1.000 0.996 0.227 0.121
11| 0.667 0.377 0.105 0.086

Tabelle 10.3.: ADF-Test: Simulierte Ablehnwahrscheinlichkeiten fiir den Prozess (10.51) bei
einem nominalen Niveau von 5% (nach ( ).

Wie man sieht, wird das nominale Testniveau von 5% unter der Nullhypothese (o = 1)
besser eingehalten, je grofler p ist. Auf der anderen Seite sinkt dann jedoch die Giite des
Tests, d.h., der Test vermag nicht mehr gut zwischen dem Prozess mit Einheitswurzel und
dem stationdren Prozess mit a = 0.9 zu unterscheiden. Es besteht also bei der Wahl von p
ein Konflikt zwischen Validitdt und Giite des Tests.

Ist X; ein trendstationdrer Prozess wie in (10.44), so lehnt der ADF Test ebenfalls die
(falsche) Nullhypothese einer Einheitswurzel zu selten ab. Asymptotisch geht die Ablehn-
wahrscheinlichkeit sogar gegen Null. Man kann nun die ADF Regression (10.49) um einen
linearen Zeittrend erweitern, d.h. man fithrt die Regression

p
AX;=c+pt+(a— DX+ Y aAX i +e (10.52)

=1

durch und testet wieder auf Signifikanz von a. Die kritischen Werte sind tabelliert. Der ADF
Test mit Zeittrend (10.52) hat Macht gegen einen trendstationdren Prozess. Andererseits
verliert er an Macht gegeniiber dem einfachen ADF Test (10.49), wenn der wahre Prozess
z.B. ein stationdrer AR(1) Prozess ist.

Als empirisches Beispiel betrachten wir die téglichen Aktienkurse 20 grofler deutscher
Aktiengesellschaften im Zeitraum 2.1.1974 bis 30.12.1996. Tabelle 10.4 zeigt die ADF Test
Statistiken fiir die logarithmierten Aktienkurse mit der Wahl p = 0 und p = 4. Die Tests
wurden mit und ohne linearen Zeittrend durchgefiihrt. In jeder Regression wurde ein Abso-
lutglied mitgeschétzt.

Nur fiir den Fall RWE mit linearem Zeittrend lehnt der ADF Test die Nullhypothese einer
Einheitswurzel bei einem Testniveau von 10% ab. Da in allen anderen Féllen die Einheits-
wurzel nicht verworfen wird, scheint Differenzenbildung bei Aktienkursen eine notwendige
Operation zu sein, um einen stationéren Prozess, d.h. die log Renditen, zu bekommen, der
dann weiter untersucht wird. Dieses Ergebnis wird im néchsten Abschnitt noch durch einen
weiteren Test untermauert.

10.6.2. Der KPSS Test auf Stationaritat

Der KPSS Test von Kwiatkowski, Philipps, Schmidt und Shin testet auf Stationaritdt, d.h.
gegen eine Einheitswurzel. Er vertauscht also im Vergleich zum ADF Test die Hypothesen.
Es sind wie beim ADF Test zwei Félle zu unterscheiden, je nachdem ob man mit oder ohne
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ADF KPSS

ohne Zeittrend mit Zeittrend ohne Zeittrend mit Zeittrend
p bzw. T 0 4 0 4 8 12 8 12
ALLIANZ -0.682 -0.616 -1.917 -1.815 24.52**  16.62** 2.36*%* 1.61**
BASF 0.138  0.341 -1.923 1.700 | 23.71** 16.09** 1.39%* (0.95%*
BAYER -0.112  0.080 -2.257  -2.002 | 24.04** 16.30** 1.46** 1.00**
BMW -0.708 -0.657 -2.379  -2.365 | 23.92** 16.22** 2.01** 1.37**
COMMERZBANK -0.797  -0.672 -2.533  -2.470 | 22.04** 14.96*%* 1.43** (.98**
DAIMLER -1.365 -1.291 -1.653 -1.595 22.03*%*  14.94%*%  3.34%* 2.27F*
DEUTSCHE BANK | -1.386 -1.271 -1.923 -1.986 23.62**  16.01** 1.70** 1.16**
DEGUSSA -0.447 -0.355 -2.622  -2.666 | 23.11** 15.68** 1.79** 1.22**
DRESDNER -0.982 -0.938 -2.106  -2.186 | 22.40** 15.20%* 1.79** 1.22**
HOECHST 0.364 0.504 -1.683  -1.548 | 23.80** 16.15** 1.42%* (.97**
KARSTADT -1.181 -1.170 -1.848  -1.840 | 20.40** 13.84** 3.33*%* 2.26**
LINDE -1.689 -1.439 -2.481 -2.252 24.40%*  16.54**  3.14%* 2.15%*
MAN -1.777  -1.575  -3.064  -2.898 | 21.97** 14.91** 1.59** 1.08**
MANNESMANN -0.909 -0.795 -2.436 -2.421 21.97**  14.93** 1.89%* 1.20%*
PREUSSAG -1.400 -1.380 -1.636  -1.812 | 23.18** 15.72** 1.53** 1.04**
RWE -0.094 -0.039 -3.140* -3.267* | 24.37** 16.52** 1.66%* 1.14**
SCHERING 0.108 0.041 -2.539 -2.789 24.20%*  16.40** 2.35%* 1.60**
SIEMENS -1.352  -1.198 -1.752  -1.939 | 23.24** 15.76** 1.69** 1.15**
THYSSEN -1.452 -1.338 -2.284  -2.202 | 21.97** 14.90** 1.98** 1.35**
VOLKSWAGEN -0.940 -0.809 -2.313  -2.396 | 21.95%* 14.89** 1.11** 0.76**

Tabelle 10.4.: Einheitswurzeltests: ADF Test (Nullhypothese: Einheitswurzel) und KPSS
Test (Nullhypothese: Stationaritéit). Der augmentierte Teil der ADF Regres-
sion hat die Ordnung p = 0 und p = 4. Die KPSS Statistiken wurden mit
dem Stutzungspunkt 7" = 8 und T = 12 berechnet. Die Sterne markieren

Signifikanz zum 10% (*) bzw. 1% (**) Niveau.

Q SFMAdfKpss.xpl
linearem Zeittrend schétzen will. Das Regressionsmodell mit Zeittrend hat die Form

t
Xp=cH+pt+kY &+, (10.53)
i=1
mit stationdrem 7, und w.i.v. & mit Erwartungswert 0 und Varianz 1. Offensichtlich ist fiir
k # 0 der Prozess integriert und fiir £ = 0 trendstationér. Die Nullhypothese lautet also
Hy : k=0, die Alternativhypothese Hy : k # 0.
Man fiithrt nun unter Hy die Regression (10.53) mit der Methode der kleinsten Quadrate
durch und erhélt die Residuen 7). Damit bildet man die Partialsummen

t
Sy =",
=1

die bei Giiltigkeit von Hj integriert der Ordnung Eins sind, d.h., die Varianz von S; steigt
linear mit ¢. Die KPSS Test Statistik ist nun

n S2
KPSSy = 2=1 5t (10.54)
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wobel

T
-
Wy = 53+2;(1 — )
ein Schétzer der Spektraldichte an der Frequenz Null ist, mit (33 dem Varianzschétzer von
n und 4, = 1/n Z?:T +1 MM~ dem Kovarianzschétzer. Eine Schwierigkeit ist wiederum
die Bestimmung des Stutzungspunktes T": fiir zu kleine 71" ist der Test bei Autokorrelation
verzerrt, fiir zu grofle T' verliert er hingegen an Giite.

Die Ergebnisse des KPSS Tests in Tabelle 10.49 deuten eindeutig darauf hin, dass die
untersuchten Aktienkurse nicht stationdr oder trendstationir sind, da in jedem Fall die
Nullhypothese zum Niveau 1% abgelehnt wurde. Auch im Fall RWE, bei dem der ADF Test
eine Signifikanz zum Niveau 10 % auswies, deutet das hier viel niedrigere Signifikanzniveau
auf eine Préferenz der Hypothese einer Einheitswurzel hin.

10.6.3. Varianzquotiententests

Will man testen, ob eine Zeitreihe einer Irrfahrt folgt, so kann man die Tatsache ausnutzen,
dass die Varianz einer Irrfahrt linear mit der Zeit steigt, siehe (10.4). Betrachten wir die
logarithmierten Preise oder Kurse einer Finanzzeitreihe, In S;, so lautet die Nullhypothese

H():’r‘t:M‘FSt, EtNN(O,O'Q)

mit den log Renditen r, = InS; — In S;_;, konstantem p und e; weilem Rauschen. Eine
Alternativhypothese ist z.B., dass r; stationér und autokorreliert ist. Man bildet die Summen
iiber die Renditen

r(q) =1+ e+ g
und bestimmt die Varianz von r,(q). Fiir ¢ = 2 gilt z.B.
Var{r,(2)} = Var(ry) + Var(r,_1) + 2Cov(ry, 74-1)

2Var(r;) + 27
= 2Var(ry)(1 + p1),

wobei die Stationaritdt von r; ausgenutzt wurde, und allgemein

Var{r;(q)} = ¢qVar(r,) (1 + 22(1 - g)m) : (10.55)

Unter Hy gilt p, = 0 fiir alle 7 > 0, so dass unter Hy

Var{r(q)}

=1.
gVar(ry)

Eine Teststatistik lasst sich nun konstruieren, indem man die erwartungstreuen Schétzer
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fiir p,

. 1 .
Yo =g (InS; —InS,_; — i1)?
t=2
fiir Var(ry) und
n n
fo(q) = } (InS, —In S,y — gft)?
VO(q) q(n_q>(n_q_|_1) (Il t n o q C]M)

t=q+1
fur Var{r:(¢)} in (10.55) einsetzt. Die Teststatistik lautet also
Yo(gq
VQlg = 29 .
Yo
Wie gezeigt werden kann, ist die asymptotische Verteilung

Vvl £ v (o, 2= =),

Die asymptotische Varianz lésst sich durch die folgende Approximation begriinden: Nehmen
wir an, dass it = 0 und n >> ¢. Dann ist In.S; —InS;_, = Z?;é r¢—; und

Z ((Z rej)? — Q’?o) /7o

t q+1 j=0

x> (zz L

t q+1

Q

VQ(q)

A

1 R o
. = (g0 +2(qg — V)Fi + ... + 2771 — q70) /o

Q

Da unter Hy die geschitzten Autokorrelationen g; skaliert mit \/n asymptotisch standard-
normalverteilt und unabhéngig sind, siehe Abschnitt 11.5, ergibt sich folgende asymptotische
Varianz:

Var {VAVQ@)} = Va2 Y L i)
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Mit den Summenformeln Z?:j = (¢—1)g/2 und Zj: 7% =q(q—1)(2¢ — 1)/6 erhilt man

schlieflich 22— 1)(q — 1)
Vara {ViVQ()} = ==
10.7. Literaturhinweise
Drei aktuelle Lehrbiicher im Bereich der empirischen Finanzmarktanalyse sind ( ),
( ) und ( ). Die Schwerpunkte bei Gou-

riéroux und Mills sind eher auf dem 6konometrisch/zeitreihenanalytischen Ansatz (dem wir
in diesem Buch auch folgen werden), wihrend Campbell, Lo und MacKinlay viele ckono-
mische Ansétze verfolgen, die nicht immer in statistischen oder 6konometrischen Modellen
enden. Als einfithrendes und doch umfassendes Buch iiber Zeitreihenanalyse sei
( ) empfohlen. Desgleichen hat man mit ( ) ein
einfaches und gutes Buch iiber Finanztheorie.
Das Experiment der Erwartungshypothesen stammt von

( ). Die Definition von rationalen Erwartungen und Markteffizienz basiert auf
( ). Das CAPM wurde entwickelt von ( ), ( ) und ( ).
Die Darstellung der Zinsparitdtentheorie folgt ( )[pp-236] und
die des Zinsstrukturmodells nach Cox-Ingersoll-Ross folgt ( ). Das Standard
Optionspreismodell stammt von ( ).

Einen guten Uberblick iiber Einheitswurzeltests gibt ( ). Der ADF Test
stammt von ( ) und der KPSS Test von

(1992).
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11. ARIMA Zeitreihenmodelle

In diesem Kapitel befassen wir uns mit der klassischen, linearen Zeitreihenanalyse. Zunéchst
definieren wir den allgemeinen linearen Prozess.

DEFINITION 11.1 (Linearer Prozess)
Besitzt der Prozess X, die Darstellung

Xe=p+ i @i€t—;

1=—00

mit weiflem Rauschen ¢, und absolut summierbarem Filter (a;) @ > .o |a;| < oo, so ist er
ein linearer Prozess.

Der lineare Prozess X; ist kovarianzstationar, da E(X;) = u und

oo

Cov(Xy, Xiyr) = 07 i i aa;l(t=1i—j) =0’ Z a;Q;_r

1=—00 j=—00 1=—00

mit Var(e;) = 0% und Indikatorfunktion ().

Allgemein werden in der Okonomie und speziell im Finanzmarktbereich Reihen beobach-
tet, die ein nichtstationéres Verhalten aufweisen. Im vorigen Kapitel haben wir gesehen, dass
okonomische Modelle, die auf der Annahme rationaler Erwartungen beruhen, haufig impli-
zieren, dass die relevanten Groflen wie z.B. Preise einem Random Walk folgen. Um diese
Prozesse im Rahmen der klassischen Zeitreihenanalyse behandeln zu kénnen, miissen also
in diesem Fall erste Differenzen gebildet werden, um einen stationédren Prozess zu erhalten.
Wir verallgemeinern die Definition eines differenzenstationéren Prozesses in der folgenden
Definition.

DEFINITION 11.2 (Integrierter Prozess)
Wir sagen, der Prozess X, ist integriert der Ordnung d, I(d), falls (1 — L)1 X, nichtstati-
ondr und (1 — L)X, stationdr ist.

Ein weifles Rauschen ist z.B. I(0), ein Random Walk /(1). In den seltensten Fillen werden
Prozesse beobachtet, die I(d) sind mit d > 1, d.h., in der Regel geniigt die Bildung erster
Differenzen, um einen stationédren Prozess zu erhalten. Im folgenden gehen wir davon aus,
dass der beobachtete Prozess Y; I(d) ist und wir betrachten den transformierten Prozess
X; = (1 — L)%}, d.h., wir konzentrieren uns auf stationire Prozesse.
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11.1. Moving Average Prozesse

Der Moving Average Prozess der Ordnung ¢, MA(q), ist definiert als
Xy =g+t Begrg T & (11.1)

mit weilem Rauschen ;. Mit dem Lag-Operator L (siehe Definition 10.13) kénnen wir statt
(11.1) auch schreiben

Xy = B(L)es (11.2)

mit (L) =14+ 5L+ ...+ (,L9. Der MA(q) Prozess ist stationér, da er durch Linearkom-
bination eines stationdren Prozesses entsteht. Die Mittelwertfunktion ist einfach E(X;) = 0.
Setzen wir Gy = 1, so ist die Kovarianzfunktion

Yr = COV(Xt7Xt+T)
q q
= COV(Z Bict_i, Z Bi€tsr—i)
i=0 i=0

= Z Z BiB;Cov(er—i, Et4r—i)

i=0 j=0
il

= Z Bibispro?, Irl < q.
i=0

Fiir die ACF ergibt sich also fiir |7] < ¢
L0 BB
’ N
und p, = 0 fiir |7]| > ¢, d.h., die ACF bricht nach ¢ Lags ab.
Als Beispiel betrachten wir den MA(1) Prozess
Xy = Per1 + &,

fiir den nach (11.3) gilt p; = /(1 + %) und p, = 0 fiir 7 > 1. Abbildung 11.1 zeigt das
Korrelogramm eines MA(1) Prozesses.
Offenbar hat der Prozess

(11.3)

X, =1/Bei1 + &
dieselbe ACF, da gilt
Yy B
=T/ 1+ 8
Mit anderen Worten, der Prozess mit dem Parameter § hat dieselben stochastischen Eigen-
schaften wie der Prozess mit dem Parameter 1/3. Diesem Identifizierbarkeitsproblem kann
man begegnen, indem man verlangt, dass die Losungen der charakteristischen Gleichung

1+ Giz+...4+8,27=0 (11.4)

auBerhalb des komplexen Einheitskreises liegen. In diesem Fall ist der lineare Filter §(L)
invertierbar, d.h., es existiert ein Polynom 3~'(L) so dass 3(L)3'(L) = 1 und

B~YL) = by + b L + byL? + ... . Abbildung 11.2 zeigt das Korrelogramm des MA(2)
Prozesses X; = (1641 + [(ogi_o + &, fiir einige Parameterkonstellationen.
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Abbildung 11.1.: ACF eines MA(1) Prozesses mit § = 0.5 (oben) und § = —0.5 (unten).
Q SFMacfmal.xpl

11.2. Autoregressive Prozesse
Der lineare autoregressive Prozess der Ordnung p (AR(p)), wird definiert als
Xt = U+a1Xt_1 +"'+apXt—p+€t (115)

Nutzen wir die Definition des Lag-Operators L (siehe Definition 10.13), so kénnen wir fiir
(11.5) auch schreiben

OZ(L)Xt =v -+ Et

mit dem Lag-Polynom a(L) =1—a;L — ... —a,LP. Der Prozess X; ist stationér, wenn alle
Wurzeln der charakteristischen Gleichung

az)=1—a1z—... — a2 =0. (11.6)
auBlerhalb des komplexen Einheitskreises liegen, d.h., wenn fiir alle z mit |z| < 1 gilt
a(z) #0. (11.7)
In diesem Fall gibt es zu dem linearen Filter a(L) einen inversen Filter a=!(L), so dass gilt
a(L)a (L) =1

und

@71<L) =ag+ GlL + a2L2 +...= ZGZ[/
1=0
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Abbildung 11.2.: ACF eines MA(2) Prozesses mit (31 = 0.5, 8, = 0.4) (links oben), (5, =
0.5,3; = —0.4) (rechts oben), (8, = —0.5,3; = 0.4) (links unten) und
(81 = —0.5, B3 = —0.4) (rechts unten). @ SFMacfma2.xpl

Der Prozess (11.5) lésst sich unter der Bedingung (11.7) auch schreiben als
X, = a'(Vv+aH(L)e

o0 o0
= E aiu—i—g a; L'y,
i=0 i=0

also als MA(co) Prozess.

Eine einfache Moglichkeit, fiir gegebene Parameter die Autokovarianzen eines AR(p) Pro-
zesses zu erhalten und umgekehrt, sind die Yule-Walker Gleichungen. Sie ergeben sich aus
der Definition des AR(p) Prozesses in (11.5) durch Multiplikation mit X;_, und Erwartungs-
wertbildung.

E[XtXt—T] = O{IE[Xt—lXt—T] + ...+ apE[Xt—pXt—T]' (118)

Da fir v = 0, E[X;X;_,] gerade der Definition der Autokovarianzfunktion -, entspricht,
kann man auch einfacher schreiben fiir 7 =1,... ,p

arvo + gy s F Y1 =M
aryr + oay s F -2 =72 (11.9)

A1Yp—1+ Q2Vp2+ -+ QYo =Y

oder durch Division mit der Varianz vy

p = Ra (11.10)
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mit p = (p1p2...0p)7, @ = (ar1aa...q,)", und der p x p-Autokovarianzmatrix

L pr o pp
p 1 Y p_
r=| T
Pp-1 Pp—2 -+ 1

Die Yule-Walker Gleichungen sind niitzlich bei der Bestimmung der ACF fiir gegebene Pa-
rameter oder umgekehrt fiir die Schitzung der Parameter bei gegebenen (empirischen) Au-
tokorrelationen.

BEISPIEL 11.1 (AR(1))
Der AR(1) Prozess aus Beispiel 10.1 mit v = 0 hat die charakteristische Gleichung 1 —az =
0. Die eindeutige Losung ist z = 1/a und |z| > 1 genau dann, wenn |o| < 1. Der inverse
Filter zu a(L) = 1 — aL ist dann oY (L) = Y2 a&'L" und die MA (o) Darstellung des
AR(1) Prozesses ist
Xt = Z OZiEt_i.
i=0

Die ACF des AR(1) Prozesses ist p, = 7. Fir a > 0 sind alle Autokorrelationen positiv,
fiir a < 0 alternieren die Vorzeichen, siehe Abbildung 11.5.

ACF von AR(1) mita= 0.9
Ul
o ||||||||IIII||||IIIII||
0 5 10 15 20 25 30
ACF
ACFvon AR(1) mita=-0.9
5g:||||||.....,, [
S TTTTTTITTT _
o s 1w 15 2 5 %
ACF

Abbildung 11.3.: ACF eines AR(1) Prozesses mit o = 0.9 (oben) und o = —0.9 (unten).
Q SFMacfarl.xpl
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BEISPIEL 11.2 (AR(2))
Der AR(2) Prozess mit v =0,

X = a1 Xy 1+ Xy 9+ &
ist stationdr, wenn fir die Wurzeln z; und zo der quadratischen Gleichung
l—aiz—az?2=0

|z1] > 1 und |zo| > 1 gilt. Wir bekommen als Ldosungen

oy a? 1
12 = —5— —5 + —
20 4oy an

und z122 = —1/ag. Wegen |z1| > 1 und |z3] > 1 gilt damit 2122 = 1/|aa] > 1 und
o] < 1. (11.11)

Aus den Yule-Walker Gleichungen fir den AR(2) Fall

P11 = O + Qg P1 (1112)
P2 = Q1pP1 + Qo (1113)
(11.14)

folgt auflerdem, dass p1 = a1/(1 — ag). Der Fall py = £1 ist ausgeschlossen, da dann eine
Wurzel auf dem Einheitskreis (bei 1 oder -1) liegen wiirde. Also muss fir einen stationdren
AR(2) Prozess gelten

lp1] = a1 /(1 —az)| < 1,

woraus wir zusammen mit (11.11) das ‘Stationaritatsdreieck’

a1 +ay < 1 (1115)
ap—op < 1 (1116)

erhalten, d.h. die Region, fir die der AR(2) Prozess stationdr ist.
Die ACF des AR(2) Prozesses ist rekursiv gegeben mit (11.12), (11.13) und p; = aqpr—1+
aopr_o fiir T > 2. Abbildung (11.4) stellt einige typische Verldaufe dar.

11.3. ARMA Modelle
Das ARMA (p, ¢) Modell wird definiert als
Xe=v+oaXia+...+0,Xip+ i + ..o+ Beci—qg + &1, (11.17)

oder als
o(L)X; = v+ B(L)e
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Abbildung 11.4.: ACF eines AR(2) Prozesses mit («; = 0.5, a9 = 0.4) (links oben), (a; =
0.9,a5 = —0.4) (rechts oben), (oy = —0.4,a2 = 0.5) (links unten) und
(ap = —0.5, a9 = —0.9) (rechts unten). @ SFMacfar2.xpl

mit dem Moving-Average Lag-Polynom §(L) = 1+, L+. ..+ (,L9 und dem autoregressiven
Lag-Polynom «(L) = 1 — ayL — ... — a,LP. Damit der Prozess (11.17) eine eindeutige
Parametrisierung hat, wird gefordert, dass die charakteristischen Polynome «(z) und ()
keine gemeinsamen Nullstellen haben. Der Prozess (11.17) ist stationér, wenn alle Wurzeln
der charakteristischen Gleichung (11.6) auflerhalb des Einheitskreises liegen. In diesem Fall
besitzt (11.17) die MA(oco) Darstellung

X, = a Y (L)B(L)e..

Der Prozess X; in (11.17) ist invertierbar, wenn alle Wurzeln der charakteristischen Gleichung
(11.4) auBerhalb des Einheitskreises liegen. In diesem Fall kénnen wir (11.17) schreiben als

B HLD)a(L)X, = &,

also als AR(co) Prozess. Wir kénnen somit jeden stationdren, invertierbaren ARMA(p, q)
Prozess durch einen reinen AR bzw. MA Prozess hinreichend grofler Ordnung approximieren.
Umgekehrt bietet der ARMA(p, q) Prozess eine Moglichkeit sparsamer Parametrisierung.

11.4. Partielle Autokorrelationen

Fiir einen gegebenen stochastischen Prozess interessiert man sich oft fiir den Zusammenhang
zwischen zwei Zufallsvariablen des Prozesses zu verschiedenen Zeitpunkten. Eine Moglich-
keit, den linearen Zusammenhang zu messen, ist die ACF, d.h., die Korrelation zwischen
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diesen Zufallsvariablen. Eine andere Moglichkeit, den Zusammenhang zwischen X; und X, ,
zu messen, ist zundchst X; und X;,, um den linearen Einfluss der dazwischen liegenden
Zufallsvariablen X;,q,..., X;1,_1 zu bereinigen und erst dann die Korrelation der so trans-
formierten Zufallsvariablen zu berechnen. Man nennt dies die partielle Autokorrelation.

DEFINITION 11.3 (Partielle Autokorrelation)
Die Partielle Autokorrelation k-ter Ordnung ist definiert als

e = Corr( Xy — P(Xy | Xewa, oo s Xogom1), X — P( X | Xow1, -+, Xyg—1)) - (11.18)

wobei P(W | Z) die beste lineare Projektion von W auf Z sei, d.h. P(W | Z) = w2, 7
mit ¥z7 = Var(Z) der Kovarianzmatriz der Regressoren und Yy z = Cov(W, Z) der Matrix
der Kovarianzen zwischen W und Z.

Die ‘beste lineare Projektion” wird also im Sinne des mittleren quadratischen Fehlers ver-
standen.
Eine dquivalente Definition ist die Losung des Gleichungssystems

Pror = p)
mit
L p o pr
P = ,0'1 1 : /Ok'.—2
Pe—1 Pr—2 - 1

und ¢ = (Pp1,- -, Oek)” und py = (p1,... . px)’. Dies sind gerade die Yule-Walker Glei-
chungen eines AR(k) Prozesses. Der letzte Koeffizient, ¢y ist gerade die partielle Autokorre-
lation der Ordnung £ wie oben definiert. Da nur dieser Koeffizient in diesem Zusammenhang
von Interesse ist, kann man das Gleichungssystem nach ¢ mit der Cramerschen Regel 16sen.
Man erhélt
1

| P |
wobei P} gleich der Matrix P ist, in der die k-te Spalte durch p() ersetzt wird. |.| bezeich-
net hier die Determinante. Da man dies fiir verschiedene Ordnungen k durchfiithren kann,
erhélt man letztendlich eine Partielle Autokorrelationsfunktion (PACF). Die PACF lésst sich
also fiir einen gegebenen stochastischen Prozess wie die ACF als Funktion der Ordnung k
graphisch darstellen. Wir nennen dies das partielle Autokorrelogramm.

Aus der Definition der PACF folgt sofort, dass zwischen PACF und ACF der Ordnung
Eins kein Unterschied besteht:

Drk

¢11 = pr-
Fiir die zweite Ordnung bekommen wir
P
p1 P2 P2 — pf
P22 = = (11.19)
1 p 1—pf
p1 1
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BEISPIEL 11.3 (AR(1))
Der AR(1) Prozess Xy = aX;_1 + € hat die ACF p, = 7. Fir die PACF ergibt sich
¢11 = p1 = und , .
— o — o
P22 = P L _ =0

1—p? 1 —a?

und, ¢ = 0 fiir alle k > 1. Dies ist plausibel, da der letzte Koeffizient eines AR (k) Modells
fiir diesen Prozess gerade Null ist fir alle k > 1. Speziell fir k = 2 illustrieren wir die
Uberez’nstz’mmung mit Definition 11.3: Aus Xy = aX,_1+¢; ergibt sich direkt P( Xy 2| Xi11) =
aXyi, mit

o — Cov(Xyy 0, Xi11)
V(M“(XH_l)

Aus der ’Riickwdrtsregression’ Xy = o/ X1 + e mit weiffem Rauschen ny folgt ferner
P(Xt|Xt+1) = Oé/Xt+1 mat

,_ CouXy, Xii)
Var(X.1)

Fiir |o| < 1 ist der Prozess kovarianzstationdr und es gilt Cov(Xyyo, Xir1) = Cov( Xy, Xip1) =
v und o = o/ = py. Wir erhalten

COU(Xt - P(Xt’Xt—&-l)a Xigo — P(Xt+2|Xt+1)) = Cou(X; — p1Xig1, Xpyo — P1Xt+1)
El(Xy — p1 Xi1)(Xiyo — p1 Xoq1))]
= Y —200m + P%%

und

Var(Xeyo — P(Xeyo| Xi1)) = El(Xevo — pXe1)?])
= (1 +p) = 2mm
= El(X; — ;1 Xi1)?]
Var(X; — P(X¢| Xi41)).

Somit bekommen wir fiir die partielle Autokorrelation zweiter Ordnung

Gar = Corr(Xy — P(Xy| Xij1), Xeva — P(Xpi2| Xig1))
Cov(Xy — P(X4| Xi41), Xi2 — P(Xig2| Xiy1))
V Var(Xevo — P( X2 Xepr))y/ Var(X; — P(Xy[Xi41))
Y2 = 20171 + P10
Yo(L +p1) — 2711
p2 — pi
1—p}

welches gerade unserem Ergebnis in (11.19) entspricht. Fiir den AR(1) Prozess gilt py = p?
und daher ¢o9 = 0.

Es gilt allgemein fiir AR(p) Prozesse, dass ¢x, = 0 fiir alle & > p. In Abbildung 11.5 ist
die PACF eines AR(2) Prozesses mit Parametern wie in Abbildung 11.4 abgebildet.
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Abbildung 11.5.: PACF eines AR(2) Prozesses mit (a; = 0.5, a3 = 0.4) (links oben), (ag =
0.9,a0 = —0.4) (rechts oben), (o = —0.4,a9 = 0.5) (links unten) und
(ap = —0.5,a5 = —0.9) (rechts unten). @ SFMpacfar2.xpl

BEISPIEL 11.4 (MA(1))
Fiir den MA(1) Prozess Xy = Be;_1+¢&; mit Var(e;) = 02 gilt o = 02(1+5%), p1 = B/(1+3?)
und pr = 0 fir alle k > 1. Fiir die partiellen Autokorrelationen erhalten wir ¢11 = p1 und

P22 = ' a __ (11.20)

1— p?

pr 1

Fiir den MA(1) Prozess gilt also stets ¢og < 0. Setzt man die Berechnungen mit k > 2 fort,
so stellt man fest, dass die partiellen Autokorrelationen nicht Null werden.

Allgemein gilt fir MA(q) Prozesse, dass die PACF nicht abbricht, im Gegensatz zu auto-
regressiven Prozessen. Dies ist also ein mogliches Kriterium bei der Spezifikation linearer
Modelle. Abbildung 11.6 zeigt die PACF eines MA(2) Prozesses. Man vergleiche die PACF
mit der ACF in Abbildung 11.2.

11.5. Schaitzung der Momentfunktionen

Im folgenden gehen wir von einem stationéren stochastischen Prozess X; aus, d.h. E[X;] = p
und Cov (X3, X;4,) = .. Bislang sind wir davon ausgegangen, dass wir den Prozess kennen
und somit die Momentfunktionen auch bekannt sind. In der Praxis beobachtet man je-
doch nur eine Realisation des Prozesses, X, ..., X,, und damit stellt sich das Problem der
Schétzung der Momentfunktionen.
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Abbildung 11.6.: PACF eines MA(2) Prozesses mit (§; = 0.5, 32 = 0.4) (links oben), (£ =
0.5,02 = —0.4) (rechts oben), (81 = —0.5,82 = 0.4) (links unten) und
(81 = —0.5, B3 = —0.4) (rechts unten). @ SFMpacfma2.xpl

11.5.1. Schdtzung der Mittelwertfunktion

Der Parameter p = E[X;] kann durch das einfache arithmetische Stichprobenmittel geschétzt
werden:

X, =1/n)> X (11.21)
i=1
Der Schitzer X, ist erwartungstreu, da gilt E[X,,] = u, und seine Varianz ist
Var(X,) = Var(l/nZXt)
i=1

= 1/n*) > Cov(X,, X,)

t=1 s=1

= ]_/TL2 Z Z Vt—s
t=1 s=1
n—1

n—|7|
- 3

T=—(n—1)

Falls die Autokovarianzfunktion -, absolut summierbar ist, gilt Var(X,,) < co und

lim,, . Var(X,) = 0. Der Schitzer X ist dann also ein konsistenter Schitzer fiir . In
vielen Féllen gibt es jedoch effizientere Schétzer, die die Korrelationsstruktur des Prozesses
ausnutzen.
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Die asymptotische Varianz

lim nVar(X,,) = o + 2 Z YVr
T=1

n—oo

bezeichnen wir mit f(0), da sie gleich der Spektraldichte an der Frequenz 0 ist. Unter der
absoluten Summierbarkeit von ~, gilt folgende asymptotische Verteilung des Schétzers:

VX, — ) == N0, £(0)). (11.22)

11.5.2. Schitzung der Kovarianzfunktion
Ein moglicher Schitzer der Kovarianzfunktion -, ist

1 n—r

Yrn =~ D (X = X)) (X — X)) (11.23)

t=1
mit dem Mittelwertschitzer X,, aus (11.21). Anstelle von n kénnte man in (11.23) auch
durch n — 7 teilen, jedoch hétte der Schétzer ungiinstigere Eigenschaften. Der Schétzer 4.,

ist nicht mehr erwartungstreu, da man folgendes zeigen kann.

E[,.] = (1 . 1) - (1 - 1) Var(X,) + O(n™2).
n n

Positive Autokovarianzen werden also in der Regel durch 4, ,, unterschétzt. Asymptotisch ist

Yrn jedoch erwartungstreu: lim,, .o E[¥,,] = 7. Fiir die Varianz gilt unter Vernachlidssigung

von Termen héherer Ordnung

o0

. 1 1 .
Var(’%',n) ~ - Z (792 + ’Yj—Tij-I—T) = Evar(f%,oo)

j==o0

3

und da lim,_, Var(4,,) = 0 gilt, ist 4,,, ein konsistenter Schétzer fiir v,. AuBlerdem kann
asymptotisch gezeigt werden, dass der Kovarianzschétzer sich wie eine normalverteilte Zu-
fallsgrofie verhalt:

~ L ~
\/ﬁ(’%',n - 77') — N(Oa Var(’%',oo)-

11.5.3. Schatzung der ACF
Ein naheliegender Schétzer fiir die ACF p, ist

~
o 77',71

Prm = . (11.24)

")/O,n

Wir haben wieder einen Bias der Ordnung 1/n, d.h.,

E(laT,n) = pPr— O(n_l)
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und p., ist asymptotisch erwartungstreu. Fiir die Varianz gilt
. 1 9
Var(p:n) = ng,TT +0(n™*).

Der Schétzer p,, ist konsistent, da lim,,_,., Var(p,,) = 0. Fiir die asymptotische Vertei-
lung des Vektors pyn = (P1ns- - Prn)’ kann gezeigt werden

N L
Vi(pym — piy) — N(0,%,)

mit der Kovarianzmatrix ¥, mit typischem Element

Yokl = Z PiPj+k+1 + Z PiPj+k-1
j=—o0 j=—o0
+ 20 > P =200 Y Pipiek — 20k D PiPitl-
j=—o0 j=—o0 j=—o0

Speziell gilt fiir die asymptotische Varianz von /n(p, — pr),

Ep,TT = Z pjpj+27'+ Z p?

J=—00 J=—00

+ 200 30 05— D pitiee

j=—o0 j=—o0

BEISPIEL 11.5 (MA(q))
Fiir den MA(q) Prozess in (11.1) wissen wir, dass p; = 0 fir alle T > q. Damit vereinfacht
sich die asymptotische Varianz von \/n(prn — ps) fir 7 > q zu

q
Sprr =142 pf.
=1

BEISPIEL 11.6 (weiles Rauschen)

Ist X, weifes Rauschen, so gilt E(pr,) = —+ + O(n™2) und Var(p,,) = £+ O(n™?) fir
7 # 0. Die asymptotische Kovarianzmatriz von /n(pmwyn — pr)) ist die Einheitsmatriz.
Damit lassen sich approzimative 95% Konfidenzintervalle fiir die ACF bilden: [—+ + %]

n

11.6. Portmanteau Statistiken

Mit Hilfe der Kenntnis iiber die asymptotische Verteilung der Autokorrelationen koénnen
wir nun eine Statistik zur Uberpriifung der Hypothese eines weiflen Rauschens ableiten.
Man kann entweder die Originalreihe X; oder die Residuen eines ARMA(p,q) Prozesses
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iiberpriifen. Die Anzahl der geschéitzten Parameter ist so im ersten Fall & = 0 und im
zweiten Fall £ = p +q.
Unter der Nullhypothese gilt fiir jedes m

plzow"apmzo-

Die Alternativhypothese ist entsprechend, dass mindestens ein p;, 1 < ¢ < m ungleich Null
ist. Unter der Nullhypothese ist \/np,, asymptotisch standardnormalverteilt. Die Statistik

m
o ~2
Qm =n Z Pin
j=1

ist asymptotisch x? verteilt mit m —k Freiheitsgraden. Man lehnt die Nullhypothese zu einem
Testniveau von « ab, sofern Q,, > xfn_,m, das (1 — a)-Quantil der Chi-Quadrat-Verteilung
mit m — k Freiheitsgraden.

Es gibt Untersuchungen, die zeigen, dass (), in kleinen Stichproben die asymptoti-
sche Verteilung nur unzureichend approximiert. Das kommt daher, dass p,, ein verzerr-
ter Schétzer fiir p, ist. Die Verzerrung ist stédrker bei kleineren 7, und so kann man eine
asymptotisch dquivalente Statistik ()7, definieren,

m

Q*m:n(n—i-Q)Z

J=1

1

n—j

~2
pj,n

die die empirischen Autokorrelationen kleiner Ordnung weniger stark gewichtet als die grofier
Ordnung. Die modifizierte Portmanteau Statistik ()}, ist somit in kleinen Stichproben héufig
niher an der asymptotischen y? Verteilung. Fiir grofe n, wie sie im Finanzmarktbereich
iiblich sind, sind beide Statistiken ann&hernd gleich gut zu gebrauchen.

11.7. Schatzung von AR(p) Modellen

Eine einfache Mdoglichkeit, die Parameter des autoregressiven Modells

Xt = &lXt—l + ...+ apXt—p + &¢

mit Var(g;) = 0 zu schiitzen, sind die Yule-Walker Gleichungen aus (11.10), indem man die

theoretischen Autokorrelationen durch empirische ersetzt:

L o ) [ pr
pr 1 Py ay || P2
Pp—1 Pp—2 " 1 p Pp

Auflésen nach & liefert die Yule-Walker Schétzer. Diese sind konsistent, asymptotisch nor-
malverteilt mit Kovarianzmatrix o?I' !,

Yo M T
r=| "o e (11.25)
Tp—1 Vp—2 0 0
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Die Yule-Walker Schétzer sind asymptotisch mit anderen Schétzern wie Kleinste-Quadrate
und - im Spezialfall normalverteilter £, und dann auch normalverteilter X; - Maximum
Likelihood Schétzern dquivalent. Im letztgenannten Fall sind sie daher auch asymptotisch
effizient.

11.8. Schatzung von MA(g) und ARMA(p, ) Modellen

Sobald moving average Koeffizienten im Modell mitgeschétzt werden, gestaltet sich die
Schitzung schwieriger. Betrachten wir zum Beispiel das einfache MA (1) Modell

Xi = fer1 + & (11.26)

mit |3] < 1 und Var(g;) = 2. Einen einfachen Schiitzer fiir den Parameter § erhilt man
wieder durch die Yule-Walker Gleichungen vy = 0(1 + 3?) und v, = 0. Man erhélt durch
Division der beiden Gleichungen p; = 71 /v = 3/(1+/4?) und als Losungen der quadratischen
Gleichung

1 1
=—=+,/——L 11.27
v 2p1 4p7 ( )

Der Yule-Walker Schétzer ersetzt in (11.27) die theoretische Autokorrelation erster Ordnung
p1 durch die empirische p;. Der Schétzer ist sehr einfach, hat aber den Nachteil, dass er
asymptotisch ineffizient ist.

Kleinste-Quadrate Schétzer fithren zu nichtlinearen Gleichungssystemen, die man nur mit
iterativen numerischen Algorithmen 16sen kann. Am Beispiel des MA(1) Prozesses (11.26)
sei dies verdeutlicht: Der KQ Schétzer ist definiert durch

B =arg min S et =arg min > (X = Beia)? (11.28)
t=2 t=2

Da die &; nicht beobachtet sind, muss man zur Losung auf die AR(oo)-Darstellung des
MA(1) Prozesses zuriickgreifen, d.h.

e=X 4+ (-8 X (11.29)
k=1
Liegen Daten X, ..., X, vor, so kann (11.29) approximiert werden durch

t—1
e=X+> (-8 X
k=1

Lost man nun die Bedingung erster Ordnung

0 <= o
- ) & =0,
95 2
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so erhélt man nichtlineare Gleichungen fiir 3, die man nicht explizit 16sen kann. Fiir das Mi-
nimierungsproblem (11.28) verwendet man daher im allgemeinen numerische Optimierungs-
verfahren. Kleinste-Quadrate Schéitzer sind asymptotisch effizient und haben asymptotisch
dieselben Eigenschaften wie Maximum-Likelihood (ML) Schétzer.

Wir gehen im folgenden von einem stationéren und invertierbaren ARMA(p, q) Prozess
aus mit der AR(o0)-Darstellung

Xt = ZTFth,j + &¢.
j=1

Maximum Likelihood Schétzer beruhen auf der Verteilungsannahme
Et ~ N(O, 0'2),

unter der z = (X, ..., X,) multivariat normalverteilt ist mit Dichte

1
_ 2\ —n/2| | —1/2 T—1
p(x | 0) = (2mo?) 2|~ exp (—2023: r a:')

mit Kovarianzmatrix I', die in (11.25) gegeben ist, und Parametervektor

0= (..., 01, B;0°%).

Die Likelihoodfunktion L ist nun diese Dichtefunktion aufgefasst als Funktion in dem Para-
metervektor @ fiir gegebene Beobachtungen, d.h. L(6 | z) = p(x | ). Man wihlt denjenigen
Parametervektor, der die Likelihoodfunktion fiir gegebene Beobachtungen maximiert, d.h.,
der ML Schétzer ist definiert durch

0= argrgleaé(L(@ | z).

Unter der Normalverteilungsannahme nimmt der Logarithmus der Likelihoodfunktion

n 1 1
log L(6 | 2) = ) log(2m0?) — 5108 IT| — @xTrflx (11.30)
eine einfachere Form an, ohne dass die monotone Transformation etwas an dem maximie-
renden 6 &ndert. Die log-Likelihoodfunktion (11.30) wird auch ezakte log-Likelihoodfunktion
genannt. Man beachte, dass insbesondere die Berechnung der Inversen und der Determinan-
ten der (n x n)-Matrix I' fiir lange Zeitreihen sehr aufwendig ist. Man bildet daher hiufig
Approximationen an die exakte Likelihood, die gut sind fiir lange Zeitreihen. Eine Moglich-

keit besteht darin, die bedingten Verteilungen p(X; | X;—1,...,X1;0) zu verwenden:

n

L0 | z) =[] p(Xi | Xica, ... X150)

t=1

Die bedingten Verteilungen sind unter der Normalverteilungsannahme normal mit Erwar-
tungswert E[X; | X;—1,...,X;] und Varianz Var(X; | X;_1,...,X1). Je grofer ¢, desto besser

164



wird die Approximation von E[X; | X;—q,...,Xq,...] = Z;’il 7 X;—; durch 22;11 ;i X ;.
Die bedingte log-Likelihoodfunktion

n t—1
n 1 1
log Lb<9 | 37) = —5 10g(271'0’2) — 5 IOg 0'2 — Tﬂ 2 (Xt — jz:;ﬂ'th_j)Q (1131)
kann mit den Daten X1, ..., X, berechnet und beziiglich der Parameter 6 optimiert werden.

Als Startwerte fiir die numerischen Optimierungsalgorithmen kénnen zum Beispiel die (aufler
in Spezialfallen symptotisch ineffizienten) Yule-Walker Schétzer verwendet werden.

Zum Vergleich der exakten und bedingten Likelihoodschétzer betrachten wir den MA(1)
Prozess (11.26) mit 8 = 0.5 und &; ~ N(0,1). Die Matrix I ist banddiagonal mit Elementen
1+ 3? auf der Hauptdiagonalen und 3 auf den beiden Nebendiagonalen. Zwei Realisierungen
des Prozesses mit n = 10 und n = 20 sind in Abbildung 11.7 gezeigt. Da der Prozess nur
einen Parameter enthélt, kann man einfach eine Suche auf einem Gitter im Bereich (-1,1)
durchfiihren. Dies ist fiir beide Schéitzer in den Abbildungen 11.8 (n = 10) und 11.9 (n = 20)
gezeigt. Bei dem Prozess mit n = 10 sieht man noch eine deutliche Diskrepanz zwischen
beiden Likelihoodfunktionen, die jedoch schon bei n = 20 zu vernachlissigen ist. Beide
Schétzer treffen in diesem Fall schon recht gut den wahren Parameter 0.5.

MA(1) Prozess, n=10
L{)M 1 1 1 1 lk
> % +
<] i
2 4 6 8 10
X
MA(1) Prozess, n=20
Lr)u 1 1 1 lk
5 -
> § F
51 i
o] [
‘ 5 10 15 20
X

Abbildung 11.7.: Zwei Realisierungen des MA (1) Prozesses mit 5 = 0.5, &, ~ N(0,1),n = 10
(oben) und n = 20 (unten). @ SFMplotmal.xpl

Unter einigen technischen Voraussetzungen sind die ML Schétzer konsistent, asympto-
tisch effizient und asymptotisch normalverteilt:

v —6) =5 N0, T

mit der Fisherschen Informationsmatrix

(11.32)

J:E[_M].

0000"
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Likelihoodfunktion eines MA(1) Prozesses
H gt

—

log-Likelihood

Abbildung 11.8.: Exakte (solid) und bedingte (gestrichelt) Likelihoodfunktion fiir den
MA(1) Prozess aus Abbildung 11.7 mit n = 10. Der wahre Parameter
ist 3 =0.5. @ SFMlikmal.xpl

Fiir die Optimierung der Likelihoodfunktion verwendet man héufig numerische Verfahren.
Die notwendige Bedingung fiir ein Maximum ist

grad (°(0) =0

mit [ = log L(f | ). Wihlt man einen Startwert 6y (z.B. den Yule-Walker Schitzer), so
erhélt man aufgrund der Taylor-Entwicklung

grad 1°(0) ~ grad (°(6y) + Hess 1°(6)(0 — 6,)

folgende Relation:
6 = 0y — Hess 1°(6y) ' grad 1°(6,).

Da man im allgemeinen nicht sofort den maximierenden Parameter trifft, bildet man Itera-
tionen

0j41 = 0; — Hess (°(0;) *grad 1°(6;)
mit j = 1,2,... solange, bis eine Konvergenz erreicht ist, d.h., 6;;; ~ 0;. Oft ist es einfacher,
den Erwartungswert der Hesseschen Matrix zu verwenden, also die Informationsmatrix aus
(11.32):
011 = 0; + J(0;) 'grad °(0;). (11.33)

Die Schreibweise J(6;) bedeutet hier, dass (11.32) an der Stelle #; ausgewertet wird. Die
Iteration (11.33) nennt man den Score-Algorithmus oder Fisher Scoring.
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Likelihoodfunktion eines MA(1) Prozesses

! N\

log-Likelihood
_1_5

-20

-25

Abbildung 11.9.: Exakte (solid) und bedingte (gestrichelt) Likelihoodfunktion fiir den
MA(1) Prozess aus Abbildung 11.7 mit n = 20. Der wahre Parameter
ist 3 =0.5. @ SFMlikmal.xpl

11.9. Literaturhinweise
Umfassende Lehrbiicher zur klassischen Zeitreihenanalyse sind z.B. Schlittgen and Streit-

berg (1995), Brockwell and Davis (1991) und Gouriéroux and Monfort (1996), neben dem
klassischen Buch von Box and Jenkins (1976).
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12. Zeitreihen mit stochastischer
Volatilitat

Bereits in den vorhergehenden Kapiteln haben wir darauf hingewiesen, dass der Volatilitét
bei der Modellierung finanzieller Systeme und Zeitreihen eine besondere Rolle zukommt. Die
Volatilitat ist nicht, wie z.B. die Zinsstruktur, beobachtbar, sondern muss aus den Daten
geschitzt werden.

Eine moglichst zuverlédssige Schiatzung und Prognose der Volatilitét ist wichtig fiir grofle
Kreditinstitute, da Volatilitdt direkt in Beziehung steht zu Risikomaflen. Zum Beispiel gibt
es in der Literatur viele Ansétze, die Risikoprdamien als Funktion der Volatilitéat spezifizieren.
Die Problemstellung ist, eine geeignete Modellform fiir die Volatilitdt zu finden. Es wurden
z.B. makrookonomische Faktoren auf ihren Erklarungsgehalt fiir die Volatilitédt untersucht.
Eine Schlussfolgerung dieser globalen Ansitze war jedoch, dass makrookonomische Fakto-
ren zwar ein gewisses Erklarungspotential haben, der weitaus wichtigste Faktor jedoch die
verzogerten endogenen Renditen waren, so dass man sich in letzter Zeit hauptsdchlich auf
Zeitreihenmodelle konzentrierte. Wir wollen im folgenden die Familie der ARCH-Modelle,
eine der wichtigsten Modellklassen in diesem Bereich, besprechen.

12.1. ARCH- und GARCH Modelle

Seit der Einfithrung der ARCH Modelle (autoregressive conditional heteroscedasticity = au-
toregressive bedingte Heteroskedastizitit) in den achtziger Jahren hat es eine enorme Ent-
wicklung in der Finanzokonometrie sowohl in Theorie als auch Praxis gegeben. Es wurde
deutlich, dass eine Modellklasse gefunden wurde, die den typischsten empirischen Befund
finanzieller Zeitreihen, bedingte Heteroskedastizitéit, sparsam und einfach modellieren kann.
Besonders nach dem Fall des Wahrungssystems von Bretton Woods und der nachfolgenden
Zeit flexibler Wechselkurse in den siebziger Jahren wurde ein solches Modell zunehmend von
Forschern und Anwendern benétigt. Die empirische Beobachtung war, dass Volatilitéiten da-
zu tendieren, Cluster zu bilden: nach grofien (kleinen) Preisdnderungen (positiv oder negativ)
folgen tendenziell wieder grofie (kleine) Preisénderungen.

Seitdem besteht weitgehend Einigkeit dariiber, dass Renditen in den meisten Féllen nicht
mehr als statistisch unabhéngig gelten konnen, sondern héchstens noch als unkorreliert. Diese
Feststellung bezieht sich auf Zeitreihen von relativ hoher Frequenz, d.h. zum Beispiel auf Ta-
gesdaten. Zum Vergleich zeigen wir in Abbildung 12.1 ein normalverteiltes weifles Rauschen,
in Abbildung 12.2 einen GARCH(1,1) Prozess und in Abbildung 12.3 den DAFOX Index
(1993-96), siche http://finance.wiwi.uni-karlsruhe.de/Forschung/dafox.html . Offensichtlich eig-
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Weisses Rauschen

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Abbildung 12.1.: Normalverteiltes weiles Rauschen. @ SFMtimewr.xpl

net sich schon rein visuell ein GARCH Prozess besser zur Modellierung von Aktienrenditen
als ein weifles Rauschen.

In letzter Zeit wurden einige Besonderheiten der ARCH Modelle aufgedeckt, die von
praktischer Relevanz sind. Dazu gehoren z.B. die Definition und Modellierung der Persi-
stenz von Schocks, die sich von der Definition in ARMA Modellen unterscheidet, und die
Problematik, Asymmetrien zu modellieren. Somit kam es zu zahlreichen Erweiterungen der
Standard ARCH Modelle. Heute steht fest, dass das ARCH Modell nur Ausgangspunkt einer
empirischen Studie sein kann und man auf umfangreiche Spezifikationstests angewiesen ist.

Wir bezeichnen mit X; einen stochastischen Prozess in diskreter Zeit und nennen wie
in Definition 10.15 r; = log X;/X;_1 den relativen Zuwachs oder die Rendite des Prozesses
X;. Sind die Renditen unabhéngig, identisch verteilt, so folgt X; einer geometrischen Irr-
fahrt. ARCH Modelle unterstellen nun, dass die Renditen in einer bestimmten Form von der
Information der Vergangenheit abhingen.

Wie bisher bezeichnen wir mit F; die ‘Informationsmenge’ zum Zeitpunkt ¢, die X; und
alle vergangenen Realisierungen des Prozesses X; umfasst. In dem allgemeinen Modell

Ty = Ut + & (121)

mit Ele; | Fi—1] = 0 stellt p; z.B. eine Risikopramie dar, die sich aus 6konomischen Mo-
dellen ergeben und zeitabhéngig sein kann. Der stochastische Fehler ¢; wird nicht mehr als
unabhéngig angenommen, sondern nur noch als zentriert und unkorreliert. Bei ARCH Mo-

dellen ist die bedingte Varianz von &; eine lineare Funktion von verzogerten quadrierten
Fehlern.

12.1.1. ARCH(1): Definition und Eigenschaften
Das ARCH Modell der Ordnung 1, ARCH(1), wird folgendermafen definiert:
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GARCH(1,1) Process

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
X

Abbildung 12.2.: Ein GARCH(1,1) Prozess (o = 0.15, § = 0.8). @ SFMtimegarc.xpl

DEFINITION 12.1 (ARCH(1)) Der Prozess (&), t € Z, ist ARCH(1), wenn Elg; |
ft—l] - 07

ol =w+asl (12.2)
mit w >0, o > 0 und
o Var(e, | Fio1) = 0f und Zy = &;/0y ist u.i.v. (starkes ARCH)
o Var(e; | Fi_1) = o (semi-starkes ARCH),
o P(e2| 1,61 1,60 2, ,62 1,62 4,...) =02 (schwaches ARCH),

wobei P wie in Abschnitt 11.4 die beste lineare Projektion bezeichnet. Offensichtlich ist
ein starker ARCH(1) Prozess auch semi-stark und ein semi-starker auch schwach. Anderer-
seits kann z.B. die bedingte Varianz eines schwachen ARCH(1) Prozesses nichtlinear sein
(ungleich 0?), womit dieser kein semi-starker ARCH-Prozess wiire.

Setzen wir Z; = €;/0y, so gilt im semi-starken und im starken ARCH-Modell E[Z;] = 0
und Var(Z;) = 1. Im starken ARCH-Modell gilt zusitzlich, dass Z; u.i.v. ist, so dass keine
Abhéngigkeiten in hoheren als den zweiten Momenten modelliert werden konnen. Eine hiufig
unterstellte zusétzliche Annahme ist, dass Z; normalverteilt ist, was bedeutet, dass ¢; bedingt
normalverteilt ist:

g Fr1 ~ N(0,02). (12.3)

Unter (12.3) verschwindet die Unterscheidung zwischen starken und semi-starken ARCH
Modellen.

Urspriinglich wurden nur starke und semi-starke ARCH Modelle in der Literatur be-
handelt. Schwache ARCH-Modelle sind wichtig, weil sie geschlossen sind unter temporaler
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DAFOX 1993-96

1993 1994 1995 1996 1997
X

Abbildung 12.3.: Renditen des DAFOX von 1993-96. @ SFMtimedax.xpl

Aggregation. Folgen z.B. die Tagesrenditen einem schwachen ARCH Prozess, so tun dies
auch die Wochen- und Monatsrenditen bei entsprechenden Parameteranpassungen. Dies gilt
im allgemeinen nicht fiir starke oder semi-starke ARCH Modelle.

Der Prozess ¢; ist nach Definition 12.1 eine Martingaldifferenz und daher auch weifles
Rauschen.

SATZ 12.1 Der Prozess g; sei ein schwacher ARCH(1) Prozess mit Var(e;) = 0% < oo.
Dann folgt, dass €, weifies Rauschen ist.

BEWEIS:
Aus Elg; | Fi1] = 0 folgt Elg;] = 0 und Cov(ey, ;) = Eleieri] = ElE(gie—k | Fio1)] =
E[Eftka<€t | :lttfl)] =0. O

Jedoch ist ¢; kein unabhéingiges weifles Rauschen.

SATZ 12.2 (Unbedingte Varianz des ARCH(1)) Der Prozess e; sei ein semi-starker
ARCH(1) Prozess mit Var(e;) = 0® < co. Dann gilt

s W
771 a

BEWEIS:

0? = Ele?] = E[E(e? | F;_1)] = E[o?] = w + aE[e_|] = w + ac?. Also gilt 0% = w/(1 — «)

wenn a < 1. O

Notwendige und hinreichende Bedingung fiir schwache Stationaritit eines semi-starken
ARCH(1) Prozesses ist also a < 1.

Wenn die Innovation Z; = ¢,/0, symmetrisch um Null verteilt ist, dann sind alle unge-
raden Momente von ¢; gleich Null. Unter der Normalverteilungsannahme (12.3) lassen sich
Bedingungen fiir die Existenz der hoheren geraden Momente herleiten.
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SATZ 12.3 (Viertes Moment) Seie, ein starker ARCH(1) Prozess mit u.i.v. Zy ~ N(0,1)
und Ele}] = ¢ < co. Dann ist

1.
3w? 1—a?

Bl = 0 ap1 =302

mit 3a2 < 1.

2. die unbedingte Verteilung von e, leptokurtisch.

BEWEIS:

L ¢ = Elg] = E[E(e; | Fi1)] = E[0/E(Z} | Fi1)] = E[Z/]E[(w + ongf)?] = 3(w® +
2waEle? ||+ a?Ele} |]). DaE[e2 || = w/(1 —«) und E[e}_,] = ¢, folgt nach Umformen
die Behauptung.

Ele}] 1—a?
=3 > 3.
B[22 °1-3a2 =

Kurt(g;) =
O

Fiir den Grenzfall @ = 0 und normalverteilten Innovationen ist Kurt(e;) = 3, wéhrend fiir
a > 0 gilt Kurt(e;) > 3. Die unbedingte Verteilung ist also bei bedingter Heteroskedastizitét
leptokurtisch, d.h., die Wélbung im Zentrum der Verteilung ist starker und die Flanken sind
dicker als bei der Normalverteilung, was hédufig bei Finanzmarktdaten zu beobachten ist.

Die Dicke der Flanken und damit die Existenz von Momenten hédngt von den Parametern
des ARCH-Modells ab. Die Varianz des ARCH(1) Prozesses ist endlich, falls a < 1 (Satz 12.2)
und das vierte Moment im Falle von normalverteilten Innovationen existiert, falls 3a? < 1
(Satz 12.3). Schon in den sechziger Jahren stellte Mandelbrot die Existenz der Varianz fur
viele Finanzzeitreihen in Frage. Haufig sind empirische Verteilungen so stark leptokurtisch,
dass man nicht auf eine endliche Varianz schlieen kann. Um empirisch Aussagen iiber den
Grad der Flankenstéirke der unbedingten Verteilung machen zu kénnen, nimmt man z.B. an,
dass man eine Verteilung vom Pareto-Typ hat, d.h. fiir grofle z:

P(x) =Pr(X; > x) ~ ka™*

fiir ein @ > 0. Wenn a > ¢, dann gilt E[|X;|] < co. Die Frage ist, wie man den Parame-
ter a schitzen kann. Ein einfacher Ansatz folgt aus der Feststellung, dass fiir grofle x die
logarithmierte Funktion P(xz) linear ist, d.h.,

log P(z) =~ logk — alog . (12.4)

Wir bilden die Ordnungsstatistiken X1y > X(9) > ... > X(;,) und schétzen die Wahrschein-
lichkeit P(z) fiir x = X(;) durch die relative Héufigkeit

#{tXe > Xppy _J
n n
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In (12.4) ersetzen wir p(X(;)) durch den Schétzer j/n:
log N logk — alog X, (12.5)
n

woraus man a aus der Regression von j/n auf X(;),j7 = 1,...,n, durch die Methode der
kleinsten Quadrate schitzen kann. In der Regel wird man nur einen kleinen Teil der Daten fiir
die Regression verwenden, da die lineare Approximation der von log P(z) nur in den Flanken
gut ist. Man schétzt also die Regression (12.5) nur mit den m grofiten Ordnungsstatistiken.
Abbildung 12.4 zeigt die Regression (12.5) fiir den DAFOX von 1974 bis 1996 mit m = 20.
Der Steigungsparameter der KQ-Geraden ist -3.25. Fiir diese Indexzeitreihe ist demnach
nicht nur die Varianz, sondern auch das dritte Moment E(| X |*) endlich, wihrend das vierte
Moment und damit die Kurtosis nicht endlich sind.

Tail Index Regression DAFOX

logi/n

Abbildung 12.4.: Rechte Flanke der logarithmierten empirischen Verteilung der DAFOX
Renditen 1974 bis 1996. @ SFMtaildax.xpl

( ) hat einen Schétzer vorgeschlagen, der auf einem Maximum Likelihood Ansatz
beruht:

-1
. 1 <
a = (m izllog X(i) — log X(m)> s (126)

wobei m die Anzahl der fiir den Schitzer verwendeten Daten in den Flanken angibt. Die
Wahl von m stellt offensichtlich ein Problem dar. Wenn m zu grofl gewahlt wird, ist die
Approximation der Verteilung nicht mehr gut, wenn m zu klein ist, konnen Bias und Va-
rianz des Schétzers grof sein. Eine einfache Daumenregel sagt z.B., dass m/n etwa 0.5%
oder 1% sein sollte. Es wird deutlich, dafi man sehr viele Daten benétigt, um a verniinftig
schitzen zu kénnen. Als empirisches Beispiel betrachten wir wieder die téglichen Renditen
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KQ Hill
m 20 50 20 50
DAFOX 325 204 3.17 2.88
ALLIANZ 229 244 228 226
BASF 419 429 458 4.01
BAYER 332 320 3.90 3.23
BMW 342 3.05 3.05 2.89
COMMERZBANK | 6.58 4.67 7.14 5.19
DAIMLER 2.85 2.85 243 2.56
DEUTSCHE BANK | 3.40 3.26 3.41 3.29
DEGUSSA 3.03 4.16 293 3.30
DRESDNER 576 4.08 4.20 4.32
HOECHST 477 3.68 5.66 4.05
KARSTADT 356 342 3.11 3.16
LINDE 330 3.35 3.87 3.37
MAN 383 3.66 3.17 3.45
MANNESMANN 319 385 284 3.22
PREUSSAG 352 4.11 3.57 3.68
RWE 3.87 3.78 351 3.54
SCHERING 3.34 482 322 3.64
SIEMENS 6.06 450 5.96 5.23
THYSSEN 531 536 4.67 4.97
VOLKSWAGEN 459 331 4.86 4.00

Tabelle 12.1.: Naive Kleinste-Quadrate (KQ) und Hill Schétzer des Flanken-Exponenten a
mit Stutzungspunkten m.

deutscher Aktienkurse von 1974 bis 1996, jeweils 5747 Beobachtungen. Die Ergebnisse des
naiven Kleinsten-Quadrate (KQ) Schétzers und des Hill Schétzers mit den Stutzungspunk-
ten m = 20 und m = 50 sind in Tabelle 12.1 aufgefiihrt. In allen Féllen sind die Schétzer
grofer als 2, was die Existenz der Varianzen nahelegt. In einigen Féllen bestehen Zweifel
iiber die Existenz dritter Momente, z.B. bei Allianz und Daimler.

SATZ 12.4 (Reprasentation eines ARCH(1) Prozesses) Seie; ein starker ARCH(1)
Prozess mit Var(gy) = 0? < co. Dann ist

00 k
e =w g of H Zf_j
k=0  j=0

und die Summe konvergiert im Ly -Sinne.

BEWEIS:

durch sukzessives Einsetzen von €2 = 0272 und 0? = w + ae?_,. Die Konvergenz folgt
m k m m m ..

aus E[5t2 - kaZO a® szo ZtQ—j] = o +1E[€?7m71 szo ZtQ—j] = o +1E[€§7m71] — 0 fiir

m — oo, da die Z; unabhiingig mit E(Z?) = 1 sind. O

SATZ 12.5 Sei g; ein stationdrer starker ARCH(1) Prozess mit E(e}) = ¢ < oo und Z; ~
N(0,1). Dann ist
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00 k
e =w E o H Zf_j
k=0  j=0

und die Summe konvergiert im Lo -Sinne.
2. my = o02(Z2 — 1) ist weifes Rauschen.
3. €2 ist ein AR(1) Prozess mit €2 = w + ag? | + ;.

BEWEIS:

1. wie in Satz 12.4. Die Konvergenz in L, folgt aus E[(e} —w Y L, a” H?:o Zt ) =
Bl ey Ty Z2,)%) = 02 D3 IB[el, ] = 02037 —, 0 fir m —
o0, da 3a? < 1 wegen der vorausgesetzten Endlichkeit von E(e}) und da die Z; un-
abhéingig mit Kurt(Z;) = 3 sind.

2. a) E[y] = Elo?E[Z2 — 1] = 0
b) Var(n,) = E[o}]E[(Z} —1)’] = 2E[(w+ 0z} )’] = 2(w?+20wE[e} ] +0’Ele} 4]) =
const unabhéngig von ¢.
c) Cov(ne, ners) = Elof(Z7 — 1o}, (2}, — 1)] = E[o}(Z} — 1)o7, JE(Z, - 1)] =0
fiir s # 0.

3. Folgt durch Umformen: e? = 027% = 02 + 02(Z} — 1) =w + ag? | + 0.

BEMERKUNG 12.1 Von (1990) wurde gezeigt, dass der starke ARCH(1) Prozess
g, streng stationdr ist, wenn Ellog(aZ?)] < 0 Ist 2.B. Z; ~ N(0,1), dann ist die Bedingung
fiir starke Stationaritit o < 3.5622, also schwdcher als die Bedingung fiir Kovarianzstatio-
naritit, a < 1, die wegen der hier geforderten Endlichkeit der Varianz gebraucht wird.

Die Dynamik des Volatilitatsprozesses im ARCH(1) Fall ist im wesentlichen durch den
Parameter a bestimmt. In Satz 12.5 wurde gezeigt, dass die Quadrate eines ARCH(1) Pro-
zesses einem AR(1) Prozess folgen. Die Korrelationsstruktur von empirisch beobachteten
quadrierten Renditen ist jedoch haufig komplexer als die eines einfachen AR(1) Prozesses.
In Abschnitt 12.1.3 betrachten wir ARCH Modelle der Ordnung ¢ mit ¢ > 1, die eine fle-
xiblere Modellierung der Korrelationsstruktur erméglichen.

12.1.2. Schédtzung von ARCH(1) Modellen

Satz 12.5 sagte aus, dass sich ein ARCH(1)-Prozess als AR(1)-Prozess in X}? auffassen l#sst.
Ein einfacher Yule-Walker Schétzer nutzt diese Eigenschaft aus:

o) _ Dieo(er =) (e, — o)

“ Z?:Q (e2 —0O)
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mit @ = n71 Y} 2. Da natiirlich die Verteilung von 2 nicht normal ist, ist der Yule-
Walker Schétzer nicht effizient. Er kann aber als Startwert fiir iterative Schéitzverfahren
verwendet werden.

Die Schiatzung von ARCH Modellen erfolgt {iblicherweise mit der Maximum Likelihood

(ML) Methode. Nimmt man hierbei eine bedingte Normalverteilung fiir die Renditen ¢; an,
d.h.

(€t|]:t 1)

e { 15?} (12.7)
XP4—=—5 ¢, .
V2o, P 207

so lésst sich die log-Likelihoodfunktion I(w, «) als Funktion der Parameter w und « aufstellen:

l(wa) = > Lw,a)+logp.(s) (12.8)
t=2
= > logp(e; | Fir) +logp:(e1)
t=2
-1 1 — 2
= 5 10g(27T - = Zlog w + Oé&?t 1) - 5 m + Ings(é‘l)

t=2

wobei p. die stationédre marginale Dichte von &; bezeichnet. Ein Problem ist, dass ein ana-
lytischer Ausdruck fiir p. im Fall von ARCH Modellen unbekannt ist, so dass auch (12.8)
nicht berechenbar ist. In der bedingten Likelihoodfunktion {* = log p(e,, ... , &2 | £1) fillt der
Ausdruck log p.(e1) weg:

Pwa) = Y Lw o) (12.9)

= Y logp(ei | Fin)
t=2

n—1 "
= - log(2m) —1/2) log(w + ag} |) —1/2 . (12.10)
2 ; 1) Z w + ozet .

Fiir groBe n ist die Differenz [ — [* vernachlissigbar.

Abbildung 12.5 zeigt die bedingte Likelihood eines generierten ARCH(1) Prozesses mit
n = 100. Der Parameter w wurde dabei so gewéhlt, dass die unbedingte Varianz stets gleich
ist, d.h. also bei einer Varianz von o2, w = (1 — a)o?. Die Optimierung der Likelihood
eines ARCH(1) Modells kann gegebenenfalls noch mit einer Gittersuche erfolgen. Allerdings
mochte man auch die Prézision des Schétzers kennen. Im wesentlichen wird diese durch die
zweite Ableitung der Likelihood an der Stelle des Optimums bestimmt, wie sich aus den
asymptotischen Eigenschaften der ML Schétzer ergibt (sieche Abschnitt 12.1.6). AuBlerdem
ist man bei Modellen hoherer Ordnung auf numerische Verfahren wie dem Score-Algorithmus
aus Abschnitt 11.8 angewiesen, so dass die ersten und zweiten partiellen Ableitungen der
Likelihood berechnet werden miissen.
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Likelihoodfunktion eines ARCH(1) Prozesses

log-Likelihood

T T T T
0.2 04 0.6 0.8
Alpha

Abbildung 12.5.: Bedingte Likelihoodfunktion eines generierten ARCH(1) Prozesses mit n =
100. Der wahre Parameter ist a = 0.5. @ SFMlikarchil.xpl

Bei dem ARCH(1) Modell lauten diese

g_ff _ 2%2 (%4) (12.11)
g_g _ %‘?53_1 (%_1) (12.12)
g%lg _ _2%? (gj_?_ ) (12.13)
g%g _ _2%4531 (2%_1) (12.14)
53’@ _ _2%;1531 (2%22 - 1) . (12.15)

Die Bedingungen erster Ordnung sind > 1, 9l/0w = 0 und Y., 0l°/0a = 0. Fiir den
Score-Algorithmus miissen die Erwartungswerte der zweiten Ableitungen berechnet werden.
Nach Voraussetzung gilt E[Z?] = E[(g;/0:)?] = 1, so dass der Klammerausdruck (2¢?/0? — 1)
den Erwartungswert eins hat. Daraus folgt

0210 1. [1
. {w} =gt L—J |

Der Erwartungswert von o, * wird konsistent durch (n — 1)71 Y"1, (w + ae? ;)2 geschiitzt,
so dass sich als Schétzer fiir den Erwartungswert der zweiten Ableitung ergibt:

Nl 1 "1
W__Q(n—nz_‘l‘

t=2
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Ebenso erhélt man fiir den Erwartungswert der zweiten Ableitung beziiglich «
E @ = _lE é
da? 27| o}

. 021 1 e
E t — t—1 )
a2 2(n—1) Z o}

t=2

und als Schatzer

SATZ 12.6 Ist Z; ~ N(0,1), so gilt

oL\ 21
B =t — _F |
(&u) ] {Guﬂ}
BEWEIS: 2
]%gtmENadeR%Q:]:E[ﬁﬂZf—22L%D]:E[ﬁ4(3—2+1) 0

Natiirlich gilt Satz 12.6 auch fiir den Parameter o anstelle von w. In der Tat gilt der Satz
auch fiir wesentlich allgemeinere Modelle, siehe z.B. Abschnitt 12.1.6 {iber die Schétzung von
GARCH Modellen. Der Satz ist niitzlich, da man bei komplizierteren Modellen hiufig die
zweiten Ableitungen durch das Quadrat der ersten Ableitungen, die sich einfacher berechnen
lassen, ersetzen kann. Voraussetzung ist allerdings, dass man die Likelihoodfunktion richtig
spezifiziert hat, dass also die wahre Verteilung der Fehler normal ist.

Unter den beiden Bedingungen

1. E[Z; | Fiq)=0und E[Z7 | F, 4] =1
2. Ellog(aZ}) | Fi-1] < 0 (strenge Stationaritit)

und einigen technischen Bedingungen sind die ML-Schétzer konsistent. Gilt zusétzlich E[Z} |
Fi 1] <oound w > 0, a > 0, dann ist § = (0, &)T asymptotisch normalverteilt:

Vn(d—0) £ N(0,J 1Y (12.16)
it 91,(0) 91, (0)
- t t
1=£ (% 5
und

0?1,(0
J——p(ZLON
0000"
Ist die wahre Verteilung von Z; normal, so ist [ = J und die asymptotische Kovarianz-
matrix vereinfacht sich zu J~!, d.h., der Inversen der Fisherschen Informationsmatrix. Ist
sie es nicht, sondern z.B. leptokurtisch, so kann die Maximierung von (12.9) zwar noch kon-

sistente, aber nicht mehr effiziente Schatzungen liefern. In diesem Fall wird die ML. Methode
als ‘Quasi Maximum Likelihood” (QML) Methode interpretiert.
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R S e (RIS — a2 #(ey > )

100 0.852 0.257 27%
250 0.884 0.164 24%
500 0.893 0.107 15%
1000 0.898 0.081 10%

Tabelle 12.2.: Monte Carlo Simulationsergebnisse der QML Schétzung des Parameters a =
0.9 eines ARCH(1) Modells bei & = 1000 Replikationen. Die letzte Spalte gibt
den Anteil der Schétzer an, die grofler als 1 waren (nach ( ).

In einer Monte Carlo Simulationsstudie von ( ) wurden 1000 ARCH(1)
Prozesse mit w = 0.2 und o = 0.9 generiert und die Parameter mit QML geschétzt. Die
Ergebnisse sind in Tabelle 12.2 dargestellt. Offenbar ist schon fiir moderate Stichproben-
grossen (n = 500) der Bias vernachléssigbar. Die Varianz allerdings ist noch bei n = 500 so
grof}, dass ein relativ grofiler Teil (10%) der Schétzer grofer als eins ist, was einen kovari-
anzinstationdren Prozess impliziert und erhebliche Auswirkungen auf Volatilitdtsprognosen
hat.

12.1.3. ARCH(¢q): Definition und Eigenschaften

Die Definition des ARCH(1) Modells wird erweitert auf den Fall mit ¢ > 1 Verzogerungen,
von denen die bedingte Varianz abhéngt.

DEFINITION 12.2 (ARCH(q)) Der Prozess (e¢), t € Z, ist ARCH(q), wenn
Ele | Fia] =0,

ol=wH el ...+ qusf_q (12.17)
mitw >0, a1 >0,...,04 >0 und
o Var(ey | Fioy) = 02 und Zy = &4/ ist u.i.v. (starkes ARCH)
o Var(e, | Fioy) = o} (semi-starkes ARCH), oder
o P2 | 1,611,602, 67 1,E2 5,...) = 0? (schwaches ARCH)

Die bedingte Varianz o7 im ARCH(q) Modell ist also eine lineare Funktion der ¢ qua-
drierten Verzogerungen.

SATZ 12.7 Sei g, ein semi-starker ARCH(q) Prozess mit Var(e;) = 0 < oo. Dann ist

2 w

g =
l—a;—...—qy

mit o + -+ ay < 1.
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BEWEIS:
wie in Satz 12.2. O

Falls hingegen oy + --- 4+ oy > 1, dann existiert die unbedingte Varianz nicht und der
Prozess ist nicht kovarianzstationér.

SATZ 12.8 (Reprisentation eines ARCH(q) Prozesses) Sei ¢, ein (semi-)starker
ARCH(q) Prozess mit Ele}] = ¢ < co. Dann ist

1. n; = 0X(Z% — 1) weifes Rauschen.
2. €} ein AR(q) Prozess mit £ = w + Y 1, quer_; + 0.

BEWEIS:

wie in Satz 12.5. O

Ein Problem der ARCH(q) Modelle ist, dass fiir einige Anwendungen hohe Ordnungen
q verwendet werden miissen, da der Einfluss weit zuriickliegender Werte auf die Volatilitét
nur langsam an Stédrke verliert. Einige Anwender empfehlen als empirische Daumenregel,
mindestens die Ordnung ¢ = 14 zu verwenden. Der Nachteil einer hohen Modellordnung ist,
dass viele Parameter unter Restriktionen geschétzt werden miissen. Die Restriktionen teilen
sich auf in Nichtnegativitits— und Stationaritdtsbedingungen. Will man effiziente Schétzme-
thoden verwenden, z.B. die Maximum Likelihood Methode, so kann sich die Schétzung bei
hochdimensionalen Parameterrdumen als numerisch sehr aufwendig herausstellen.

Eine Moglichkeit, die Zahl der Parameter zu reduzieren und trotzdem einen langen Zeit-
raum der Vergangenheit mit einzubeziehen ist, eine linear abfallende Gewichtsverteilung iiber
die Verzogerungen (Lags) anzunehmen, d.h.

q
ol =w+ aZwistQ_i,
i=1
mit :
2(¢+1—1)
q(qg+1)

so dass nur zwei Parameter geschitzt werden miissen. In Abschnitt 12.1.5 beschreiben wir
eine Generalisierung der ARCH Modelle, die einerseits eine sparsame Parametrisierung, an-
dererseits eine flexiblere Lagstruktur ermoglicht.

Y

12.1.4. Schéatzung von ARCH(g) Modellen
Fiir das allgemeine ARCH(q) Modell aus (12.17) lautet die bedingte Likelihood

PO = Y ko)

t=q+1

. 1 n n
- —"2 log(2n) —1/2 logo? —1/2 3
t=2

t=q+1

(12.18)

gl +1
2
O
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mit dem Parametervektor § = (w,aq,...,q,)". Hat man im ARCH(1) Modell noch die
Moglichkeit, iiber eine Gittersuche wie in Abblldung 12.5 das Optimum zu finden, ist dies fiir
hoherdimensionale Parameterrdume sehr aufwendig. Die Maximierung von (12.18) beziiglich
6 ist ein nichtlineares Optimierungsproblem, fiir das verschiedene numerische Verfahren ver-
wendet werden konnen. Bereits bei ARMA Modellen in Abschnitt 11.8 wurde ein Optimie-
rungsalgorithmus, der Score-Algorithmus, vorgestellt, der auch im Falle von ARCH-Modellen
praktikabel ist. Hierbei sind die ersten und zweiten partiellen Ableitungen der (bedingten)
Likelihood nach den Parametern zu bilden. Bei dem ARCH(g) Modell lauten die ersten
Ableitungen

a1 902 (&
—=——|=-1 12.1
00 202 90 \ o? (12.19)

do?
a—et =(L,ef 4, 50"

mit

Die Bedingungen erster Ordnung sind ) ;- +101:/00 = 0. Beziiglich der zweiten Ableitungen
und der asymptotischen Eigenschaften der QML Schétzer siehe Abschnitt 12.1.6.

12.1.5. Generalisiertes ARCH (GARCH)

Das ARCH(q) Modell kann durch Erweiterung um autoregressive Terme der Volatilitit ver-
allgemeinert werden.

DEFINITION 12.3 (GARCH(p, q)) Der Prozess (g;), t € Z, ist GARCH(p,q), wenn
E[(‘:t ’ ftfl] = O,

q p
ol =w+Y el + Y Biot (12.20)
i=1 j=1

und
o Var(e, | Fio1) = 0 und Zy = €y 0y ist w.i.v. (starkes GARCH)
o Var(e, | Fio1) = o} (semi-starkes GARCH), oder
o P(e?| 1,6 1,6 2, 62 1,Er o,...) =0} (schwaches GARCH).

Hinreichende, aber nicht notwendige Bedingungen fiir

o2>0 fs., (Ple?>0]=1) (12.21)
sindw>0,; >0,0=1,... ,qund §; >0, =1,...,p. Im Falle des GARCH(1,2) Modells
07 = wtaiel | +ager o+ Bol
= ﬁ + o jzo 6{8?,]-,1 + Qg Z ﬂfef,j,z
w

— m—f—algt 1—|— Oélﬂl‘f'aQ Zﬁlgt —7—2
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mit 0 < f; < 1 sind notwendige und hinreichende Bedingungen fiir (12.21) w > 0, a; > 0
und a, 01 + ay > 0, vorausgesetzt, dass die Summe Y22 Fe? ;, konvergiert.

SATZ 12.9 (Reprisentation eines GARCH(p, q) Prozesses) Seie, ein (semi-)starker
GARCH(p,q) Prozess mit Ele}] = ¢ < co. Dann ist

1. my = 0X(Z} — 1) weifes Rauschen.

2. €2 ein ARMA(m,p) Prozess mit
m P
g =w+ > Vet — Y B+ (12.22)
i=1 j=1

mit m = max(p,q), v = a; + i, a; =0, wenn i > q, und F; =0, wenn i > p.

BEWEIS:
wie in Satz 12.5. O

Folgt ; einem GARCH Prozess, so sagt Satz 12.9, dass €2 einem ARMA Modell folgt mit
bedingt heteroskedastischem Fehler 7,. Liegen z.B. alle Wurzeln des Polynoms (1 — 1z —
... — [B,27) auBerhalb des Einheitskreises, so ist der ARMA Prozess (12.22) invertierbar und
als AR(co) Prozess darstellbar. Aus Satz 12.8 folgt dann, dass das GARCH(p, ¢) Modell
als ARCH(co) Modell reprisentiert werden kann. Man kann also in einigen Féllen analoge
Schlussfolgerungen zu ARMA Modellen ziehen, z.B. bei der Bestimmung der Modellordnung
(p,q). Allerdings gibt es auch wesentliche Unterschiede, z.B. die Definition der Persistenz
von Schocks.

SATZ 12.10 (Unbedingte Varianz eines GARCH(p, q) Prozesses) Sei ¢; ein semi-
starker GARCH(p, q) Prozess mit Var(;) = 0% < co. Dann ist

o = d
1 - ?:1%'_ ?:1@"
mit Z;'Izl o; + Z?:l ﬂj < 1.
BEWEIS:
wie in Satz 12.2. O

Allgemeine Bedingungen fiir die Existenz hoherer Momente von GARCH(p, ¢) Modellen
werden in ( ) angegeben. Fiir Modelle kleiner Ordnungen und unter
Verteilungsannahmen lassen sich einfache Ergebnisse herleiten:

SATZ 12.11 (Viertes Moment eines GARCH(1,1) Prozesses) Seie; ein (semi-)starker
GARCH(1,1) Prozess mit Var(e;) = 0% < oo und Z; ~ N(0,1). Dann ist E[e}] < oo genau
dann, wenn 3a3 + 2010y + 57 < 1. Die Kurtosis Kurt(e;) ist dann gegeben durch

Ele;]

Kurtle] = —1 — 34 ag
urtle;] = = )
' (E[e2)? 1 — (7 — 2101 — 3af

(12.23)
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BEWEIS:
Folgt nach einigen Rechnungen aus E[e}] = 3E[(w + aye2 | + 102 ,)?] und der Stationaritt
von &;. O

Die Funktion (12.23) ist in Abbildung 12.6 dargestellt. Fiir alle Werte a; > 0 ist
Kurt[e;] > 3, d.h., die Verteilung von ¢; ist leptokurtisch. Nur im Grenzfall a; = 0 ist
die Kurtosis 3, da die bedingte Heteroskedastizitit verschwindet und ein Gaufisches weifles
Rauschen entsteht. Man beachte, dass die Kurtosis fiir gegebenes a; nur langsam in 3; steigt.
Andererseits steigt sie sehr viel schneller fiir gegebenes 3, in ay.

Kurtosis eines GARCH(1,1) Prozesses

(0.00,0.30,3. .30,0.00,3.000)

1444044
A AXAN

0.22
0.22
0.1t
0.15

(0.00,0.00,3.000)

Abbildung 12.6.: Kurtosis eines GARCH(1,1) Prozesses nach (12.23). Die linke Achse zeigt
den Parameter (31, die rechte a;. @ SFMkurgarch.xpl

BEMERKUNG 12.2 Von (1990) wurde gezeigt, dass der starke GARCH(1,1) Pro-
zess Xy streng stationdr ist, wenn Ellog(cayZ? + (1)) < 0. Ist 2.B. Z; ~ N(0,1), dann ist die
Bedingung fiir starke Stationaritit schwdcher als die Bedingung fiir Kovarianzstationaritdt,
o1+ ﬁl < 1.

In der praktischen Anwendung hat sich hidufig herausgestellt, dass Modelle kleiner Ord-
nung die Daten ausreichend beschrieben haben. In den meisten Fallen wurden GARCH(1,1)
Modelle angepasst.

Ein wesentlicher Nachteil der Standard ARCH und GARCH Modelle ist, dass sie eine
Asymmetrie der Volatilitét beziiglich des Vorzeichens vergangener Schocks nicht abzubilden
vermogen. Das folgt einfach daraus, dass in (12.17) und (12.20) die verzogerten Schocks
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nur in quadratischer Form eingehen, sie haben also einen Grofieneffekt, aber keinen Vorzei-
cheneffekt. Schlechte Nachrichten (ausgedriickt durch negative Vorzeichen) haben denselben
Einfluss auf die Volatilitdt wie gute Nachrichten (positive Vorzeichen), vorausgesetzt der
Betrag ist derselbe. Man hat jedoch empirisch haufig beobachtet, dass schlechte Nachrichten
einen grofleren Effekt auf die Volatilitdt haben als gute Nachrichten. In Kapitel 12.2 und
13.1 wollen wir auf Erweiterungen der Standardmodelle eingehen, die dieser Beobachtung
Rechnung tragen.

12.1.6. Schéatzung von GARCH(p, ¢) Modellen

Aufgrund der ARMA-Darstellung von GARCH-Prozessen (siehe Satz 12.9) kommen zunéchst
wieder Yule-Walker Schétzer 6 in Betracht. Diese Schétzer sind, wie man zeigen kann, konsi-

stent und asymptotisch normalverteilt, v/7(6 — 6) LN (0,%). Jedoch sind sie im Falle von
GARCH Modellen asymptotisch nicht effizient in dem Sinne, dass die Matrix S J gt
positiv definit ist, wobei J1IJ~1 die asymptotische Kovarianzmatrix der QML-Schitzer
ist, siehe (12.26). Uber die Effizienz der Yule-Walker und QML-Schétzer in endlichen Stich-
proben gibt es in der Literatur einige Untersuchungen, siehe Abschnitt 12.3. Man wird aus
Effizienzgriinden in den meisten Féllen Maximum Likelihood-Methoden wéhlen.

Die Likelihoodfunktion fiir das allgemeine GARCH(p, ¢) Modell aus (12.20) ist identisch
mit (12.18) mit dem erweiterten Parametervektor 0 = (w,aq,...,aq, B1,...,3,)". Abbil-
dung 12.7 zeigt die Likelihood eines generierten GARCH(1,1) Prozesses mit w = 0.1, o = 0.1,
£ = 0.8 und n = 500. Der Parameter w wurde dabei so gewéhlt, dass die unbedingte Varianz
stets gleich ist, d.h. also bei einer Varianz von ¢%, w = (1 — a — 8)o?. Wie man sieht ist
die Funktion recht flach in der Ndhe des Optimums, so dass die Schétzung relativ unprézi-
se sein wird, d.h., mit einer groflien Varianz. Zusétzlich haben wir in Abbildung 12.8 den
Contourplot der Likelihoodfunktion dargestellt.

Die ersten partiellen Ableitungen von (12.18) sind

8[,5 1 80}2 €t2
ol _ 1 0doy (& 12.24
00 202 90 \o? ( )
mit »
2
a;‘f =9 + aat_j
06 — 00
7j=1
und ¥y = (1,67 y,... 6} ,,07,... 07 ,)". Die Bedingungen erster Ordnung sind

D i—gi1 0l:/00 = 0. Die Matrix der zweiten Ableitungen nimmt folgende Form an:

0%1,(0) 1 0o do? 1 9%*02(0)

90007 — 20F 90 90T 207 00967
20000t | 2 F(0)

ol 00 00T 20} 9000T

(12.25)

Unter den Bedingungen

1. E[Z; | Fio1) =0 und E[Z? | F; 4] =1,
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Likelihoodfunktion eines GARCH(1,1) Prozesses

(0.02,0.50,-194.3)

Abbildung 12.7.: Likelihoodfunktion eines generierten GARCH(1,1) Prozesses mit n = 500.
Die linke Achse zeigt den Parameter 3, die rechte a. Die wahren Parameter
sind @ = 0.1 und = 0.8. @ SFMlikgarch.xpl

2. strenge Stationaritdt von &,

und einigen technischen Bedingungen sind die ML-Schétzer konsistent. Gilt zusétzlich
E[Z} | Fi_1] < oo, dann ist § asymptotisch normalverteilt:

V(0 = 0) = Npioia (0,077 (12.26)
mit
_ o (2(9) 91(0)
N 06 99T
und

B 821,(0)
J=-F (8989T> '

SATZ 12.12 (Aquivalenz von I und J) Sei Z, ~ N(0,1). Dann gilt I = J.

BEWEIS:
Nach Erwartungswertbildung von (12.25) erhélt man
P [PU0] 1 00tont
00007 20} 06 00T
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Contour Plot der Likelihood
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Abbildung 12.8.: Contour Plot der Likelihoodfunktion eines generierten GARCH(1,1) Pro-
zesses mit n = 500. Die senkrechte Achse zeigt den Parameter 3, die
horizontale «. Die wahren Parameter sind @« = 0.1 und § = 0.8.
Q SFMlikgarch.xpl

Fiir I ergibt sich

ol(0) ol (0 1 0?2 do?
E{ 5(«9) atQ(T)] = E[Fa—éﬁ;(zf—zzfﬂ)} (12.27)
t
1 do? do?
_E {4_%87} (Kurt(Z, | For) —1). (12.28)
t

Aus der Annahme Z; ~ N(0, 1) folgt Kurt(Z; | F:—1) = 3 und damit die Behauptung. O

Hat man die Verteilung von Z; richtig spezifiziert, so ist I = J und die asymptotische
Varianz vereinfacht sich zu J—!, d.h., der Inversen der Fisherschen Informationsmatrix. Ist
sie es nicht, sondern z.B. leptokurtisch, so kann die Maximierung von (12.9) zwar noch kon-
sistente, aber nicht mehr effiziente Schéitzungen liefern. In diesem Fall wird die MLL Methode
als ‘Quasi Maximum Likelihood” (QML) Methode interpretiert.

Konsistente Schétzer fiir die Matrizen I und J erhélt man durch Ersetzen der Erwar-
tungswerte durch einfache Mittelwerte.

12.2. Erweiterungen der GARCH-Modelle

Standard GARCH Modelle unterstellen einen symmetrischen Effekt von positiven und nega-
tiven Fehlern auf die Volatilitat. Mit anderen Worten, gute und schlechte Nachrichten haben
in diesem Modell die gleiche Auswirkung auf die Volatilitdt. Man hat nun empirisch festge-
stellt, dass diese Annahme insbesondere bei Aktienrenditen héufig verletzt ist indem nach
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negativen Nachrichten die Volatilitdt stérker steigt als nach positiven. Dieser als Leverage
Effekt in die Literatur eingegangene Effekt geht zuriick auf ( ), der bemerkte, dass:

“a drop in the value of the firm will cause a negative return on its stock, and will
usually increase the leverage of the stock. [...] That rise in the debt-equity ratio
will surely mean a rise in the volatility of the stock”.

Negative Nachrichten implizieren also durch einen reduzierten Marktwert der Unternehmung
einen hoheren Verschuldungsgrad, der zu einer hoheren Volatilitéit fithrt. Dies ist eine sehr
einfache, aber plausible Erklarung fiir den Leverage Effekt, allerdings sollte das Risiko bzw.
die Volatilitéat erst bei groflen Verdnderungen des Marktwertes reagieren. Man stellt jedoch
empirisch meistens schon bei kleinen Verdnderungen eine Erhéhung der Volatilitét fest. Wei-
terhin sagt Black nichts iiber die Auswirkung positiver Renditen auf die Volatilitdat, die
empirisch eine weniger starke Erhchung, aber eben doch eine Erhohung der Volatilitit zur
Folge haben. Auf jeden Fall besteht aus empirischer Sicht kein Zweifel daran, dass Vola-
tilitdt asymmetrisch auf das Vorzeichen von Schocks reagiert und man daher im Rahmen
von ARCH-Modellen nach Erweiterungen der Standardmodelle suchen muss. In der Tat sind
in den letzten Jahren eine Reihe von parametrischen Erweiterungen der Standardmodelle
vorgeschlagen worden, von denen wir hier zwei der wichtigsten herausstellen wollen: das

exponential GARCH (EGARCH) und das threshold GARCH (TGARCH) Modell.

12.2.1. Exponential GARCH

Bezeichne Z; weiterhin eine Folge von w.i.v. auf Erwartungswert 0 und Varianz 1 standar-
disierten Zufallsvariablen. Das allgemeine exponentielle GARCH (EGARCH) Modell von
( ) ist gegeben durch

logo} =wi+ Y Brg(Zis), (12.29)
k=1

wobei wy, () deterministische Koeffizienten sind und
9(Z) = 0Z, ++(|1Z| — E|Zy). (12.30)

Es ist einfach zu sehen, dass E [g(Z;)] = 0.
Das EGARCH Modell in (12.29) zeigt einige Unterschiede zum Standard GARCH Modell:

o Volatilitdt, gemessen durch die bedingte Varianz o2, ist eine explizite multiplikative
Funktion verzogerter Innovationen. Bei Standard GARCH Modellen ist andererseits die
Volatilitit eine additive Funktion in den verzogerten Fehlern ¢;, was eine komplizierte
funktionale Abhéngigkeit von den Innovationen bewirkt, siche schon fiir den einfachen
ARCH(1) Fall die Représentation in Satz 12.4.

e Volatilitdt kann asymmetrisch auf gute und schlechte Nachrichten reagieren.

e Fiir allgemeine Verteilungen von Z; fallen die Parameterrestriktionen fiir strenge und
Kovarianzstationaritit zusammen.
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e Die Parameter in (12.29) and (12.30) sind nicht auf positive Werte restringiert.

Die Funktion ¢(-) in (12.30) ist stiickweise linear. Sie enthélt zwei Parameter die den
‘GroBeneffekt” und ‘Vorzeicheneffekt” von Schocks auf Volatilitdt bestimmen. Der erstere ist
der typische ARCH Effekt, der zweite der Asymmetrieeffekt, z.B. der Leverage Effekt. Der
Term (| Z;| — E|Z;|) bestimmt den Grofieneffekt, der Term 6Z; hingegen den Vorzeichenef-
fekt. Der Parameter v ist somit typischerweise positiv, # negativ.

Zur Schétzung von EGARCH Modellen wird anstelle der allgemeinen MA (co)-Darstellung
(12.29) ein ARMA(p, ¢) Modell angenommen, d.h.

A(L)logo; = w +W(L)g(Z,), (12.31)

mit Lag-Polynomen A(L) und W(L) der Ordnung p beziehungsweise g.

Ein allgemeiner Vorteil von EGARCH Modellen ist, dass keine Parameterrestriktionen
existieren und somit mogliche Instabilititen von Optimierungsroutinen vermieden werden.
Auf der anderen Seite sind die theoretischen Eigenschaften von QML Schétzern von
EGARCH Modellen weitgehend ungeklért.

Sel wy =w =0 und Y ,2, A7 < co. Dann ist o7 streng stationér und ergodisch (

( ), Theorem 2.1). Weiterhin existiert unter diesen Bedingungen die unbedingte Varianz
falls Z, eine generalisierte Fehlerverteilung (GED) hat mit Parameter ( > 1, der die Dicke
der Flanken bestimmt, besitzt. ( ( , Theorem 2.2); Die GED ist leptokurtisch,
falls ¢ < 2). Die Normalverteilung ist ein Spezialfall der GED (¢ = 2). Nelson gibt ferner
recht komplizierte Formeln fiir die unbedingten Momente an. Ein Problem ist, dass unter
anderen leptokurtischen Verteilungen wie der Student-t die unbedingte Varianz nicht exi-
stiert. Der Grund ist das exponentielle Wachstum der bedingten Varianz mit der Grofle der
Schocks, was dazu fiihrt, dass die unbedingte Varianz explodiert wenn die Wahrscheinlich-
keit fiir extreme Schocks hinreichend grof} ist. Die Existenz der unbedingten Momente héngt
somit entscheidend von der Verteilung der Innovationen ab, was eine eher ungewiinschte
Eigenschaft der EGARCH Modelle ist. In empirischen Studien hat man zudem héufig fest-
gestellt, dass EGARCH den Effekt grofler Schocks auf die Volatilitdt tibergewichtet und
daher schlechtere Anpassungen resultieren als bei Standard GARCH Modellen, siehe z.B.
die empirische Studie von ( ).

12.2.2. Threshold ARCH Modelle
Die Idee von Threshold ARCH (TARCH) Modellen ist, den Triger der Verteilung der In-

novationen in disjunkte Intervalle zu unterteilen und eine stiickweise lineare Funktion fiir
die bedingte Standardabweichung ( ( )) beziehungsweise bedingte Varianz (

( )) anzupassen. Falls es nur zwei Intervalle gibt wird
die Trennung normalerweise bei Null sein, d.h., man unterscheidet den Einfluss positiver
und negativer Innovationen auf die Volatilitédt. In diesem Fall kann das TARCH Modell der
Ordnung ¢ geschrieben werden als

q q
o) =w+ Z el + Z a;ed (g < 0), (12.32)
=1 i=1
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mit der Indikatorfunktion /(-) und § = 1 wie bei ( ) oder 6 = 2 wie bei

(1993)

( ) erweiterten dieses Modell durch Hinzufiigen der
verzogerten bedingten Standardabweichung (beziehungsweise Varianz) als Regressor, was
als TGARCH Modell bezeichnet werden kann. Sie geben auch Bedingungen fiir die Kovari-
anzstationaritat.

Anstelle einer stiickweise linearen Funktion nehmen ( ) eine
Treppenfunktion (stiickweise konstant) als Modell fir die Volatilitdt. Sei A;,j = 1,...,J
eine Partition des Trégers der Verteilung der Innovationen. Dann ist das qualitative threshold

ARCH Modell (QTARCH) der Ordnung 1 gegeben durch:

J J
Yy = ijf(yt,1 S Aj) + Z 8]’[<yt,1 € Aj)Zt, (1233)
j=1

j=1

wobei m; und s; Skalare sind. In (12.33) sind bedingter Erwartungswert und bedingte Stan-
dardabweichung als Treppenfunktion modelliert. Man bemerke, dass (12.33) eine homogene
Markoft-Kette der Ordnung Eins ist. Modelle hoherer Ordnung lassen sich einfach herleiten.

( ) geben eine ausfiihrliche Diskussion der statistischen Eigen-
schaften von (12.33) und zeigen die Konsistenz und asymptotische Normalverteilung von
QML Schéatzern.

Die Threshold Modelle sind gekennzeichnet durch einen abrupten Ubergang zwischen
zwei Regimes, falls die treibende Innovation einen Schwellenwert iiberschreitet. Zieht man
bei der Modellierung einen glatteren Ubergang vor, so kann man die Indikatorfunktion in
(12.32) durch eine beliebige stetige Funktion ersetzen, die fiir kleine Werte von &;,_; gegen
Null geht und fiir grole Werte gegen Eins. Eine hiufige Wahl ist z.B. die logistische Funktion.
Das Modell ist also

q q
o) = wH Z el + Z a; el . F(ei) (12.34)
i=1 i=1
1
7 _ 12.35
’Y(u) 1 4 exp(—*yu) ) ( )

mit dem zu schétzenden Parameter v > 0. Die Indikatorfunktion ist ein Grenzfall der logi-
stischen Funktion fiir vy — oo.

SchlieBlich sei auf eine weitere Modellklasse verwiesen, die recht allgemein ist und eben-
falls Asymmetrie erzeugen kann: das asymmetrische Power ARCH (APARCH) Modell von

(1993),
q p
O'f =w+ Z ai(|5t—i| — ’71'515_@‘)6 + Zﬁjaf_j, (1236)
i=1 j=1

wobei & > 0 ein zu schétzender Parameter ist. Ein Nachteil ist allerdings, dass das EGARCH

Modell nicht eingeschlossen ist, so dass ein direkter Test zwischen GARCH und EGARCH

nicht moglich ist. Ein sehr allgemeines ARCH Modell, das augmented GARCH Modell von
( ), umfasst auch das EGARCH Modell.
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12.2.3. Risiko und Rendite

In der Finanztheorie spielt die Beziehung zwischen Risiko und Rendite eine grofie Rolle.
Viele theoretische Modelle wie z.B. das CAPM implizieren eine lineare Beziehung zwischen
der erwarteten Rendite des Marktportefeuilles und der Varianz. Ist das Risiko (die Varianz)
nicht {iber die Zeit konstant, so sagt die Theorie, dass der bedingte Erwartungswert der
Marktrendite eine lineare Funktion der bedingten Varianz ist. Die Idee von
( ) war folglich, die bedingte Varianz mit GARCH zu schétzen und sie in den

bedingten Erwartungswert einzubeziehen. Dies ist das sogenannte ARCH in mean (ARCH-
M) Modell.

Sei y; ein kovarianzstationdrer Renditeprozess eines breiten Marktindex und o7 seine
bedingte Varianz, spezifiziert als ein ARCH(1) Modell. Das ARCH-M Modell ist

v = v+Ag(ol) +e (12.37)
2

o, = w-+ 045?,1,

wobei g(+) eine bekannte parametrische Funktion ist. Das CAPM impliziert g(z) = x, in den
meisten empirischen Anwendungen wurde jedoch die Wurzel oder der Logarithmus vorgezo-
gen. Der Ausdruck Ag(c?) kann als Risikopriimie interpretiert werden.

12.2.4. Schiatzergebnisse fiir DAX-Renditen

Wir haben die verschiedenen besprochenen ARCH-Modelle auf die Renditen des Deutschen
Aktien Index (DAX) angewendet. Genauer haben wir nicht den borslich notierten DAX ver-
wendet, sondern den DAFOX der Karlsruher Kapitalmarktdatenbank, der zu Forschungs-
zwecken erstellt wird und z.B. auszahlungs- und nominalwertbereinigt ist. Wir betrachten
tégliche Renditen von 1974 bis 1996 (5748 Beobachtungen).

Die Renditen weisen eine deutliche Autokorrelation erster Ordnung auf. Es gibt meh-
rere Moglichkeiten, diese Autokorrelation zu modellieren. Die beiden wichtigsten Modelle,
die wir hier betrachten, sind autoregressive Modelle und ARCH-M Modelle. Letztere sind
okonomisch leicht interpretierbar, d.h., eine zeitverdnderliche Risikopridmie impliziert eine
Autokorrelation der Renditen. Diese 6konomische Motivation fehlt bei den autoregressiven
Modellen: Der AR-Term ldsst sich nicht als Risikoprédmie interpretieren, da er negativ wer-
den kann, was unter der iiblichen Annahme einer Risikoaversion der Marktteilnehmer nicht
vorkommen kann. Jedoch bieten autoregressive Modelle hiaufig eine bessere Anpassung an
die Daten als ARCH-M Modelle. Das Grundmodell ist also

Y = Ut + 0Ly

mit gy = v+ ¢y—1 (AR(1)) beziehungsweise u; = v + Aoy (ARCH-M), und 0, GARCH,
TGARCH oder EGARCH.

Die Schéatzergebnisse sind in Tabelle 12.3 zusammengestellt. Sie lassen sich wie folgt
zusammenfassen:

e Der Parameter v ist bei allen AR-Modellen signifikant positiv, was den langfristigen
Aufwirtstrend der Aktienkurse widerspiegelt. Bei den ARCH-M Modellen ist das Vor-
zeichen des Trends nicht allein durch v, sondern auch durch A\ gegeben. Der Effekt

191



eines negativen v kann durch ein positives A iiberkompensiert werden, wie hier der Fall
bei dem GARCH-M und dem EGARCH-M Modell.

e Die ARCH-Effekte sind sehr deutlich, d.h., der Parameter o zum Beispiel im GARCH
Modell ist signifikant.

e Es besteht eine hohe Persistenz von Schocks in der Volatilitdt. Diese Persistenz wird
im GARCH Fall durch die Summe von a und § gemessen und ist jeweils nahe bei 1.

o Aufler fiir die EGARCH Sperzifikation der Volatilitdt beschreiben die AR(1) Modelle
besser die Daten als die ARCH-M Modelle.

e Esist ein Leverage Effekt vorhanden: Die entsprechenden Parameter in den TGARCH
und EGARCH Modellen haben das entsprechende Vorzeichen. Im TGARCH Fall ist
die t-Statistik fiir o~ 1.75, bzw. 1.77, im EGARCH Fall ist die t-Statistik fiir 6 -3.65
bzw. -1.97. Negative Schocks steigern die Volatilitdt mehr als positive Schocks.

e Unter den asymmetrischen Modellen ist das TGARCH Modell dem EGARCH Modell
vorzuziehen, da eine bessere Anpassung an die Daten vorliegt bei gleicher Parame-
teranzahl.

12.3. Literaturhinweise

Die empirischen Eigenschaften von Finanzmarktdaten, insbesondere die Leptokurtosis und
das Clustering von Volatilitdten, wurden bereits systematisch untersucht von
( ) und ( ). ARCH Modelle wurden von ( ) eingefiihrt und von

( ) als GARCH verallgemeinert. Fiir einen exzellenten Uberblick iiber ARCH
Modelle konsultiere man die Monographie von ( ). Eine extensive Diskussion
der Schétzung des Flanken-Exponenten und des Schétzers von ( ) ist zu finden in
der Monographie von ( ). Ein Effizienzvergleich des
Yule-Walker Schétzers mit ML Schéatzern von ARCH- und GARCH Modellen ist z.B. in der
Dissertation von ( ) gegeben. Die Theorie der QML-Schitzung wird in
( ) und ( ) entwickelt. ( ) wandte die
Theorie auf ARCH-Modelle, ( ) und ( ) auf GARCH
Modelle an. ( ) betrachten QML Schétzung fiir allgemein be-
dingt heteroskedastische Modelle. Die Idee der Smooth Transition Spezifikation stammt von

( ), der sie fiir AR Modelle verwendete. Auf GARCH Modelle wurden sie ange-

wendet von ( ). ( ) diskutieren verschiedene Verfahren
zum Testen auf Signifikanz des AR Parameters unter bedingter Heteroskedastizitéit. Weiter-
hin vergleichen sie die empirischen Ergebnisse von AR Modellen versus ARCH-M Modellen,
angewendet auf verschiedene deutsche Aktienkurse.
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AR-G AR-TG AR-EG GARCH-M TGARCH-M EGARCH-M

) 0.107 0.051 0.333
(2.14) (1.09) (3.31)

v 3.75E-04 3.03E-04 257E-04 -284E-04  4.71E-05 -0.002
(4.414)  (3.290)  (2.608) (-0.79) (0.14) (-2.72)

¢ 0.131 0.137 0.136
(6.808)  (8.079)  (5.940)

w  842B-07 822E-07 5259  8.81E-07 8.78E-07 -3.086
(5.312)  (5.444)  (-3.692) (5.28) (5.45) (-4.79)
a  0.079 0.045 0.076 0.049
(3.004)  (2.073) (2.74) (1.94)
a~ 0.058 0.044
(1.752) (1.77)
3 0914 0.918 0.490 0.917 0.919 0.711
(44.07)  (38.18)  (3.41) (41.43) (36.57) (10.87)
~ 0.431 0.388
(13.95) (11.25)
0 -0.171 -0.085
(-3.65) (-1.97)
logL.  20030.86 20049.18 19713.81  19996.19 20008.22 10827 41

Tabelle 12.3.:  Schdtzergebnisse verschiedener ARCH Modelle, angewendet auf DAFOX-
Renditen 1974-1996. In Klammern stehen die t-Statistiken basierend auf QML
asymptotischen Standardfehlern.
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13. Nichtparametrische Konzepte fiir
Finanzzeitreihen

Bei der Analyse von (Finanz-)Zeitreihen besteht eines der wichtigsten Ziele in der Erstellung
von Prognosen. Anhand von in der Vergangenheit beobachteten Daten mochte man daher
Aussagen iiber den zukiinftigen Mittelwert, die zukiinftige Volatilitit etc. gewinnen, d.h.
man mochte die unter der Vergangenheit bedingten Erwartungswerte und Varianzen des
zugrundeliegenden Prozesses schitzen. Ein Verfahren zur Bestimmung solcher Schétzwerte
werden wir in diesem Kapitel vorstellen.

Essei (V;), t=0,1,2,..., eine Zeitreihe. Wir betrachten ein nichtlineares autoregressives
heteroskedastisches Modell der Form
Yi=f(Yio1) +s(Yie1)&, t=1,2,... (13.1)

Dabei sind die Innovationen & u.i.v. Zufallsvariablen mit E[§,] = 0und E[¢?] =1, f : R — R
und s : R — (0, 00) sind unbekannte Funktionen, und Y ist unabhéngig von (&;). Unter
diesen Voraussetzungen gilt wegen Satz 3.1

EY; Y1 = 2] = f(z) + E[s(Yi1)& [ Vi1 = 2] = f(2) + s(2)E[&] = f(=),

wobei bei der vorletzten Gleichheit die Unabhéngigkeit von & und Y;_; verwendet wurde.
Eine #hnliche Rechnung ergibt s?(x) = Var[V;|Y;_; = z|. Die unbekannten Funktionen f
und s beschreiben also den bedingten Mittelwert und die bedingte Volatilitat des Prozesses,
die wir schétzen wollen.

Mit der speziellen Wahl f(z) = az und s = 0 > 0 ist der Prozess Y; ein AR(1)-Prozess.
Auch jeder starke ARCH(1)-Prozess (Y;) geniigt dem Modell (13.1). In diesem Fall ist f =0,
und es gilt s(xr) = Vw + az? mit den Parametern w > 0 und « > 0, vgl. Definition 12.1.
Beziiglich der an die Gestalt des bedingten Mittelwertes und der bedingten Varianz gestell-
ten Bedingungen stellt also das obige Modell eine weitreichende Verallgemeinerung zu den
(starken) ARCH-Modellen dar. Der Vorteil dieses nichtparametrischen Ansatzes besteht dar-
in, dass das Modell keine strukturellen Annahmen iiber die Funktionen f und s beinhaltet,
da sich solcherlei Annahmen durch beobachtete Daten oft nicht bestétigen lassen.

In einem engen Zusammenhang zu unserem Modell stehen die von

( ) untersuchten Qualitative Threshold ARCH-Modelle (QTARCH), die fiir den Fall
genau eines Lags (QTARCH(1)) ein Spezialfall von (13.1) ist, wo die unbekannten Funk-
tionen f: R — R und s : R — (0, 00) die Gestalt von Treppenfunktionen besitzen - s.
(12.33). Andererseits kann man (13.1) unter gewissen Regularititsforderungen an f und s
auch als Grenzmodell des QTARCH(1)-Modells fiir J — oo auffassen, indem man f und s
durch Elementarfunktionen approximiert.
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Die Arbeit von Gouriéroux und Monfort ist die erste, in welcher der bedingte Mittelwert
und die bedingte Varianz gemeinsam in einem nichtparametrischen Modell betrachtet wer-
den. Diese Idee wird mit dem hier vorgestellten Ansatz von ( )
aufgegriffen, der unabhéngig auch von ( ) betrachtet wor-
den ist. Im folgenden werden wir unter der Modellannahme (13.1) eine Klasse von Schéitzern
fiir die bedingte Volatilitdt v(z) = s*(z) und den bedingten Mittelwert f(z) der Zeitreihe
(Y;) konstruieren, die auf lokal polynomialer Regression basieren. Zusétzlich zur Modell-
annahme (13.1) werden dazu gewisse Regularitédtsforderungen, jedoch keine Strukturforde-
rungen, an f und s gestellt. Als Hauptergebnis dieses Kapitels werden wir beweisen, dass
diese gemeinsame Schitzung des bedingten Erwartungswertes und der bedingten Varianz
asymptotisch normalverteilt ist.

13.1. Nichtparametrische Regression

In diesem Abschnitt fithren wir einige grundlegende Begriffe und Ideen aus der Theorie der
nichtparametrischen Regression ein und erkldaren insbesondere die Methode der lokal po-
lynomialen Regression. Anschlieend erldautern wir, wie sich diese auf (Finanz-)Zeitreihen
iibertragen lédsst. Eine ausfiihrliche Darstellung findet sich in

(2001).

Bei der nichtparametrischen Regression interessiert man sich fiir den (funktionalen) Zu-
sammenhang zwischen einer erkldrenden Variable X und einer abhéngigen Variable Y, d.h.
man mochte Schiatzungen fiir die unbekannte Funktion m(x) = E[Y | X = z| erhalten. Dabei
werden — im Gegensatz zur parametrischen Statistik — keine speziellen Annahmen iiber die
Gestalt der Funktion m gemacht. Es werden lediglich gewisse Regularitits- bzw. Glattheits-
forderungen an m gestellt.

Ein Verfahren zur Schétzung von m ist die Methode der lokal polynomialen Regression
(LP-Methode). Die Idee beruht darauf, dass sich die Funktion m unter geeigneten Voraus-
setzungen lokal durch ihr Taylorpolynom approximieren lésst, d.h. in einer Umgebung eines
vorgegebenen Punktes zq gilt

P ® (g )
m(zr) ~ Z y(m — )" (13.2)

k!
k=0

Um eine Schéatzung fiir m im Punkt xy zu gewinnen, versucht man daher, auf der Basis von
Beobachtungen (X1,Y1),. .., (Xn,Y,) ein Polynom zu bestimmen, das m in einer Umgebung
von o moglichst gut approximiert. Als Maf fiir die Qualitdt der Approximation wahlt man
iiblicherweise den quadratischen Abstand an den Beobachtungspunkten, d.h. man méchte
den Ausdruck

n

> (- oA (13.3)

i=1

beziiglich § = (fo, ..., [,) minimieren. Da jedoch die Darstellung (13.2) nur lokal giiltig
ist, hat man noch zu beriicksichtigen, dass einige der beobachteten X; moglicherweise nicht
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nahe genug bei zy liegen und (13.2) deswegen auf diese nicht mehr zutrifft. Man muss also
die Beobachtungen geeignet lokalisieren, d.h. nur solche Beobachtungen beriicksichtigen, die
nahe genug bei x( liegen.

Ein in der nichtparametrischen Regression géngiges Verfahren zur Lokalisierung besteht
darin, die Daten mit Hilfe eines Kerns zu gewichten. Unter einem Kern versteht man eine
Funktion K : R — [0,00) mit [ K(u)du = 1. Die meisten gebrduchlichen Kerne sind
zusédtzlich symmetrisch und verschwinden auflerhalb eines um den Nullpunkt gelegenen In-
tervalles.

Ist K ein Kern und h > 0, so ist durch

1

Kn(u) = 2K (2)
der mit der Bandbreite h reskalierte Kern K} definiert, der sich wieder zu 1 integriert. Wenn
z.B. der Ausgangskern K auBerhalb des Intervalls [—1, 1] verschwindet, so ist K} auflerhalb
des Intervalls [—h, h] Null. Indem man in (13.3) die i-te Abweichung mit K, (z—X;) gewichtet,
gelangt man so zu einem Minimierungsproblem, das sich aufgrund der nun vorgenommenen
Lokalisierung unabhéngig vom Punkt zy formulieren lédsst. Der Koeffizientenvektor B =
B(z) = (Bo(x),...,B,(x)) des zum Punkt z zu bestimmenden Polynoms ist also gegeben
durch

B:argmﬂinz (K—Zﬂj(x—Xi)j>2Kh(:c‘—Xi). (13.4)

Es ist offensichtlich, dass B wesentlich von der Wahl des Kerns und der Bandbreite abhéngt.
Verschiedene Verfahren zur Bestimmung von K und & werden in ( ) vorge-
stellt.

Mit den Bezeichnungen

1 Xl—l’ (Xl—l')2 (Xl—.f(])p Y1
X = |: : : Y= |
1 X,—z (X,—2)? ... (X,—2)P Y,
Kp(z — X3) 0
W =
0 Kyl — X,,)

lésst sich die Losung B des gewichteten Kleinste-Quadrate-Problems (13.4) explizit schreiben
als

Az) = (XTWX) ' XTWY (13.5)

Die Schétzung m(z) fiir m(z) erhélt man nun, indem man das approximierende Polynom im
Punkt z auswertet:

(x) = fo(a). (13.6)
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Die restlichen Komponenten von 3(z) liefern wegen der Gleichungen (13.2) und (13.3)
Schitzer fiir die Ableitungen von m: m)(z) = j! ﬁj(:c),j =1,...,p, mit denen wir uns aber
hier nicht weiter beschéftigen. Im Spezialfall p = 0 ist 7 (x) ein gewthnlicher Kernschétzer
vom Nadaraya-Watson-Typ - s. ( ).

Die soeben hergeleitete Methode der lokal-polynomialen Approximation oder kurz LP-Methode
wollen wir nun auf eine Zeitreihe (Y;) anwenden. Wie zuvor schon erwihnt, interessiert man
sich hier vor allem fiir die Erstellung von Prognosen.

Fiir den einfachsten Fall einer Ein-Schritt-Prognose bedeutet dies, dass wir den funktio-
nalen Zusammenhang zwischen Y;_; und einer Funktion A(Y;) von Y; untersuchen wollen,
d.h. wir mochten eine Schitzung fiir die unbekannte Funktion

m(z) =E[XY;) | Vi = 2]

erhalten. Um die oben erklarte LP-Methode anwenden zu kénnen, fassen wir eine vorgege-
bene Stichprobe Yy, ... Y, als Beobachtungen der Form (Yp,Y:),...,(Y,_1,Y,) auf. Damit
diese Beobachtungen identisch verteilt sind und insbesondere die Funktion m unabhéngig
vom Zeitindex i ist, muss der Prozess (Y;) geeignete Bedingungen erfiillen. Dies ist z.B. stets
der Fall, wenn (Y;) stationér ist. Indem wir also in (13.4) X; = Y;_; setzen und Y; durch
A(Y;) ersetzen, erhalten wir in dieser Situation

. " i N 2
B=argmin}_ (AY) = D Bi(e — Yir)') Kilw = Vi), (13.7
i=1 =0
und die Schiitzung fiir m(z) ist wieder durch By(x) gegeben.

13.2. Konstruktion des Schatzers

Die im letzten Abschnitt vorgestellte LP-Methode werden wir nun unter der Annahme eines
nichtparametrischen, autoregressiven Modells gemafl (13.1) zur Schitzung der Volatilitats-
funktion s(x) des Prozesses (Y;) auf der Basis von Beobachtungen Yy, ..., Y, verwenden.

Die bedingte Volatilitdt s;(x) bzw. die bedingte Varianz v;(x) zum Zeitpunkt i sind
definiert durch

vi(z) = si(x) = B[V’ | iy = 2] = B’[Y; | Yiy = a]. (13.8)

Unter der Annahme des Modells (13.1) sind diese unabhéngig vom Zeitindex i. Eine Schéitzung
fiir v(z) = s*(z) durch die LP-Methode beruht jedoch darauf, dass die zweidimensionalen
Randverteilungen (Y;_1, Y;) unabhéngig von ¢ sind. Im folgenden werden wir sehen, dass sich
(Y;) einem stationdren Prozess annéhert, wodurch der folgende Ansatz gerechtfertigt ist:

In Anlehnung an die Darstellung (13.8) der bedingten Varianz v(z) suchen wir einen Schétzer
0, fur v der Gestalt

Un(@) = gul(z) = fi(2), (13.9)

d.h. wir suchen einen Schiitzer §, () fiir g(z) = f2(x) + s%(z) und einen Schiitzer f,(z) fiir

[ ().
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Um diese beiden Schétzer durch die LP-Methode zu definieren, haben wir nach den
Ausfiithrungen des letzten Abschnitts die beiden folgenden Minimierungsprobleme zu l6sen:

En(x) = arg min.cgp+1 Z?:l (Y;Q - CTUi”)ZK (YLh:x> ’

e (13.10)
cn(2) = argmingegeer Y i (Vi — 70 ) 2K (%) .

Hierbei ist K : R — R ein Kern und {h,} eine Folge positiver Zahlen (Bandbreiten) mit
lim,, oo by, = 0. Die in (13.10) auftretenden Vektoren Uy, sind definiert durch

Yii—x

zn:F in)s in
U (Win), u e

(13.11)

mit der durch

gegebenen RPF-wertigen Funktion F(u) = (Fy(u), ..., F,(u))’. Nach der LP-Methode haben
wir g, und f, zu definieren durch

gn(2) = E(x)"F(0) und  fo(x) = cu(z)TF(0),
was unserem obigen Ansatz entsprechend
Bn(2) = & (2) " F(0) — (co(2)TF(0))? (13.12)

zur Folge hat.

Dieser Schétzer ist eine unmittelbare Modifikation des durch lokalpolynomiale, nichtpa-
rametrische Regression erklérten Schétzers in ( ).

Zur Illustration des Schétzers betrachten wir zunéichst ein Beispiel. Abbildung 13.1 oben
zeigt den DEM/USD-Wechselkurs vom 1. Oktober 1992 bis zum 30. September 1993 in
20-Minuten-Intervallen. Es gibt n = 25144 Beobachtungen. Wir haben die Renditen dieser
Reihe berechnet (siehe Abbildung 13.1 unten) und den Schétzer (13.12) auf die Zeitreihe der
Renditen angewendet. Unter dem Modell der geometrischen Brownschen Bewegung fiir den
Kurs, das dem Black-Scholes Ansatz zugrundeliegt (s. Abschnitt 6.1), miissten die Renditen
eine gewohnliche Brownsche Bewegung sein. Thre Volatilitdt und damit auch v(z) wéren
somit konstant und unabhéngig von x. Die in Abbildung 13.2 gezeigte geschétzte bedingte
Varianzfunktion weist jedoch eine U-férmige Struktur auf, auch ”smiling face”-Struktur oder
Smile genannt. Die geschétzte Volatilitatsfunktion §(x) = \/0(z) sieht qualitativ analog aus.
Dies bedeutet, dass die erwarteten Risiken der Renditen deutlich héher sind, wenn am Vortag
extreme Werte registriert wurden.

Als Alternative zu Gleichung 13.9 ist es auch moglich, erst die Stichprobenresiduen

ZAZ:}/;_fTL(}/;—1>7 Z':]_,...,TL,

zu bestimmen. Sie approximieren die wahren Residuen Z; = Y; — f(Y;_1), die unter der
Annahme von Modell (13.1)

199



FX Rate DM/US$ (10/92-09/93)

1 1

17

16

15

T T T T T T

0 5000 10000 15000 20000 25000

14

FX Returns DM/USS$ (10/92-09/93)

.01 0.01

1

0 0

1

1

-0.01-0.01

T T T T T T

0 5000 10000 15000 20000 25000

Abbildung 13.1.: DEM /USD-Wechselkurs und dessen Renditen @ SFMdmusrate.xpl

erfiillen. Die Volatilitat lasst sich dann wie im vorherigen Abschnitt direkt durch die nicht-
parametrische Regression von Zf auf Y;_; schétzen. ( ) haben gezeigt, dass
diese Vorgehensweise bei heteroskedastischen Regressionsmodellen Vorteile hat. Im Zeitrei-
henfall erlaubt sie zumindestens, fiir das Schétzen von f(z) und v(z) = s*(z) unterschiedliche
Bandbreiten zu benutzen, ohne Gefahr zu laufen, dass der Varianzschéitzer negative Werte
annimmt. Dies kann sinnvoll sein, wenn zu erwarten ist, dass die lokalen Fluktuationen von
f und s von sehr unterschiedlichem Ausmaf sind.

13.3. Asymptotische Normalitat

Wir werden nun zeigen, dass der durch (13.12) definierte Schétzer v, (z) asymptotisch nor-
malverteilt ist. Dazu setzen wir einige technische Bedingungen an das Modell voraus. Diese
stellen u.a. die Ergodizitéit des Prozesses (Y;) sicher. Es gelte:

(A1) E[§f] =1, E[&] = E[¢}] =0, und
my = B[(& — 1)?] < .
(A2) & besitzt eine Wahrscheinlichkeitsdichte p, die
inf p(x) >0

e
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Abbildung 13.2.: Die geschétzte bedingte Varianzfunktion ¢(xz) der DEM/USD-Renditen
Q SFMdmusvol.xpl

fiir jede kompakte Teilmenge I C R erfiillt.
(A3) Es gebe Konstanten Cy, Cy > 0, so dass

fly)l < Ci(1+1yD), (13.13)
syl < Co(l+yl), yeR. (13.14)
(A4) Fiir die Funktion s gilt
inf s(y) > 0,
yeKK

fiir jede kompakte Teilmenge I C R.
(AB) C1+ CLE|&] < 1.

Durch (A2) und (A4) ist sichergestellt, dass der Prozess (Y;) nicht ausstirbt, wohingegen
(A3) und (A5) Bedingungen dafiir sind, dass (Y;) nicht explodiert. Diese einfach zu formu-
lierenden Bedingungen koénnen mit gréflerem technischen Aufwand wie in

( ) abgeschwécht werden. Insbesondere muss die lineare Wachs-
tumsbedingung (A3) im wesentlichen nur asymptotisch fiir |y| — oo erfiillt sein.

Das Modell (13.1) impliziert, dass (Y;) insbesondere eine Markoff-Kette ist. Aus dem
folgenden Lemma von ( ) folgt die Ergodizitat dieser Kette. Es basiert auf
Anwendungen der Resulate von ( ) und ( ).

LEMMA 13.1 Unter den Bedingungen (A1) - (A5) ist die Markoff-Kette (Y;) geometrisch
ergodisch, d.h. (Y;) ist ergodisch mit stationdrem Wahrscheinlichkeitsmafl m, und es gibt ein
p €10,1), so dass fiir fast alle y gilt

|P"(-y) — wllzv = O(p").
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Dabei bezeichnet
P*(Bly)=P(Y,€ B|Yy=vy), BeB,
die bedingte Verteilung von 'Y, gegeben Yy =y, und

k
| v |7y = sup {Z \v(B;)|; k €N, By,..., By € B paarweise disjunkt }

st die Totalvariation eines signierten Mafles v auf der Borelschen o-Algebra B iber R.

Zur Herleitung der asymptotischen Normalitét von 0, (z) in einem festen Punkt x € R
bendtigen wir weitere Bedingungen. Dabei setzen wir zur Notationsvereinfachung [ = p + 1.

(A6) Die Funktionen f und s sind im Punkt z (I — 1)-mal stetig differenzierbar, und es
existieren die einseitigen Ableitungen fi(x), s'.(z) I-ter Ordnung.

(A7) Die stationére Verteilung 7 besitzt eine beschrinkte, stetige Wahrscheinlichkeitsdichte
v, die in einer Umgebung von x strikt positiv ist.

(A8) Der Kern K : R — R™ ist beschrinkt mit kompaktem Tréger, und es gilt K > 0 auf
einer Menge positiven Lebesguemafes.

(A9) Die Bandbreiten h,, sind von der Form h,, = fn~"/@+1) wobei 8 > 0 ist.
(A10) Der Startwert Yj ist eine reelle Konstante.
GeméB Lemma 1 in ( ) folgt aus (A8), dass die Matrizen

A = K(u)du und

[ re
Q = /F VK2 (u) du

positiv definit sind. Wir setzen

Damit definieren wir die asymptotischen Fehler
!
1%/F(u) u' K (u) fO(z;u)du und

1% / F(u)u! K(u) g (z;u) du.

bf(.’ll’) = A"

by(z) = A~

Ferner seien

f(x) g(x)
F(@)hn ] ¢ (@)ha
c(zr) = : und ¢(z) = :
FOD (@) g () s

Die Aussage des folgenden Satzes ist das zentrale Resultat dieses Kapitels.
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SATZ 13.1 Unter den Voraussetzungen (A1) - (A10) gilt

(@n(x) — @) F0) 250, (ca(x) — e(x))" F(0) 250 (13.15)
und
l/21+D) Cn(x) —c(x) \ £ o) (s
( Cn(x) — c(x) ) N(b( )7Z< )) (13.16)

fiir n — oo, wobei

) () (Af0)+ P ame 27(0)
o= () w0 = 5 (M ) er

Hierbei bezeichnet D' @ D das Kronecker-Produkt von Matrizen D' und D.

BEWEIS:
Die Normalengleichungen fiir das erste Kleinste-Quadrate-Problem in (13.10) sind gegeben
durch

N7 Bye,(z) = n” o Z V72 Ui K (i) (13.17)
i=1

mit der Matrix

B,=n" T ZUmUT (win)-

Andererseits gilt nach Definition von B,
n2l+1B é(x)=n" 7T Z Ui UL &(2) K (i), (13.18)

woraus sich zusammen mit (13.17)

n

51 B, (6,(x) — &(x)) = n~ 7 > (2 - UL e@)) Ui K (uin) (13.19)

i=1
ergibt. Aus der Modellannahme (13.1) folgt
) 2
Y= (f(Y;fl) + S(Eﬂ)@;)

= 2(Yic1) +2f (Yie)s(Yic1) & + (& — 1) $*(Yie1) + 5% (Yie1) (13.20)
=g(Yia1) ta

mit

a; = 2f(Yie1) s(Yima) & + s*(Yima) (€ — 1).

203



Nach Definition von Uj, und &(x) gilt UL &(z) = Zé_:% %g(j) () (Yie1 — x)j. Durch Taylor-
entwicklung von g = f2 + s? erhalten wir daher unter Verwendung der Integraldarstellung
des Restgliedes

g(Yis) - Ul ela) = 0/(1_7—1;@ / g (w+t(Yia — ) (1= ) dt

= Tg(}/i_hl’).

(13.21)

Aus (13.19), (13.20) und (13.21) erhalten wir

n7 B, (cn(z) — &(z))

n

i=1 (13.22)

n

o T Y (2 (Yie) s(Yi)) & + (€ = )5 (Yier)) Ui K (i)

mit

re(Yic1, ) Uip K(uin) und  gu(x) = n" T Z a; Uy K (uin),

i=1

=
3
—~
)
SN—
|
3|
S
.
A
-
I M 3
NN

In analoger Weise erhélt man
na B, (cn(z) = c(2)) = bp(x) + gu() (13.23)
mit

bn(I) = n_mlﬁ er(Y;—lax) Um K(uzn) und Qn(x) = n—ﬁ Zﬁz Uzn K(uzn)7
=1 =1

wobei hier 3; = s(Y;_1)& gesetzt wurde.

In Anlehnung an die Darstellungen (13.22) und (13.23) verlduft die weitere Beweisfiihrung
zu Satz 13.1 nun in folgenden Schritten:

a) Zuerst zeigen wir, dass
B, X+ B firn — oo (13.24)

elementweise erfiillt ist. Dabei ist die Matrix B = §v(z) A positiv definit.
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b) Als néchstes beweisen wir die Beziehungen
b (1) 2 Bby(x) fiir n — oo (13.25)
und
bu(x) = Bbs(x) fiir n — oo. (13.26)
¢) Der gemeinsame Zufallsvektor (g,(z), qn(:zc))T ist asymptotisch normalverteilt:
N(0,X fiir n — oo 13.27
() = wos (13.27

mit der Kovarianzmatrix

o= Hpa) ()70 2 ) g

d) Es gilt
n VDT () F(0) 2,0 und (13.28)
n /DG () F(0) = 0 |

fiir n — oo.

Sind die Aussagen a) bis d) gezeigt, so ergibt sich daraus in folgender Weise die Aussage des
Satzes:
Aus b) und d) folgt

B, (eu(z) — &(x))" F(0) = n Y@V, (x) F(0) + 0~/ g, (2) F(0) 20

fir n — o00. Wegen a) und der Definitheit der Grenzmatrix impliziert dies
(Culz) — E(x))TF(O) 2. 0. Ebenso schlieft man, um (cnlz) — c(x))TF(O) 250 zu zei-
gen.

Die asymptotische Normalitét (13.16) ersieht man auf dhnliche Weise:
Wegen b) und c) gilt

v (07 ) = (el )+ (50 = (5 ) =)

woraus gemaf a) die Giiltigkeit von (13.16) folgt.

Es bleiben noch a) bis d) zu beweisen. Dazu benétigen wir einige Hilfsaussagen.

LEMMA 13.2 ( , )

Es sei (Y;) eine geometrisch ergodische Markoff-Kette, so dass Yy gemdff dem stationdren
Majf$ © der Kette verteilt ist. Dann ist die Kette geometrisch stark mischend, d.h. sie ist
stark mischend (a-mischend) mit Mischungskoeffizienten a(n), die a(n) < ¢y p§ fiir geeignete
0 < po <1 undcy>0 erfiillen.
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Es sei (Fy) die kanonische Filtration des Prozesses (Y%), d.h. Fr = o(Yk, Yi—1,...,Ys) be-
zeichnet die von Yy, ... , Yy erzeugte o-Algebra.

LEMMA 13.3 ( ( ), Corollary 6)
Fiir jedes n > 0 sei die Folge n™ = (nx, Fr) eine quadratisch integrierbare Martingaldifferenz,
d.h.

Enur | Feor] =0, EZ] <oo, 1<k<n, (13.29)

und es gelte

3

En?] =1, ¥Yn>ng>0. (13.30)
k=1

Dann sind die Bedingungen
S B | Fra) 21 fiirn— oo, (13.31)
Y oret E[nikf(‘ﬁnﬂ > ) ].7:;@_1} 250 firn — oo, fir jedese >0, (13.32)

hinreichend fiir die Verteilungskonvergenz

E(innk) — N(0,1) fiirn — co.

LEMMA 13.4 Es seien ¢, eine stetige, beschrinkte Funktion und ¢o eine beschrdnkte
Funktion. Unter den Bedingungen (A1) bis (A10) gilt fir jeden (13.1) erfillenden Prozess
Yi,i >0,

o Z(bl 1) 2 (i) K (uin) == fry(x) <b1(:c)/<z52(u)K(u) du (13.33)

n WZE 1(Yica) da(un) Klwin)] — $1(2) 1) [ 62000 K (w)

fiir n — oo.

BEWEIS:

Wir beweisen die Aussage zunéchst fiir den Fall, dass die Markoff-Kette bereits im Gleich-
gewicht startet, und fithren den allgemeinen Fall darauf zuriick.

Dazu sei (Y;*) eine Markoff-Kette, die (13.1) erfiillt und fiir die Y7 der in Lemma 13.1
eingefiithrten stationdren Verteilung 7 von (Y;) geniigt. Diese Kette ist per Konstruktion
stationér, und durch Anwenden von Lemma 13.2 erhalten wir, dass (Y;*) geometrisch stark
mischend ist. Daraus ergibt sich

A Z%(Yi*_l) Pa(us,) K (us,) — ”Q’HE[@( ") ¢o(ut,) K (uf,)] == 0 (13.34)
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fiir n — oo, wobei u}, = (Y;* —x)/h, gesetzt wurde. Fiir den zweiten Summanden in (13.34)

gilt Z
W B[ i) K3)) = o [oimen (S0) 5 (L) vy
= By(0) (@) / ba() K (u) du (1+0(1)  (13.35)

fiir n — oo. Zusammen mit (13.34) folgt hieraus, dass (Y;*) (13.33) erfiillt.
Setzen wir nun

G = 01(Yic1) d2(uin) K (uin), ¢ = 01(Y) pa(us,) K(ug,),

und wéihlen eine Folge {4, } mit ¢, = o(n%) und lim,,_, 6,, = co. Es folgt

n on—1 n
nTm Y O|EG - ¢ < n—%[zmm—m [@-—cﬂ} (13.36)
i=1 i=1 i=0n

IN

2071, || prp K |loo + 1T > IEG - ¢

=6,
n
21
— poa Z B[ —
i=0n,

Aus der geometrischen Ergodizitdt von (Y;) geméf Lemma 13.1 ergibt sich fiir den linken
Summanden des letzten Ausdrucks

n
21
n~ 21 E |E[Cz —
i=bn

+o(1) firn — oo.

= n QHI Z ‘E ¢1 ¢2 um) K(uzn)
—¢1( ze1) ¢2( m) K(U:n)” (13-37>
< noih Z 6162 K 1o / () — 1) dy

= (n 21+1Zp) o(1) fiirn — oo,

wobei ; die Dichte von Y;_; bezeichnet. Es gilt also
iy - 3 £l G -
i=1

Daher folgt mit Hilfe der Markoff-Ungleichung, dass sich (13.33) von (Y;*) auf (Y;) iibertrégt.
O

BEWEIS:
(zu Satz 13.1, Fortsetzung)
Es sind noch die Behauptungen a) bis d) zu beweisen.
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a) Nach Definition von B, gilt fiir die Elemente dieser Matrix

n k+j5—2
u +7

(Badie =" 3 iy — oy )

Diese besitzen demnach die in Lemma 13.4 geforderte Gestalt, und es folgt

N Bry(z) WFH2 K (w) du
(B ey = [ 7 K

was nach Definition der Matrix A gleichbedeutend mit B, —— (By(z)A = B ist. Die
Definitheit iibertragt sich von A auf B.

b) Mit f und s erfiillt auch g = f% + s* die Bedingung (A6). Fiir das Restglied aus der

208

Taylorentwicklung von g gilt

1 1
Tg(Y;—lafE) = uznhfq, (l 1)‘ /0 g(l) (x+t<YZ—1 - x))(]- - t)l_l dt

— b, n T (Vi)

mit
5l

m/0 g0 (z + t(Yiey — 2)) (1 — ) dt.

Hiermit lsst sich b,(z) umschreiben zu

¢3(Yio1) =

bu(z) =070 > dy(Yiot) uly, Ui K (),

d.h. die Elemente von b, () erfiillen die Voraussetzungen von Lemma 13.4.

Wir wihlen wieder (Y;*) wie im Beweis zu Lemma 13.4 und setzen Uj, = F(u},).

Aus (13.36) und (13.37) ergibt sich

by(z) — 7+ Zgbg (Y ) U K (ul,) 2= 0 (13.38)

ZTL

fiir n — oco. Da (Y;*) a-mischend ist, erhalten wir wie in (13.34)

poat z¢3 (Vi) (uh,)' U, K (3,) = nTT B 0a(V7) () U, K (3,)] 0
fiir n — oo. Der rechte Term dieses Ausdrucks lasst sich umschreiben zu
n B [60(V7) (u7,) U, K ()] = 5 / b(z + uhy) u'F () K (u)y(x + uhy,) du.

Ferner gilt
lim ¢s(x + uhy) = B gV (z;u)/1 (13.39)



fiir jedes u € R. Zusammen mit (13.39) und (A7), folgt daraus

tim 5 [ Gate -+ uha) ) K)o+ )

_ #( / Fu)u K(u) ¢ (z;v) dU> ()

— An(x) Bby(x) = Bby(a).
Hiermit ist (13.25) gezeigt. Der Beweis zu (13.26) verlduft analog.

¢) Wir definieren die Matrizen
Z:ll = n 2z+1 Z E ‘ Fi_ 1 Uin Ugl K2(Uin)7
%2 = na Z Elifi | Fi] Uin Uz, K (win),

22 = poan Y BB | Fit| U UL K (uin)

i=1
und konstruieren daraus die Blockmatrix

(3 3)
Die Elemente von X! ¥1? und %22 erfiillen die Voraussetzungen von Lemma 13.4.

Insbesondere sind die dort auftretenden zusammengesetzten Funktionen ¢;(Y;—;) in
diesem Fall gegeben durch

Elo} | Fia] = 4f(Yie1) $(Yie1) + 8" (Vi) ma,
Blaifi | Fioa] = 2f(Yi1)s*(Yia) baw.
BI37 | Fia] = s*(Yim),

wobei (A1) verwendet wurde. Man beachte, dass die entsprechenden Funktionen ¢,
wegen (A6) in einer Umgebung von x stetig und beschrénkt sind. Da K auferhalb
eines Kompaktums verschwindet, ist dies ausreichend fiir Lemma 13.4. Somit erhalten
wir

Y, =% und E[X,] — % (13.40)

fiir n — oo.

Zum Beweis von (13.27) geniigt es nach dem Satz von Cramér-Wold zu zeigen, dass

a’ ( 0n(7) ) £, N(0,a"Soa)  fiir n — oo (13.41)

209



210

fiir jeden Vektor a € R* mit euklidischer Norm ||al| = 1 erfiillt ist. Dazu wihlen wir
gemdB (13.40) ein ng € N, so dass E[X,] > 3%, fiir alle n > no gilt, und setzen fiir

n > ng
l
n_2T v Uy )
i = ———— G K (win).-
! a’E[X,]a ( Bi Un, (ttin)

und (13.41) ist dquivalent zu

Dann ist

3 -5 N(0,1) fiir n — oc. (13.42)
k=1

Wir zeigen nun, dass die (7,) die Voraussetzungen (13.29) bis (13.32) von Lemma 13.3
erfiillen, woraus (13.42) folgt.

Zunachst merken wir an, dass E[a; | Fi—1] = 0 f.s. und E[5; | Fi—1] = 0 f.s. gilt, wor-
aus (13.29) folgt. AuBerdem priift man leicht nach, dass

n T
S Bl _ @ Xna
k=1 E[nnk | fk_l] B GTE[En]a.

Daher ist (13.30) erfiillt, und aus (13.40) erhalten wir (13.31).
Es ist noch (13.32) nachzuweisen. Fiir n > ng ist

21 21
n~ 2+1 2n~ 2+1 a2
nik < aTE[Z ]a(aTan)Q < aTan (aTan)Q < Rn |an|27
n

mit einer geeigneten Konstanten x; > 0 und

| Uk
Pk = ( B Ukn ) K {thn)-

Da K beschrinkt ist und kompakten Tréger besitzt, und da f und s lokal beschrankt
sind, gibt es eine Konstante ko > 0, so dass
_ 2
Mow < Kan” 2 (o + B) [Ugn|* K (tkn)

o
< kom0 (1 + (6 |*) K (upa).

Hieraus folgt

Bl (11| = €) | Fii]
< kan T K (i) B[ (14 &) T(VTHIET 2 en?T 5! K12 |

= Kon T K (ugn)-o(1)



fiir n — oo, wobei o(1) von k unabhéngig ist. Somit erhalten wir
ZE M. 1(11k] = ) | Fiea] < of Zn BT K () fiirn — oo, (13.43)
k=1

Geméf Lemma 13.4 gilt fiir die letzte Summe
na Z K (ugn) == B7(x) / K(u)du fiir n — oo. (13.44)
Aus (13.43) und (13.44) folgt (13.32), d.h. die Voraussetzungen von Lemma 13.3 sind

in der Tat erfiillt, und damit ist auch (13.41) gezeigt.

Es ist

n N (@) F(0) = no2/@ Z@ T F(0) K (us)

n

n 20/ (241 Zﬁz win K (i) = n 2@ Z (8: — E[Bs | Fi1]) tin K ().

=1

Nach (A8) ist der Kern K beschrankt, und es gilt d* = max{|u| : u € supp K} < oc.
Daher gibt es eine Konstante kg > 0, so dass

n

B[/ 0g (@) FO)P] = 0755 B3 (5 = Bl i) win K ()]

i=1

< kon AT ZE[ BI8; | Fict])” (] < d*)]
Ist n hinreichend grof}, so gilt fiir die Summanden der letzten Summe

B[(6 - B0 1 A) 1wl < )] = B|2mgr (P = <o)

Y., —
=E [SQ(YZ-_l)I <M < d*)} < sup  s2(y) < oo.

h ly—al<hnd-
Damit ist n="/*D g7 (2) F(0) = 0 gezeigt. Ebenso beweist man

n” PG (@) F(0) = 0.

Als unmittelbare Konsequenz aus Satz 13.1 ergibt sich:
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SATZ 13.2 Unter den Bedingungen (A1) bis (A10) gilt

n!/PD (5, (z) — v(z)) £, N (by(z),02(x)) fiir n — oo,

)

wobei
b(x) = FT(0) (by(x) - 2 (2)by()) und
2 _ st(@)my
Aw) = S O DEO

15t.

BEWEIS:

Aus g(z) = &(z)T F(0), f(z) = c(x)T F(0), v(x) = g(z) — f3(z) und der Konstruktion von
v, erhalten wir

B(z) — v(z) = (@n(x) — &))" F(0)

Also gilt

mit der Transformationsmatrix

W= (Lo )

CemiB (13.15) gilt (ca(z) — c(x))” F(0) - 0 fiir n — oo, woraus zusammen mit (13.16)
n!/CH (e, () — e(z))T F(O))2 —5 0 folgt. Die Grenzverteilung von n%/ @+ (3, (z) — v(z))
ist also allein durch den ersten Summanden auf der rechten Seite von (13.45) gegeben. Fiir
diese erhalten wir unter Beachtung von (13.16)

b/ @1+1) (0 (2) — v(x)) £, N((2)b(z), U(z)S(z)¥(z)")

fiir n — oo. Eine einfache Rechnung ergibt ¥(x)b(z) = b,(x) sowie ¥(z)X(z)¥(x)" = o%(x),

v

womit die Behauptung gezeigt ist. a

Uber die in Satz 13.2 gezeigte asymptotische Normalitit hinaus haben
( ) gezeigt, dass auch Bootstrap-Verfahren fiir nichtparametrische Vola-
tilitdtsschéitzer anwendbar sind. Dabei betrachten sie gewthnliche Kernschétzer, d.h. den
Spezialfall p = 0 der LP-Schéitzer in (13.4), aber die Resultate lassen sich direkt auch auf
allgemeine LP-Schétzer iibertragen - siehe auch ( ).
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Betrachten wir zur Illustration den Fall [ = 2. Wir setzen voraus, dass f und s zweimal
stetig differenzierbar sind, und dass der Kern K den Bedingungen

/K(u) du =1 und K(u) = K(—u)

geniigt. Dann gilt

o) = AL () (PSR,

2 0
by(a) = A0 92”(1‘) ( ag( ) _ ( U%(529(;/($)/2 ) |
[ K?(u) du 0
D = ( 0 éfuzl@(u)du)’
und daher
(@) = 28 () + #@) = 20@) @) = ZE (o) + 2(£ @))
und

2 _ 34(5E)m4 2 _ 02(x)m4 2
i) = 5 / ) du = S / K2(u) du.

Insbesondere ergibt sich fiir den aus der asymptotischen Verteilung berechneten norma-
lisierten quadratischen Fehler von v,,:

E[n2l/2l+1 (0n(z) — U(:L‘))ﬁ ~ b2(1) + o(x)

- 7”;(;“();;4 / K2(u) du + ”%F (v/(@) +2(7'(2))?)

Minimierung dieses Ausdruckes beziiglich K und § fithrt zu dem Epanechnikov-Kern

K(u) = K*(u) :%(1—U2)+

und zu dem folgenden Wert fiir (:

Damit erhalten wir

1/5
* * 125 Uz('r> my
— B(K*) = '
o) (M(x) (v"(2) + Q(f'(x))2)2>
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13.4. Literaturhinweise

Das Modell (13.1) wurde im Zusammenhang mit Finanzzeitreihen ausgiebig studiert, insbe-
sondere unter Annahme der ARCH-Struktur ( , ). Bis zu jener Zeit war die wissen-
schaftliche Stofirichtung jedoch iiberwiegend dem (linearen) bedingten Mittelwert gewidmet,
oder es wurde angenommen, dass die bedingte Varianz fest ist oder eine — wie z.B. in den
ARCH-Modellen — spezielle Form hat. Zu Beginn der achtziger Jahre wurde dieser Nachteil
in der Finanzliteratur von ( ) und ( ; ) und in der Statistiklite-
ratur von ( ) und ( ) aufgezeigt. Es wurden jedoch auch nichtparame-
trische und semiparametrische Approximationen vorgeschlagen ( , ;

, ). Seitdem ist das Interesse fiir die hier betrachtete nichtparametrische
Situation, in der die Gestalt der Funktionen f und s nicht vordefiniert ist, in der Wirtschafts-
und Statistikliteratur deutlich gewachsen.

Die QTARCH-Modelle (12.33) von ( ) bilden eine Verallge-
meinerung der Schwellenmodelle (Threshold Models) fiir den bedingten Mittelwert von
( ). Die Methode von ( ) und der Artikel von
( ) basieren auf Histogramm-Schéitzungen der Volatilitdt. Die Arbeiten von
( ; ) konzentrieren sich auf additive Modellierung fiir die Mittel-
wertfunktion f. Additive oder multiplikative Strukturen der Volatilitdt werden in
( ), ( ) und ( ) betrach-
tet. Das allgemeine nichtparametrische ARCH-Modell wird von
( ) behandelt. In ( ) wird der Zusammenhang zwischen dem nichtparametri-

schen AR-ARCH-Modell und der zeitdiskreten Version der dem Black-Scholes Ansatzes zu-
grundeliegenden geometrischen Brownschen Bewegung diskutiert.

( ) untersuchen im Zusammenhang mit einem speziellen stochastischen Volatilitatsmo-
dell nichtparametrische Dekonvolutionsschtzer fiir die Volatilitdtsfunktion als ersten Schritt
in Richtung auf die nichtparametrische Behandlung allgemeiner GARCH-Modelle.

Die Idee der lokal polynomialen Schétzung stammt von ( ) ( )
und ( ; ), die diese bei nichtparametrischen Regressionsmodellen ange-
wendet haben. Statistische Eigenschaften von LP-Schitzungen bei nichtparametrischen Re-
gressionsmodellen (Konvergenz, Konvergenzrate und punktweise asymptotische Normalitit)
wurden von ( ) hergeleitet. Referenzen neuerer Werke auf diesem Gebiet findet
man in ( ).

Neben den statistischen Studien des Modells (13.1) sind auch die verwendeten wahr-
scheinlichkeitstheoretischen Eigenschaften des dort konstruierten Prozesses (Y;) von Bedeu-
tung. Diese werden in den Werken von ( ), ( ),

( ), ( ) und ( ) untersucht. In diesen
Artikeln werden die Ergodizitéit, geometrische Ergodizitat und Mischungseigenschaften des
Prozesses (Y;) hergeleitet.
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14. Optionsbewertung mit flexiblen
Volatilitatsschatzern

Seit ihrer Einfithrung durch Engle und Bollerslev werden Modelle mit autoregressiver, be-
dingter Heteroskedastizitit (autoregressive conditional heteroskedasticity models oder ARCH)
erfolgreich auf Finanzmarktdaten angewandt. Daher liegt es nahe, Optionspreismodelle zu
betrachten, bei denen die zugrundeliegenden Instrumente einem ARCH-Prozess folgen. Aus
empirischer Sicht hat sich herausgestellt, dass die Form der News impact Kurve, die als
Funktion der heutigen Volatilitdt in Abhéngigkeit gestriger Renditen definiert ist, der do-
minante Faktor bei der Preisbestimmung ist. So ist es zum Beispiel wichtig zu wissen, ob
die News impact Kurve symmetrisch oder asymmetrisch ist. Um Fehlbewertungen durch
diese Asymmetrien auszuschlieBen, werden flexible Volatilitdtsmodelle benétigt. So konnen
EGARCH-Modelle (s. Abschnitt 12.2) herangezogen werden, wenn Aktienpreise und Vola-
tilitdt korreliert sind. Jedoch leidet dieses Modell an der Schwiche, dass das Problem der
Stationaritatsbedingungen und der Asymptotik der Quasi-Maximum-Likelihood-Schétzung
(QMLE) noch nicht vollsténdig gelost sind. Ein anderer Ansatz ist es, wie in den Thres-
hold GARCH-Modellen Schwellen in die News impact Kurve einzufithren und so Raum fiir
Asymmetrie zu schaffen.

In diesem Abschnitt mochten wir uns auf die Spezifikation der Volatilitat konzentrie-
ren. Wir betrachten TGARCH-Prozesse und liefern umfangreiche Monte-Carlo-Simulationen
fiir drei typische Parameterkonstellationen. Speziell vergleichen wir simulierte GARCH-
Optionspreise mit Optionspreisen auf der Grundlage von TGARCH- und Black-Scholes-
Modellen. Im empirischen Teil des Kapitels zeigen wir, dass Marktpreise von Call-Optionen
in der Tat die Asymmetrie widerspiegeln, die in der News impact Kurve von DAX-Zeitreihen
festgestellt wurde.

14.1. Optionsbewertung mit ARCH-Modellen

Wir betrachten eine Okonomie in diskreter Zeit, in der Zinssitze und Ertrége nach jedem
Zeitintervall von konstanter, dquidistanter Lange ausgezahlt werden. Sei S;,t = 0,1,2, ...
der Preis der Aktie zum Zeitpunkt ¢ und Y; = (S; — S;_1)/S;-1 die zugehorige einperiodi-
ge Rendite ohne Dividendenzahlung. Man nehme an, es gebe einen Preis fiir das Risiko,
gemessen in Form einer Risikopramie, die auf den risikolosen Zins r addiert wird, um die
erwartete Rendite der Folgeperiode zu erhalten. Es scheint verniinftig, die Risikopramie in
Abhéngigkeit von der bedingten Varianz zu modellieren. Wir legen das ARCH-M-Modell (s.
Abschnitt 12.2.3) mit einer Risikoprédmie zugrunde, die eine lineare Funktion der bedingten
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Standardabweichung ist:

Yt = T+/\Ut+€t (141)
Ly | Fio1) = N(0,07) (14.2)
ol = w+ag; + B0t . (14.3)

In (14.3) sind w, o und 3 konstante Parameter, die den Stationaritits- und Positivitéts-
bedingungen geniigen. Der konstante Parameter A kann als der Preis einer Einheit Risiko
aufgefafit werden. F; bezeichnet wie iiblich die Menge der bis einschliefSlich zum Zeitpunkt
t zur Verfiigung stehenden Information. Um die Notation zu erleichtern beschrinken wir
unsere Diskussion auf den GARCH(1,1)-Fall.

Das obige Modell wird unter dem empirischen Mafl P geschétzt. Um dhnlich wie bei Black
und Scholes in kontinuierlicher Zeit (s. Abschnitt 6.1) eine Bewertung mit dem Prinzip der
Arbitragefreiheit vorzunehmen, miissen Annahmen iiber die Bewertung des Risikos getrof-
fen werden. Viele Arbeiten untersuchen Optionspreise bei stochastischer Volatilitdt unter
der Annahme, dass die Volatilitat ein systematisches Risiko von Null besitzt, d.h. dass die
Risikoprémie fiir die Volatilitat Null ist. ( ) identifiziert ein zu P dquivalentes Mar-
tingalmafl (), indem er annimmt, dass die bedingte Verteilung der Renditen normalverteilt
ist und auflerdem gilt

Var” (Y, | Fiy) = Var®(Y; | Fio1) (14.4)

P-fast sicher. Er zeigt unter dieser Annahme, dass ein représentativer Agent mit z.B. kon-
stanter relativer Risikoaversion bei normalverteilten relativen Anderungen des aggregierten
Konsums seinen Erwartungsnutzen maximiert. Die Annahme (14.4) beinhaltet eine konstan-
te Risikopramie fiir die Volatilitéit, die direkt in deren Mittelwert eingeht.

Um ein Martingal unter dem neuen Maf§ zu erhalten, muf} ein neuer Storterm, 7, ein-
gefithrt werden, der den Effekt der in der Zeit variierenden Risikopramie abbildet. Wenn wir
Ny = €¢ + Aoy definieren, fiithrt (14.4) zu folgendem Modell unter dem neuen Mafl @Q:

Y, = r+mn (14.5)
Lin| Fir) = N(O,02) (14.6)
o = wtalp— o)+ Bol . (14.7)

Im Falle des GARCH(1,1)-Modells ist nach Satz 12.10 die Varianz der stationéren Verteilung,
unter dem empirischen Maf8 P gerade Var® (g;) = w/(1 —a — 3). Fiir das Duan-Maf Q steigt
die Varianz der stationdren Verteilung auf Var®(n,) = w/(1 — a(l + X?) — 3), weil der
Volatilitatsprozess unter dem neuen Mafl von Innovationen gesteuert wird, die nicht aus
einer zentrierten, sondern einer nichtzentrierten Chi-Quadrat-Verteilung stammen. Weiter
unten werden wir sehen, dass die Verdnderung der unbedingten Varianz in entscheidendem
MafBle von der Spezifikation der News impact Kurve abhéngt.

Die Beschrankung auf eine quadratische oder symmetrische News impact Kurve ist nicht
immer wiinschenwert, wie zahlreiche empirische Studien von Aktienrenditen aufgezeigt ha-
ben. Im Rahmen des obigen Modells kann diese Annahme zu einer nichtlinearen News impact
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Funktion g(-) abgeschwiicht werden. Das folgende Modell ist ein semiparametrisches Analo-
gon zu dem GARCH-Modell. Unter dem empirischen Mafl P erhalten wir

Y, = r+Xo+¢e
Lz | Fie) =p N(0,07)
Utz = g(ee1) + 503_1-

Unter dem Duan-Martingalmafl () wandelt sich das Modell zu

Yo = r+mn
L | Fin) =q N(0,07)
01:2 = g(m—1 — Aoy_1) + ﬁaf_l.

Man beachte, dass - sobald ein Schétzer von g(-) unter P bekannt ist - er umgehend unter
dem Maf} @) eingesetzt werden kann.

In dieser allgemeinen Spezifikation ist das Schétzen ohne zusétzliche Information iiber
g(+) eine heikle Angelegenheit, da iterative Schétzverfahren notwendig werden, um zugleich
die Parameter A, # und nichtparametrisch die Funktion g zu schétzen. Wir betrachten daher
ein spezifisches flexibles parametrisches Modell: das Threshold GARCH-Modell, s. Abschnitt
12.2. Bei diesem Modell kann die News impact Funktion folgendermaflen geschrieben werden:

g(z) = w+ a1 (z < 0) + apz®I(x > 0)

Um dieses Modell zu motivieren, passen wir ein sehr einfaches nichtparametrisches Modell
Y; = o(Y;_1)& an Renditen des deutschen Aktienindex DAX an, wobei & unabhingig, iden-
tisch verteilt mit Erwartungswert 0 und Varianz 1 sind. Der Schétzer der News impact Kurve
o?(+) ist in Abbildung 14.2 wiedergegeben. Um eine Vorstellung iiber die zugrundeliegende
Verteilung der Renditen zu geben, tragen wir in Abbildung 14.1 einen nichtparametrischen
Schétzer der Renditeverteilung gegen eine geglittete Normalverteilung ab. Ganz offensicht-
lich ist g(-) nicht symmetrisch um Null. Das TGARCH-Modell bildet dieses Phanomen ab,
wenn a; > ao ist. Auch andere parametrische Modelle konnen diese Eigenschaft gut be-
schreiben, aber das TGARCH-Modell hat sich im Falle von Aktienrenditen als hinreichend
flexibel und technisch beherrschbar erwiesen - vgl. z.B. ( ).

Man erinnere sich daran, dass die Innovationen normalverteilt sind. Daraus folgt fiir das
TGARCH-Modell, dass die unbedingte Varianz @hnlich wie in Satz 12.10 unter dem Mafl P
Var®(g,) = w/(1 —a— f3) ist, wobei @ = (a1 +as)/2. Der folgende Satz liefert die unbedingte
Varianz fiir n; = ¢; + Aoy unter Q).

SATZ 14.1 Die unbedingte Varianz des TGARCH(1,1)-Modells unter dem dquivalenten
Martingalmafl ¢Q von Duan ist

w

T 1=\ (ar — ag) —an(1+ A2) — 3

Var® (n,) (14.8)

wobet
(u) = up(u) + (1 +u*)0(u)
und p(u), ®(u) die Dichte und Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung sind.
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DAX Density versus Normal Density

Density

Returns* E-2

Abbildung 14.1.: Kernschitzung der Dichte von DAX-Renditen (durchgezogen) gegen ei-
ne Kernschétzung einer Normalverteilung(gestrichelt) mit gleichem Mit-
telwert und Varianz. Wir benutzten eine Bandbreite von 0.03 und eine
quadratische Kernfunktion K (u) = 15/16(1 — u?)?I(|u| < 1). Die Randre-
gionen wurden aus der Abbildung entfernt.

Q SFMDaxReturnDistribution.xpl

BEWEIS:
Sei Z; = n;/or — A Unter Q gilt, £(Z; | F;—1) = N(=\,1). Die bedingte Varianz o? kann
geschrieben werden als

of = w+ a0y Z{ 1(Zy < 0) + a0} Z7 1(Z1 > 0) + foy_y.

Man bilde Erwartungswerte; dann zeigt sich, dass fiir den Integralausdruck iiber den
negativen Bereich folgt:

1 0
EQ[ZtZ[(Zt < O) | ./Tt_l] = E/ 226_%(Z+>\)2d2'

A
= \/%/ (u— A)Qe_%“Qdu
A3 4 (14 A0 (14.9)

= Eefz
b(N). (14.10)

Wegen
1 o0 1 2
EQ[Z2 | Fia] = —/ e 2N gy = 14 N2
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DAX News Impact Curve

Conditional Variance*E-6

T T T
-4 2 0 2 4
Lagged Returns*E-2

Abbildung 14.2.: Lokal lineare Schitzung der News impact Kurve fiir den DAX. Das Modell
ist V; = 0(V;_1)&. Gezeigt wird der Schiitzer der Funktion o?(y) mit einer
Bandbreite 0.03. Die Randregionen wurden aus der Abbildung entfernt.
Q SFMNewsImpactCurve.xpl

folgern wir fiir den positiven Bereich

EC[Z21(Z, > 0) | Fioa) = 1+ A2 — (). (14.11)

Daher erhalten wir
E907] = w4+ arp(VEQ o2 ] + aa[l + A2 — »(N)E9[02 ] + BE®[07_,]. (14.12)
Da die unbedingte Varianz unabhéngig von t ist, folgt der Satz. a

Die Funktion ¢ ist positiv und ¢(\) > 1/2 fiir den realistischen Fall A > 0. Wir kénnen
folgende Aussagen iiber die Verdnderung der unbedingten Varianz machen: Fiir o = o,
(14.8) erhélt man das GARCH(1,1)-Resultat. Fiir a3 > a9 (den Fall des Leverage-Effekts ist
der Anstieg der unbedingten Varianz sogar noch stérker als im symmetrischen GARCH-Fall.
Fiir oy < g, ist die unbedingte Varianz kleiner als im Leverage-Fall, und wir kénnen zwei
Fille unterscheiden: Wenn die Ungleichung

2h(\) — 1 — 22
2p(\) — 1

erfiillt ist, dann wird die unbedingte Varianz unter ) sogar kleiner sein als unter P. Falls
(14.13) nicht erfiillt ist, erhalten wir wie oben Var®(e,) < Var9(n,). Jedoch nimmt der
Quotient auf der rechten Seite von (14.13) negative Werte fiir realistische Werte einer Einheit
der Risikopramie an, (z.B. fiir kleine positive Werte), so dass in den meisten empirischen
Studien (14.13) nicht erfiillt sein wird.

o < Qo

(14.13)
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Natiirlich hat die stationére Varianz Auswirkungen auf den Optionspreis: je grofler (klei-
ner) die Varianz, desto hoher (niedriger) der Optionspreis. Dies gilt insbesondere fiir Op-
tionen mit langer Laufzeit, bei denen das langfristige Mittel der Volatilitdt die wichtigste
Determinante des Optionspreises darstellt. Daher kann eine Option zu niedrig bewertet sein,
wenn ein GARCH-Modell herangezogen wird und zugleich ein Leverage-Effekt vorliegt.

Eine zweite Besonderheit des Duan-Ansatzes ist, dass unter ) und bei positiven Risiko-
pramien die heutige Innovation negativ mit der morgigen bedingten Varianz der GARCH-
Risikoprémie korreliert ist, wiahrend die Korrelation unter P Null ist. Genauer gesagt, erhal-
ten wir Cov®(n;/0s,02.,) = —2XaVar?(n;) mit dem GARCH-Parameter a. Dies legt nahe,
dass kleine Prognosen der Volatilitdt unter @) (die den Optionspreis beinflussen) nicht nur
von quadrierten vergangenen Innovationen abhéngen, sondern auch von deren Vorzeichen.
Insbesondere fiithrt fiir A > 0 eine negative (positive) vergangene Innovation dazu, dass die
Volatilitit steigt (fallt) und mit ihr der Optionspreis. Der folgende Satz besagt, dass die Ko-
varianz von der Asymmetrie der News impact Funktion abhéingt, wenn wir ein TGARCH-
anstelle eines GARCH-Modells zugrundelegen.

SATZ 14.2 Fir das TGARCH(1,1)-Modell ist die Kovarianz zwischen der Innovation in
t und der bedingten Varianz in t + 1 unter dem dquivalenten Martingalmafl ¢Q von Duan
gegeben durch

Con(Z—z, ol.) = —2Var? (n) [ Aaz + {p(A) + A2\ }Hay — as)], (14.14)

wobei Var®(n,) aus dem Satz zuvor folgt.

BEWEIS:
Zunichst wird die bedingte Kovarianz ermittelt:

Nt Mt Tt
COV?A(O_J?H) = Egl L—tatzﬂ} = WEgl [_]

t Ot

+ alEgl [?(m — Aoy )?I(ny — Aoy < 0)}

t

+ 042E?—1 [%(m —Aoy)*I(n — Aoy > 0)}

t

+ BoEE ] (14.15)

wobei E;(-) und Cov(-) abkiirzend fiir E(- | ) bzw. Cov(- | F;) steht. Wegen (14.6) sind
der erste und der vierte Erwartungswert auf der rechten Seite von (14.15) Null. Der zweite
bedingte Erwartungswert ist

E?—l P(m - )\Ut)2[(77t — Aoy < 0)} = —2crt2 [

O

1 1
exp(—=A%) + AP (A } : 14.16
Sep(—30) 20| (1416
Da EtQ_l -Z—i(ﬁt — /\O’t)Z] = —2\o?, koénnen wir fiir den dritten bedingten Erwartungswert in
(14.15) schreiben:

EZ Z—i(nt — Aoy (g — Aoy > 0)} = 207} |:>\ —

\/12_7Texp(—%)\2) - )@(A)} 417
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Fiigen wir (14.16) und (14.17) in (14.15) ein, so folgt
Cov?_l(?, 071) = =207 Aag + {p(A) + AP\ Hay — as)]. (14.18)

t
Beachtet man, dass Cov?(n, /oy, 02,,) = EQ[Covfg_l(m/at,afﬂ)], so folgt die Behauptung
unmittelbar. O

Wir nehmen im folgenden an, dass eine positive Risikopramie A je Einheit vorliege. Wir
konnen wiederum drei Félle unterscheiden: Fiir oy = a5 (im symmetrischen Fall) erhalten
wir Cov®(n, /oy, 02.,) = —2XaxVar?(n,), d.h. das GARCH(1,1)-Ergebnis. Fiir a; < ay (den
Fall des umgekehrten Leverage-Effektes) steigt die Kovarianz, und wenn

\/LQ_W exp(—%)\Q) 20 | (a1 — a9) <0, (14.19)
ist die Korrelation positiv. Im letzten Fall, ay > ay (der Leverage-Fall), ist die Kovarianz
negativ und steigt dem Betrage nach an.

Dies zeigt aulerdem, dass das Riickkehrverhalten der Volatilitéit zur stationiren Varianz
unter () anders als im symmetrischen GARCH-Fall ausfillt. Die negative Kovarianz ist im
Leverage-Fall sogar noch grofier. Dies konnte darauf hinweisen, dass Optionen zu hoch (zu
niedrig) bewertet sind, wenn die vergangene Innovation positiv (negativ) ist, der Preisprozess
einem TGARCH-Prozess mit oy > a3 folgt und filschlicherweise ein GARCH-Modell (ag =
a) fiir Volatilitédtsprognosen benutzt wird.

)\062 +

14.2. Eine Monte-Carlo-Studie

Da der diskontierte Preisprozess ein Martingal unter dem &quivalenten Martingalmafl @)
ist, konnen wir die Methode der risiko-neutralen Bewertung nach ( )
heranziehen. Der Q-Preis C; eines Calls zum Zeitpunkt ¢ ist gegeben durch den abgezinsten
bedingten Erwartungswert der Auszahlung bei Félligkeit - s. (6.23) -

Cy = (1 +7)"E®max(Sy — K,0) | F] (14.20)

wobei T' das Falligkeitsdatum, 7 = T — t die Restlaufzeit und K den Ausiibungspreis be-
zeichnet. Fiir européische Optionen folgt der arbitragefreie Preis P; eines Puts aus der Put-
Call-Paritét (Satz 2.3), d.h. P, = C; — S; + (1 +7)""K. Da es unter einem GARCH- oder
TGARCH-Modell keinen analytischen Ausdruck fiir den Erwartungswert in (14.20) gibt,
miissen wir den Optionspreis numerisch berechnen. Die Verteilung der Auszahlungsfunktion
max(Sy — K, 0) zum Félligkeitstermin wird simuliert, indem m Aktienpreisprozesse

T
Sri=5 [] 0+Ye), i=1....,m, (14.21)

s=t+1

generiert werden, wobei Y;; die Rendite der i**™ Replikation zum Zeitpunkt s ist. Anschlie-
Bend wird der Mittelwert der Auszahlungsfunktion mit dem risikolosen Zins abgezinst

Ct = (1 + T)T% Z maX(ST,i — K, O) (1422)
i=1
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Typ a B at+fB  p
1 01 085 095 0.1791
2 05 045 095 0.8237
3 01 05 06 01077

Tabelle 14.1.: Charakterisierung der Typen der GARCH(1,1)-Modelle

In der Simulationsstudie benutzen wir folgende Parameter: r = 0, Sy = 100, 7 = 30
Tage, m = 400000, A = 0.01. Die Moneyness Sy/K variiert zwischen 0.85 und 1.15, was
der iiblichen Bandbreite der gehandelten Optionen entspricht. Wir vergleichen hier nicht die
Effekte verschiedener Maturitdten 7', da viele Eigenschaften, die wie etwa der Smile von der
stochastischen Volatilitat hervorgerufen werden, mit wachsender Laufzeit verschwinden. Im
allgemeinen bleiben die Effekte qualitativ zwar gleich, werden aber in quantitativer Hinsicht
immer unbedeutender. Dies wurde in zahlreichen Experimenten festgestellt; daher konzen-
trieren wir uns auf kurze Laufzeiten.

Die Auswirkungen einer asymmetrischen News impact Funktion auf die Optionspreise
wird in drei Situationen untersucht, die durch den Grad der kurzfristigen Autokorrelation der
quadrierten Renditen und die Persistenz, d.h. den Wert von a+ 3, charakterisiert werden. Fiir
den GARCH(1,1)-Prozess kann gezeigt werden, dass die Autokorrelation p; erster Ordnung
der quadrierten Residuen gegeben ist durch

pr=a(l—af—F%)/(1-2a8 - 3%, (14.23)

und p; = (o + B)pj_1, 7 > 2. Dies sind die Autokorrelationen eines ARMA(1,1)-Prozesses,
da der quadrierte GARCH(1,1)-Prozess einem ARMA(1,1)-Modell geniigt (s. Satz 12.9).
Tabelle 14.1 listet die Parameterkonstellationen und Charakteristika der drei Typen auf:

Typ 1 ist gekennzeichnet durch eine hohe Persistenz und geringe Korrelation erster Ord-
nung, Typ 2 durch hohe Persistenz und grofle Autokorrelation erster Ordnung und Typ
3 durch niedrige Persistenz und kleine Autokorrelation erster Ordnung. Typ 1 ist typisch
fiir Finanzmarktzeitreihen (sowohl tégliche als auch binnentégliche), da man iiblicherweise
beobachtet, dass die Autokorrelationsfunktion der quadrierten Renditen schnell nach den
ersten Lags abfillt, dann aber nur noch langsam abklingt. Typ 2 beschreibt eine Situation
mit sehr starken ARCH Effekten, und Typ 3 dhnelt dem Verhalten stark aggregierter Da-
ten wie Monats- oder Quartalsdaten. In allen Féllen ist der Parameter w so festgelegt, dass
o? = 0.0002, d.h. dass die unbedingte Varianz konstant bleibt.

Mit Blick auf die nichtlineare News impact Funktion ¢(-) wihlen wir das Threshold
ARCH-Modell mit zwei asymmetrischen Féllen. Im ersten Fall, den wir als Leverage-Fall
bezeichnen, ist

g1(z) = w+ 1202 (x < 0) + 0.8az*I(x > 0)

und im zweiten, dem Fall des ‘umgekehrten Leverage-Effektes’, ist
go(z) = w+ 0.8az’[(z < 0) + 1.2a2%I(z > 0).

Fir Typ 1 und den Fall des Leverage-Effektes sind die Simulationsergebnisse in Abbil-
dung 14.3 festgehalten. Wir tragen die absoluten und die relativen Differenzen der GARCH-
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Absolute Difference

Abs. Diff.
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Moneyness

Relative Difference

Rel. Diff.
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Moneyness

Abbildung 14.3.: Die Differenz zwischen simulierten GARCH- (durchgezogen) and
TGARCH- (gestrichelt) Optionspreisen zu BS-Preisen als Funktion der
Moneyness fiir Typ 1 und den Leverage-Fall. Die obere Abbildung zeigt
die absoluten Differenzen, die untere die absoluten Differenzen dividiert
durch den BS-Preis.
Q SFMoptpricesim.xpl

und TGARCH-Preise zum entprechenden Black-Scholes-Preis ab. Die relative Differenz ist
definiert als die absolute Differenz dividiert durch den Black-Scholes-Preis. Wegen der klei-
nen Schrittweite (wir nehmen Schritte von 0.01 fiir die Moneyness) wirken die Funktionen
sehr glatt. Fiir den GARCH-Fall erhalten wir das wohlbekannte Resultat, dass die Preisdif-
ferenz zu Black-Scholes eine U-Form beziiglich der Moneyness aufweist. Infolge der monoton
in der Moneyness ansteigenden Call-Preise ist die relative Differenz absolut fiir Optionen aus
dem Geld am groiten, wiahrend die relative Differenz vernachléssigbar klein wird, je hoher
die Moneyness. Dies konnte die haufig beobachtbare Schiefe des Smile-Effektes erklaren. Fiir
die TGARCH-Optionspreise beobachten wir im Prinzip eine &hnliche Abweichung von Black-
Scholes, allerdings mit einem entscheidenden Unterschied: Im Fall des Leverage-Effektes sind
die Preise von Optionen aus dem Gelde niedriger und von Optionen im Gelde hoher als im
GARCH-Modell. Dies ist auch plausibel: Wenn eine Option weit aus dem Geld und der
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GARCH TGARCH
Leverage-Effekt umgek. Lev.-Eff.

Typ Moneyness | % diff SE % diff SE % diff SE
0.85 35.947 1.697 0.746 1.359  75.769 2.069
0.90 -0.550 0.563 -12.779 0.498 11.606  0.631
0.95 -6.302 0.261 -9.786 0.245  -3.153  0.278
Typ 1 1.00 -3.850 0.132 -4.061 0.125 -3.806  0.139
1.05 -1.138 0.067  -0.651 0.052 -1.692  0.061
1.10 -0.020 0.025 0.347 0.022  -0.400  0.028
1.15 0.162 0.012 0.347 0.010 -0.013 0.014
0.85 199.068 5.847 104.619 4.433 293.704  7.884
0.90 0.489 1.136 -23.964 0.891  22.140 1.469
0.95 -30.759 0.370 -39.316 0.305 -24.518  0.454
Typ 2 1.00 -20.975 0.167 -22.362 0.141 -20.804 0.198
1.05 -6.038 0.077  -5.427 0.063  -7.148  0.095
1.10 -0.302  0.042 0.202 0.033 -0.966  0.054
1.15 0.695 0.027 0.991 0.021 0.351 0.037
0.85 -2.899 1.209 -11.898 1.125 6.687 1.297
0.90 -5.439 0.496  -8.886 0.479 -1.982  0.513
0.95 -4.027 0.249 -4.970  0.245 -3.114 0.254
Typ 3 1.00 -2.042 0.128 -2.077 0.126 -2.025 0.130
1.05 -0.710 0.055  -0.559 0.053  -0.867  0.056
1.10 -0.157 0.023  -0.047 0.022  -0.267  0.023
1.15 -0.009 0.010 0.042 0.010 -0.059  0.011

Tabelle 14.2.: Simulationsergebnisse fiir ausgewahlte Werte der Moneyness. Die prozen-
tualen Differenzen der GARCH- und TGARCH-Optionspreise zu den Black-
Scholes-Preisen und die zugehorigen Standardfehler (SE) der Simulation.

Falligkeitstermin nah ist, besteht der einzige Weg zu einer positiven Auszahlung bei Fillig-
keit darin, dass der Kurs des zugrundeliegenden Instruments mehrfach hintereinander in
groflen Schritten im Wert steigt. Dies ist jedoch weniger wahrscheinlich im Leverage-Fall, da
positive Renditen einen kleineren Effekt auf die Volatilitét als im symmetrischen Fall haben,
vorausgesetzt die oben genannten Parameterkonstellationen treffen zu.

Tabelle 14.2 zeigt nur die Ergebnisse fiir die Typen 2 und 3 und den Fall des umgekehrten
Leverage-Effektes und fiir ausgewihlte Werte der Moneyness. Fiir den Leverage-Effekt-Fall
ist die beschriebene Abweichung der TGARCH-Preise von jenen der GARCH-Preise auch
fiir die Typen 2 und 3 sichtbar. Im Fall des umgekehrten Leverage-Effektes kehren sich die
Argumente um: Nunmehr ist es wahrscheinlicher, dass eine Option aus dem Geld doch noch
im Geld enden wird, so dass TGARCH-Preise von Optionen, die weit aus dem Gelde sind,
hoher als die GARCH-Preise sind. Wie man erwarten wiirde, sind die Abweichungen der
simulierten Preise zu den Black-Scholes-Preisen und zwischen den GARCH- und TGARCH-
Preisen fiir Typ 2 am groiten, d.h. fiir starke kurzfristige ARCH-Effekte, und am kleinsten
fiir den Typ mit niedriger Persistenz, den Typ 3. Das letztere war zu erwarten, da die
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w «Q o o I} A —2logL

GARCH  1.66E-05  0.1433 0.7756  0.0691 -7,697.66
(1.04E-06)  (0.0061) (0.012)  (0.0178)
TGARCH  1.91E-05 0.2005 0.0454 0.7736  0.0385 -7,719.24
(1.359E-06) (0.0084) (0.0113) (0.0157) (0.0175)

Tabelle 14.3.: Die GARCH- und TGARCH-Schétzergebnisse fiir DAX-Renditen, 01.01.1988-
30.12.91 (QMLE-Standardfehler in Klammern)

Unterschiede verschwinden sollten, je eher der homoskedastische Fall erreicht wird.

14.3. Anwendung zur Bewertung von DAX-Calls

Die Bewertungsmethode mit GARCH wird auf den deutschen Aktienindex und Optionsda-
ten angewendet. Als Aktienindex benutzen wir die tégliche Schlufinotierung des DAX vom
1. Januar 1988 bis zum 31. Mérz 1992. Die Schlussnotierung wird gewchnlich etwa um 13:30
Uhr Ortszeit (Frankfurt) fixiert. Fiir die Optionsdaten auf diesen Index ziehen wir Aufzeich-
nungen der Transaktionspreise an der Deutschen Terminbérse (DTB) von Januar bis Mérz
1992 heran. Um die Beobachtungszeitpunkte von Index und Optionen zu synchronisieren,
interpolieren wir zwischen dem letzten Optionspreis vor 13:30 Uhr und dem ersten danach,
sofern der Unterschied nicht mehr als zwei Stunden betrégt.

Es kann keine Evidenz fiir autokorrelierte DAX-Renditen gefunden werden, aber quadrier-
te und absolute Renditen sind in hohem Mafle autokorreliert. Wir schétzen ein GARCH(1,1)-
M-Modell

i = Aov+e (14.24)
Ly | Fool) = N(0,07) (14.25)
o} = w+ae |+ B0}, (14.26)

fiir den DAX bis zum 30.12.1991 mit der Quasi-Maximum-Likelihood-Methode - s. Abschnitt
12.1.6. Eine mogliche Konstante in (14.24) ist nicht signifikant und wird daher von vorne-
herein weggelassen. Tabelle 14.3 zeigt die Resultate der Schiatzung. Alle Parameter sind
signifikant von Null verschieden. Der Grad der Persistenz a + 3 = 0.9194 ist signifikant
kleiner als 1, und daher ist die unbedingte Varianz endlich - vgl. Satz 12.10. Der Parameter
der Risikopriamie A ist positiv, wie die 6konomische Theorie erwarten 14t.

Die Quasi-Maximum-Likelihood-Schéatzer des TGARCH-Modells

U7t2 =w + 0618371[(51571 < 0) —+ 0428371[(81571 Z O) + 50}271 (1427)
werden ebenfalls in Tabelle 14.3 berichtet. Beriicksichtigt man den Wert der Log-Likelihood,
so ist die Giite des TGARCH-Modells besser als jene des GARCH-Modells. Ein Likelihood-

Quotiententest lehnt das GARCH-Modell auf jedem verniinftigen Konfidenzniveau ab. ay
und a» sind signifikant verschieden; damit ist die Asymmetrie der News impact Funktion
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signifikant. Da a7 > as beobachten wir den gewohnlichen Leverage-Effekt fiir Finanzmarkt-
zeitreihen.

Nachdem das Modell fiir die Zeitspanne von 1988 bis 1991 an die Daten angepasst wor-
den ist, ist der néchste Schritt, die Optionspreise fiir den Betrachtungszeitraum von Januar
bis Méarz 1992 mit der oben beschriebenen Simulationsmethode zu berechnen und mit den
beobachteten Marktpreisen zu vergleichen. In dieser Arbeit konzentrieren wir uns auf Kauf-
optionen. Da die DAX-Optionen, die an der DTB gehandelt werden, européischen Typs sind,
kénnen die Ergebnisse fiir Putoptionen aus der Put-Call-Paritdt gewonnen werden. Wir be-
trachten neun Call-Optionen mit den Fiélligkeitsterminen 17. Januar, 20. Mérz und 19. Juni
1992. Um ungefahr die Falle von Optionen im, am und aus dem Geld untersuchen zu kénnen,
wéhlen wir die Ausiibungspreise 1550, 1600 und 1650 fiir die Januaroption und 1600, 1650
und 1700 fiir die Mérz- und Junioptionen. Wir simulieren die Preise der Januaroption vom
3. bis 16. Januar (zehn Tage), der Mérzoptionen vom 3. Januar bis 19. Mérz (57 Tage) und
die Preise der Junioptionen vom 3. Januar bis 31. Mérz (64 Tage). Die Junioption mit ei-
nem Ausiibungspreis von 1700 wurde am 16. Januar eingefiihrt, so dass wir fiir die ersten
zehn Handelstage im Januar iiber keine Beobachtungen dieser Option verfiigen. Wegen nur
geringer Handelsaktivitédt sind gelegentlich Marktpreise nicht verfiighar, was die Zahl der
Beobachtungen, als k in Tabelle 14.4 aufgefiihrt, weiter reduziert.

Eine offene Frage ist, wie der Startwert des Volatilitdtsprozesses zu wéahlen ist. Wir setzen
den Startwert gleich dem laufenden Schétzer fiir die Volatilitdt (GARCH oder TGARCH),
indem der Volatilitdtsprozess extrapoliert und die Parameter konstant gehalten werden. Eine
Alternative wére das Heranziehen der implizierten Volatilitit aus Abschnitt 6.3.4.

Zur Berechnung der Black-Scholes-Preise zum Zeitpunkt ¢ wird die implizierte Volatilitét
zum Zeitpunkt ¢ — 1 benutzt. Um ein Mafl der Schétzgiite zu erhalten, definieren wir die
relativen Residuen als
uy = Gt Cntarki
CMarkt,t
wobei C; entweder der Black-Scholes-, der GARCH oder der TGARCH-Preis und Chopke
der am Markt beobachtete Preis ist. Residuen sollten als relative Grofien betrachtet wer-
den, da ein Héandler stets die billige Option, die in gleicher Hohe ‘unterbewertet’ ist wie
eine teure Option, vorziehen wird, einfach, weil er seine Position in der billigen Option ver-
vielfacht. Ein &hnliches Argument gilt fiir den Verkauf von ‘iiberbewerteten’ Optionen. Aus

Symmetriegriinden kénnen wir ein quadratisches Verlustkriterium, d.h.

benutzen. Die Resultate fiir die drei Modelle sind in Tabelle 14.4 zu sehen.

Alles in allem schneiden sowohl das GARCH- als auch das TGARCH-Optionsbewertungs-
modell substanziell besser ab als das Black-Scholes-Modell. Fiir Optionen im und am Geld
ist die Verbesserung der TGARCH-Prognose iiber das GARCH-Modell klein. Wenn die Op-
tion jedoch aus dem Geld ist, ergibt sich eine grofie Reduktion des Verlustkriteriums. In
der Simulationstudie haben Optionen aus dem Geld am empfindlichsten auf stochastische
Volatilitdt und Leverage-Effekte reagiert. In der Situation mit realen Daten wird dies fiir die
Januar-1650-Option am deutlichsten, wo Black-Scholes sehr schlecht und TGARCH besser
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T K k BS GARCH TGARCH
1550 10 | 0.017 0.014 0.014

Jan 1600 10 | 0.099 0.029 0.028
1650 10 | 4.231 1.626 1.314

1600 47 | 1.112 0.961 0.954

Mar 1650 53 | 1.347 1.283 1.173
1700 56 | 1.827 1.701 1.649

1600 53 | 1.385 1.381 1.373

Jun 1650 56 | 2.023 1.678 1.562
1700 51 | 2.460 2.053 1.913

Summe 346 | 14.500 10.725 9.980

Tabelle 14.4.: Das Verlustkriterium U fiir DAX-Calls mit der Falligkeit in 7" und dem
Ausiibungspreis K unter Verwendung von BS-, GARCH- und TGARCH-
Optionspreisen. Die Zahl der Beobachtungen ist durch £ gegeben.

als GARCH abschneidet. Fiir die Mérz- und Junioptionen sind die Unterschiede weniger
ausgepragt. Dies erklédrt sich aus der Tatsache, dass der Index zu einem Niveau von 1736
Punkten am 20. Mérz und von 1717 Punkten am 31. Mérz anstieg, so dass die Optionen
mit einem Ausiibungspreis von 1700 ins Geld kamen. Dies ist ebenfalls die Erklarung fiir
die Tatsache, dass U am hochsten fiir die Januar-1650-Optionen ist. Hier gibt es nur zehn
Handelstage, aber diese Option war wihrend einiger Tage weit aus dem Geld. So schloss
beispielsweise am 8. Januar der DAX bei 1578 Punkten.

Da in allen Fallen TGARCH besser als GARCH abschneidet, schlieBen wir, dass der
Markt diese Asymmetrie der Volatilitat beachtet. Daher ist eine korrekte Spezifikation des
Volatilitdatsmodells von groBiter Bedeutung bei der Optionspreisbestimmung.

14.4. Literaturhinweise

Die Darstellung des Kapitels folgt weitgehend der Arbeit von ( ).
Das Standard ARCH Modell stammt von ( ), die Erweiterungen zu EGARCH von
( ) und TGARCH von ( ) (fiir die Standardabweichung) und

( ) (fiir die Varianz). Nichtparametrische und semiparametrische Varianten des
ARCH-Modells wurden von ( ) und ( ) vor-
geschlagen und untersucht. Das klassische Optionspreismodell mit stochastischer Volatilitat
stammt von ( ). Hull und White nehmen implizit an, dass der Markt-
preis des Risikos der Volatilitdt Null ist, wihrend er bei ( ) von Null
verschieden, konstant und exogenen gegeben ist. Empirische Evidenz fiir die Bewertung des
Risikos in der Volatilitit gibt ( ). ( ) verallgemeinern das
Modell von ( ), indem sie einen Marktpreis des Risikos fiir die Volatilitét
zulassen, der selber zeitvariabel sein kann. Das Konzept der Minimierung des quadratischen
Verlustes eines Hedgeportfolios stammt von ( ) und

( ). Die praktische Vorgehensweise, “15 Minuten alte” implizierte Vola-
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tilitdten in die Black/Scholes-Formel einzusetzen, wurde von
erfolgreich verwendet.
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15. Value at Risk und Backtesting

15.1. Vorhersage und VaR-Maodelle

Value at Risk (VaR) Modelle werden in einer Vielzahl von Finanzanwendungen eingesetzt.
Ihr Ziel ist es, die Gewinne oder Verluste eines Portfolios, die in einer kommenden Periode
auflaufen konnen, in geeigneter Weise zu quantifizieren. Die Unsicherheit iiber die Entwick-
lung eines Portfolios driicken wir durch eine “Vorhersageverteilung” P, fiir Periode ¢ + 1
aus.

Py = L(Lia|F)

ist die bedingte Verteilung einer Zufallsvariable L;;, die die moglichen Gewinne und Verlu-
ste eines Portfolios in der folgenden Periode bis zur Zeit t+1 repréasentiert, und F; bezeichnet
die Information in den bis zur Zeit ¢ vorliegenden historischen Daten. Ein Schétzer fiir diese
Verteilung ergibt sich aus einem statistischen Vorhersagemodell, demzufolge die moglichen
bedingten Verteilungen von L;;; aus einer parametrischen Klasse P = {Pteﬁ) |6(t) € ©}
stammen. Der endlich-dimensionale Parameter 0(¢) wird aus typischerweise n = 250 histori-
schen Renditebeobachtungen vor der Zeit ¢ geschétzt, d.h. in etwa aus den Kursnotierungen
der Handelstage eines Jahres. Bezeichnet (t) diesen Schiitzer, so wird £(Ly|F;) durch Pﬁﬁtl)
approximiert.

Ein wichtiges Beispiel fiir P, ist das Delta-Normal Modell, ( ), das wir
im folgenden beschreiben. In diesem Modell nehmen wir an, dass das Portfolio aus d linearen
(oder linearisierten) Instrumenten mit Marktwerten Xy, k = 1,...,d, besteht und dass die
gemeinsame bedingte Verteilung der zugrundeliegenden log-Renditen

Yin € Rdayk,t-f—l =InXp—In Xy k=1,...d,
gegeben die Information bis zur Zeit ¢, multivariat normalverteilt ist, d.h.
‘C(K+1’Ft) — Nd(O, Et) (151)

wobei 3; die (bedingte) Kovarianzmatrix des Zufallsvektors Y;.; bezeichnet. Wir betrach-
ten zuerst eine einzige Position (d = 1), die aus \; Anteilen an einem einzelnen Wert mit
aktuellem Marktpreis X; = x besteht. Mit w; = A\;x bezeichnen wir die Fxposure dieser Posi-
tion zur Zeit ¢, d.h. ihren Wert gegeben X; = x. Die bedingte Verteilung der Werténderung
Ly = M( X1 — X,) ist dann approximativ:

L(Lia|F) = LO(Xipa — ) | F) (15.2)
X —

= L= | R (15.3)

~ L(wYy | F) = N0, wicl) (15.4)
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mit 02 = Var(Y;y; | 7). Hierbei haben wir die Taylorapproximation

X, —
In X —Inoe = 270 4 o(X,,, — ) (15.5)
x
verwendet. Die Verallgemeinerung auf ein ganzes Portfolio aus A}, ---,\¢ Anteilen von d

(linearen) Instrumenten liegt auf der Hand. Sei hierzu w; der d-dimensionale Exposure-
Vektor zur Zeit ¢

wy = (wtl’“. ’wéj>T: ()\tlili'l, ,)\f%d)T. (156)
d
Liy = Z A (Xpop1 — Xig)
k=1

sei die Werténderung des Portfolios. Wie fiir eine einzelne Position ist die bedingte Verteilung
von L1 gegeben die Information F; approximativ gleich der bedingten Verteilung von

d
T k
Wy Y;‘Jrl = 5 Wy Yk,t+1~
k=1

Diese Verteilung gehort nach dem Delta-Normal Modell zur Familie
PtJrl = {N(0,0’?) : Ut2 S [Oa OO)}, (157)

mit 07 = w] Xw;. Das Ziel der VaR-Analyse besteht darin, den Parameter 6(t) = o; zu
schétzen und hierdurch die Vorhersageverteilung F,,; zu approximieren.

Wir betrachten daher das Problem des Schétzens der Vorhersageverteilung ausgehend von
folgenden Modellannahmen. Die Wertdnderung des Portfolios sei von der Form

Lt+1 = O Zt+1 (158)
2

ol = w! Y, (15.9)
wobei die Z; u.i.v. N(0,1)-verteilte Zufallsgroen sind, w; der Exposure-Vektor zur Zeit ¢ und
¥; die (bedingte) Kovarianzmatrix des Vektors Y; ;1 der log-Renditen ist. Wir fassen die letz-
ten n Realisierungen Y; = vy, ..., Yi_ni1 = ¥4_ny1 des zugrundeliegenden log-Renditevektors
zu einer (n x d) -Matrix V; = (y] )i=t—n11...+ zusammen. Aus diesen Beobachtungen berech-
nen wir zwei Schétzer von ¥, und zwar zunéchst den naiven RMA, d.h. rectangular moving
average:

- 1
Y= EytTyt- (15.10)

Da der Erwartungswert des Renditevektors Y; nach dem Delta-Normal Modell Null ist,
ist dies gerade die empirische Kovarianzmatrix. Der zweite sogenannte EMA-Schétzer, d.h.
exponentially moving average, basiert auf einer Idee von ( ) und benutzt ein
exponentielles Gewichtsschema. Seien fiir ein v, 0 <y < 1

Yok = ’kat—k:, E=0,..,n—1, 571& = (gz‘T)i:t—n—H,...,t
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die in der Zeit exponentiell gewichteten log-Renditevektoren und die aus ihnen gebildete
(n x d)-Matrix, so schitzen wir 3; durch

S = (1= VY (15.11)
Die Normierung ist sinnvoll, da die Summe )1 7! = % fiir v — 1 gegen n konvergiert,
der RMA-Schétzer also Grenzfall des EMA-Schétzers ist. Beide Schétzer kénnen nun in
(15.8) und (15.9) eingesetzt werden, und wir erhalten mit

D ~2 A2 Ty
Pt+1 = N(O7Ut)7 0, = Wy Etwt

eine Approximation der Vorhersageverteilung, d.h. der bedingten Verteilung von L;.;. Es

sollte jedoch bemerkt werden, dass das Bundesaufsichtsamt fiir das Kreditwesen derzeit das
RMA Verfahren vorschreibt.

Der Value at Risk VaR wird fiir gegebenes Niveau a durch

VaR, = F (o) == inf{z; Fiy1(z) > a} (15.12)
bestimmt und durch
VaR, = F7l (o) = inf{a; Fra(z) > o) (15.13)

geschitzt. Hierbei bezeichnen Fy,q, F’tH die Verteilungsfunktionen von P, 1, Ptﬂ. Hauptau-
genmerk bei der Beurteilung eines VaR-Verfahrens ist die Giite der Vorhersage. Sie kann
empirisch durch realisierte Werte (ﬁ’t, L;),t =1,..., N, iiberpriift werden. Falls die Modellan-
nahme, z.B. (15.8) und (15.9), fiir die Form der Vorhersageverteilung korrekt ist, so sollten
die Stichproben Uy = Fy(L;),t =1, ..., N, exakt und U, = Ft(Lt), t =1,..., N, ndherungsweise
unabhéngig identisch uniform auf dem Intervall [0, 1] verteilte ZufallsgroBen sein. Dann ist
die Giite der an die Daten angepassten Vorhersageverteilung zufriedenstellend.

15.2. Backtesting mit erwartetem Shortfall

Im folgenden betrachten wir den erwarteten Shortfall von L, als Alternative zum VaR und
entwickeln Backtesting-Methoden fiir dieses Risikomaf. Der erwartete Shortfall , auch Tail-
VaR genannt, ist im Delta-Normal Modell, d.h. unter der Annahme von (15.8) und (15.9),
durch

E(Lt+1 | Lt+1 > VCZRt) = E(LtJrl ‘ Lt+1 > Zq O't) (1514)
= Ot E(Lt-i-l/o-t | Lt+1/0't > Za) (1515)

definiert. Hierbei bezeichnet z, = ®~'(a) das a-Quantil der Standardnormalverteilung, wo-
bei ¢ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.
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Unter dem Modell (15.8) und (15.9) ist Z;11 = Lyy1/0¢ standardnormalverteilt. Fiir einen
festen Schwellenwert u erhalten wir daher

o(u
Y= E(Zt+1 | Zt+1 > U) 1—(—(I)2u) (1516)
P =Var(Zyy | Zoyr >u) = 1+u-9—19% (15.17)

wobei ¢ die Dichte der Standardnormalverteilung ist. Fiir eine gegebene Beobachtungsreihe
von Vorhersageverteilungen und Realisationen (F,i1(-/8;), Lii1/6¢) betrachten wir (15.16)
als den uns interessierenden Parameter. Ersetzen wir den Erwartungswert durch ein Stich-
probenmittel und die nicht beobachtbaren Z;,; durch

Zpoq = =L (15.18)
a.

wobei g in (15.9) durch (15.10) oder (15.11) geschétzt werden kann, erhalten wir als Schétzer
fiir v

~ 1 = - .
¥ = W ; Zt+1 I(Zt+1 > U) (1519)

I(Z > u) bezeichnet dabei die Indikatorvariable, die 1 ist, wenn Z die Schwelle u iiberschrei-
tet, und 0 sonst. N(u) ist die zuféllige Anzahl der Uberschreitungen der Schwelle u:

N(u)=> I(Zi1 > u).

Inferenz iiber den erwarteten Shortfall, d.h. iiber die Differenz J— 9, erhalten wir aus fol-
gendem asymptotischen Resultat:

9 —

.c( N(u) ) L N(0,1) (15.20)

(15.20) kann benutzt werden, um die Adédquatheit des Delta-Normal Modells zu iiberpriifen.

15.3. Backtesting in Aktion

Die Daten, die wir fiir diesen Abschnitt verwenden, stammen aus einem Bond-Portfolio
einer deutschen Bank der Jahre 1994 und 1995. Das Portfolio wurde nicht veréndert, so
dass die Exposurevektoren w; = w zeitunabhingig sind. Wir gehen von der Giiltigkeit der
Annahmen (15.8) und (15.9) aus. Die VaR-Vorhersagen basieren auf den beiden in Abschnitt
15.1 vorgestellten Pradiktionsregeln, die den RMA bzw. den EMA mit v = 0.94 zum Schétzen
des Parameters o; der Vorhersageverteilung einsetzen. Angesichts der Bondkrise 1994 ist es
interessant wie beide Verfahren unter diesem Stressfaktor reagieren.

Als Signifikanzniveau betrachten wir o = 1% fiir hohe Verluste und a = 99% fiir grofie
Gewinne. Als explorative Verfahren setzen wir Zeitreihenplots der realisierten P/L- (d.h.
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Time plot of VaRs and P& L
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Abbildung 15.1.: Die Punkte zeigen die beobachteten Verdnderungen L; des Portfolio-
Wertes. Die gestrichelte Linie zeigt die vorhergesagten VaRs basierend auf
der RMA (99% und 1%). Die durchgehende Linie zeigt das gleiche fiir EMA.
Q SFMVaRtimeplot.xpl

profit-loss-) Daten L; im Vergleich zu den jeweiligen mit (15.13) berechneten VaR-Schétzern

VaR; ein. Wenn das Modell und das Schétzverfahren fiir den Parameter o, der Vorhersage-
verteilung adaquat sind, so sollten je etwa 1% der Daten unterhalb des 1%- bzw. oberhalb des
99%-VaR-Schitzers liegen. Zusétzlich sind in Abbildung 15.1 die Uberschreitungen fiir den
Fall des mit EMA geschitzten VaR markiert. Wir erkennen, dass in 1994 (1995) insgesamt 9
(4) Uberschreitungen fiir die EMA Methode festgestellt wurden. Dies ist in starkem Kontrast
zu den beobachteten 13 (3) Werten fiir die RMA Methode zu sehen. Es wird deutlich, dass
das RMA-Verfahren vor allem wihrend der Bondkrise in 1994 zu oft zu Uberschreitungen
des 1%-VaR-Schitzers fiihrt, d.h. dass die Wahrscheinlichkeit hoher Verluste unterschitzt
wird. Diese Tendenz zur Risikounterschitzung wird offensichtlich durch die Fensterbreite
von 250 Tagen erzeugt, wenn der Markt von einer ruhigen in eine volatile Phase iibergeht.
Im umgekehrten Fall {iberschétzt der RMA das Risiko. Der EMA adaptiert sich schneller
an die Marktphasen, da durch die exponentiell abfallenden Gewichte weiter zuriickliegende
Daten den Schétzer in geringerem Mafle beeinflussen.

Die nicht so gute Vorhersagequalitit des RMA, insbesondere fiir die linke Flanke der
Verteilung, wird auch dadurch deutlich, dass fiir einen bestimmten Tag der VaR um 400%
iiberschritten wird. Falls das Modell (15.8) - (15.9) korrekt wére, miisste die Variable (15.21)
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eine Standardabweichung von ca. 0.41 haben. Die aus den Daten berechnete empirische Stan-
dardabweichung dieser Grofle liegt jedoch bei 0.62. In der Volatilitatsskala der RMA wird
das Risiko daher im Mittel um %82=941 ~ 50% unterschitzt. Der EMA-Plot von Abbildung
15.1 zeigt, dass hier eine bessere Kalibration vorliegt. Die empirische Standardabweichung
von (15.21) liegt in diesem Fall bei 0.5, was einer Risikounterschidtzung von nur etwa 25%

entspricht.

Als weiteres diagnostisches Mafl wird der Q-Q-Plot der Variablen

Lt+1 _ Lt+1
Vak, 2335,

(15.21)

eingesetzt, sieche Abbildung 15.2 und Abbildung 15.3. Falls die VaR-Vorhersagen mt per-

Reliability plot for RMA

Abbildung 15.2.: Q-Q-Diagramm der Lt+1/17a7%t fiir RMA in 1994. @ SFMVaRqgplot.xpl

fekt wiren, sollte der Q-Q Plot eine gerade Linie bilden und den Bereich von [—1, 1] ausfiillen.

Ein Vergleich der Graphen in Abbildung 15.2 und Abbildung 15.3 zeigt, dass die EMA-
Methode besser kalibriert ist als die RMA-Methode. Die RMA-Methode zeigt deutlich Aus-
reiler an beiden Enden. Die Intervallgrenzen von [—1, 1] werden in beiden Féllen deutlich
iiberschritten. Dies weist auf eine mogliche Inaddquatheit der Annahme der Normalvertei-
lung hin. Q-Q-Plots fiir das Jahr 1995 sind nicht aufgefiihrt. Auch sie zeigen jedoch deutlich
die Uberlegenheit von EMA gegeniiber RMA.

Eine weitere wesentliche Annahme unseres Modells ist die Unabhéngigkeit der reskalierten
Zufallsvariablen Z;. Abbildung 15.4 zeigt die Uberschreitungen
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Reliability plot for EMA

Abbildung 15.3.: Q-Q-Diagramm der Lt+1/mt fiir EMA in 1994. @ SFMVaRqgplot.xpl

{t,1(Lisy > VaR,)}, t =1,...,260, (15.22)

als Funktion von ¢ aufgetragen. Die der Unabhéingigkeit der Z; widersprechende Haufung von
Uberschreitungen ist bei der RMA-Methode weitaus deutlicher sichtbar als bei der EMA-
Methode.

Bereits die explorative Analyse zeigt deutlich Unterschiede zwischen RMA und EMA. Als
Ergénzung vergleichen wir die beiden Schétzverfahren jetzt mit geeigneten Tests im Rahmen
des Modells (15.8) - (15.9). Wir betrachten wieder die Stichprobenresiduen Z;,; aus (15.18)
und setzen den Schwellenwert in (15.16) auf den Wert v = 0.8416, d.h. auf das 80%-Quantil
der Verteilung von Z,; = 1. Daraus ergibt sich ¢ = 1.4 nach (15.16). Auf Grund der

g

asymptotischen Verteilung (15.20) kénnen wir die Signifikanz der Hypothese

Hy 914 (15.23)

iiberpriifen. Eine fiir den vorliegenden Stichprobenumfang bessere Approximation als die
Standardnormalverteilung erhalten wir mit der Student ¢(20)-Verteilung, wenn wir genera-
lisierte Freiheitsgrade heranziehen.

L(Zp) = L(Lf“) ~ 1(20). (15.24)

Oy

Der sich daraus ergebende Wert von ¢ unterscheidet sich von dem obigen Wert um 5%, die
entsprechenden Varianzen ¢? jedoch um 18%. Wir betrachten daher auch die Hypothese

Hy -0 S 147 (15.25)
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Time plot for exceedances for RMA Time plot for exceedances for EMA
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Abbildung 15.4.: Zeitdiagramm der Uberschreitungen iiber das 80% Niveau von VaR fiir
RMA (links) und EMA. Die bessere Losung mit EMA ist einleuchtend.
Q SFMVaRtimeplot.xpl

Die folgenden Tabellen (15.1) bis (15.4) fassen unsere Ergebnisse zusammen.

Method ¥ =14 ¢=0.46 \/N(u)g significance N (u)
EMA 9=172 ¢{=1.01 2.44 0.75% 61

~

RMA 9=194 <¢=13 3.42 0.03% 68

Tabelle 15.1.: Hy -9 = 1.4

Method ¥ =147 ¢ =0.546 wN(@% significance N (u)
EMA ¢9=172 ¢=1.01 2.01 2.3% 61

~

RMA ¢9=194 <¢=13 3.04 0.14% 68

Tabelle 15.2.: Hy : ¢ © 1.47

Aus den Tabellen (15.1) und (15.2) wird ersichtlich, dass die beobachteten Uberschreitun-
gen fiir EMA weitaus besser kalibriert sind als fiir die RMA-Methode. Fiir eine Stichprobe
von 260 Werten erwarten wir 52 Uberschreitungen (Standardabweichung 6.45). Fiir den
EMA beobachten wir 61 (61 — 52 ~ 1.5 - Standardabweichung) Uberschreitungen und fiir
den RMA 68 (68 — 52 ~ 2.5 - Standardabweichung). Natiirlich beeinflussen die Ausreiler
den Test erheblich. Wir wiederholen daher die Analyse ohne die extremen Ausreifler und
erhalten (15.3) und (15.4).
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Method ¥ =14 ¢=0.46 \/N(u)g significance N (u)
EMA ¢J=1645 ¢=0.82 2.31 1% 60

~

RMA ¢9=183 ¢=0.93 3.78 0.00% 67

(<

Tabelle 15.3.: Hy : ¢ = 1.4—largest outlier excluded

Method ¥ =147 ¢ =0.546 \/N(u)% significance N (u)
EMA ¢9=1645 ¢=0.82 1.65 5% 60

~

RMA 9=183 <¢=0.93 3.1 0.15% 67

Tabelle 15.4.: Hy : 9 © 1.47—largest outlier excluded

Zusammenfassend konnen wir feststellen, dass die EMA Methode bessere Kalibrations-
ergebnisse liefert als die RMA Methode. Beide Methoden sind jedoch stark ausreiflersensitiv
und sollten parallel betrachtet werden. Auch die EMA-Methode leidet darunter, dass unsere
auf dem Delta-Normal-Modell basierenden Annahmen (15.8) - (15.9) nur in grober Néherung
erfiillt sind. Die Residuen Z; sind weder normalverteilt noch unabhéngig, wobei allerdings die
EMA-Methode dank ihres exponentiell abfallenden Gedéachtnisses weniger unter den Aus-
wirkungen der Abhéngigkeit leidet.

15.4. Literaturhinweise

Der klassische Zugang zur Value at Risk (VaR) Schétzung besteht darin, lineare oder lineari-
sierte Portfolios zu betrachten, siche ( ). Die lineare Struktur transformiert
mehrdimensionale normalverteilte Zufallsvariablen in eindimensionale Gaufische Grofien, de-
ren Quantile man schétzen kann. Ein Zugang iiber asymptotische Verteilungen der Extrem-

wertstatistik findet man in ( ) und
( ). ( ) fiithren die Vorteile von (15.14) in einem RAROC (risk-
adjusted return on capital) setup an. ( ) begriinden,
dass der erwartete Shortfall ein kohérentes Risikomaf ist. ( ) zeigen,
dass (15.14) eine sinnvolle Approximation fiir eine worst case Situation darstellt.

( ) zeigen, wie (15.14) im Kontext von Extremwerttheorien verwendet wird.
Einen guten Uberblick iiber die VaR Problematik gibt ( ). Die meisten deutschen
Gesetzestexte findet man unter www.bakred.de. ( ) ist ein Kritiker bestimmter

VaR Definitionen und fiithrt einige Beispiele an, in denen Value at Risk Definitionen “blind”
gegeniiber bestimmten Handelsstrategien werden (“Peso Problem Traders”). Einen ausfiihr-

lichen Literatureinblick findet man in ( ). Dort werden von
( ) VaR Berechnungen auf der Basis des ability to pay Prozesses durchgefiihrt
und Lénderrisiken von ( ) untersucht.
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16. Neuronale Netze

Ein neuronales Netz ist ein nichtlineares System, das eine Reihe von reellen Eingangsva-
riablen zq,...,z, iiber mehrere Zwischenschritte in eine oder mehrere Ausgangsvariable
Yi,...,Y, iberfiihrt. Es représentiert eine Funktion v : RP — R?:

(y1, - .- ,yq)T =v(ry,...,2p),

die eine spezielle, durch die Netzstruktur gegebene Form hat. Graphisch wird dies wie in
Abbildung 16.1 in Form eines gerichteten Graphen dargestellt, dessen Knoten zu verschie-
denen Schichten gruppiert sind. In der Fingangsschicht (Input layer) steht jeder Knoten fiir
eine der Eingangsvariablen; in der Ausgangsschicht (Output layer) reprisentiert jeder Kno-
ten eine der Ausgangsvariablen. Dazwischen liegen eine oder mehrere verborgene Schichten
(Hidden layers), deren Knoten weder Quellen noch Senken des Graphen sind. Das Netz in
Abbildung 16.1 besitzt nur eine verborgene Schicht. Dariiberhinaus handelt es sich um ein
Feedforward-Netz, da es keine Kanten enthélt, die in einem Knoten beginnen und in demsel-
ben oder einem anderen Knoten aus derselben oder einer vorausgehenden Schicht enden.

Abbildung 16.2 zeigt ein Feedback-Netz, in dem Riickkopplungen zwischen Knoten der bei-

() W
><@

O Y

v ;\
L
/ O

o/

Eingabeschicht Verborgene Schicht ~ Ausgabeschicht
Input layer Hidden layer Output layer

Abbildung 16.1.: Neuronales-Feedforward-Netz mit einer verborgenen Schicht

den verborgenen Schichten vorkommen. Im folgenden beschrénken wir uns auf Feedforward-
Netze.

241



S><O\o
O 6/

Input 1. Hidden 2. Hidden Output

W

Abbildung 16.2.: Neuronales-Feedback-Netz mit zwei verborgenen Schichten

Neuronale Netze werden in der Finanzstatistik zur Darstellung von Funktionen benutzt, die
zum Beispiel die Ausfallwahrscheinlichkeit eines Kredits, die Vorhersage eines Wechselkurses
oder die Volatilitat einer Aktie sein konnen. Es handelt sich dabei um einen nichtparametri-
schen Ansatz, der im Vergleich zu den in Kapitel 13 betrachteten lokalen Glattungsverfah-
ren einen hohen Modellierungs- und Rechenaufwand erfordert, dafiir aber auch dann noch
praktikabel ist, wenn man sehr viele Variable beim Vorhersagen oder Risikoquantifizieren
beriicksichtigen mochte, d.h. wenn die Dimension p des Funktionsargumentes grof3 ist.

Da neuronale Netze ein in der Statistik noch vergleichsweise unbekanntes Werkzeug sind,
geben wir im ersten Abschnitt eine elementare Einfithrung in die Struktur neuronaler Net-
ze. Sie ermoglichen es, komplexe Funktionen aus einfachen Bausteinen zusammenzusetzen.
Im zweiten Abschnitt beschreiben wir ein populédres numerisches Verfahren zur Anpassung
von neuronalen Netzen an Daten, bevor wir anschlieBend verschiedene Anwendungen auf
Finanzprobleme und die dazu benétigten Grundlagen vorstellen.

16.1. Vom Perzeptron zum nichtlinearen Neuron

Das Perzeptron ist ein einfaches mathematisches Modell fiir das Funktionieren einer Nerven-
zelle, die Signale von Sinneszellen und anderen Nervenzellen empfingt (die Eingangsvaria-
blen) und davon abhéngig ,feuert®, d.h. ein Signal an nachgeordnete Nervenzellen sendet,
oder inaktiv bleibt. Trotz aller Nachteile war das Perzeptron sehr einflussreich fiir die Denk-
weise im Zusammenhang mit neuronalen Netzen, so dass es einen guten Einstieg in die
Diskussion der Bausteine bietet, aus denen neuronale Netze gebildet werden. Das Perzep-
tron arbeitet in zwei Schritten:

— die Eingangsvariablen z1, ... ,z, werden mit Gewichten wy, ... ,w, multipliziert und ad-
diert,
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— das Ergebnis wird einer Schwellenoperation unterzogen.

r = (z1,...,2,)", w = (wy,...,wy)" bezeichne die Input- und Gewichtsvektoren, und
fiir ein b sei ¥ (u) = 1 o0)(u) die zugehérige Schwellenfunktion. Die Ausgangsvariable y =
(wlx) des Perzeptrons ist also 1 (die Nervenzelle ,feuert”), wenn die Summe der gewich-
teten Eingangssignale oberhalb der Schwelle b liegt, und sonst 0 (die Nervenzelle bleibt
inaktiv). Die Wirkungsweise des Perzeptrons hingt von den Gewichten wy, ... ,w, und dem

U\O

i) O Wa >

- Y = Lipo0) (W' )

Abbildung 16.3.: Das Perzeptron

Schwellenwert b ab. Eine dquivalente Darstellung erhilt man, indem man als zusétzliche
Eingangsvariable die Konstante o = 1 einfiihrt, diese mit dem Gewicht wg = —b versieht
und als Schwellenwert 0 wahlt, da dann

P P
Lb,00) (Z wﬂi) = L(0,00) (Z wi$i> :
i=1 =0

Diese Darstellung ist oft bequemer, da bei den frei wihlbaren Systemparametern nicht zwi-
schen Gewichten und Schwellenwert unterschieden werden muss.

Ein Perzeptron kann trainiert werden, Klassifikationsaufgaben des folgenden Typs zu losen:
Gegeben seien Objekte, die zu einer von zwei Klassen Cj oder C; gehoren. Entscheide an-

hand der an einem Objekt gemachten Beobachtungen zi,...,x,, ob es zu Cy oder zu C
gehort.

Das durch die Gewichte wy, ... ,w, charakterisierte Perzeptron klassifiziert ein Objekt als
zu Cy bzw. Cy gehorig, wenn die Ausgangsvariable y = y(z1,...,2,) 0 bzw. 1 ist. Da-
mit die Klassifikationsaufgabe ,, moglichst gut® gelost wird, miissen die Gewichte wy, ... ,w,
gelernt® werden. Dazu steht ein Trainingsset (™M, W), ... (2T (M) von T Inputvek-
toren z® = (2, ... 2)T zur Verfiigung, deren korrekte Klassifikationen (1), ... 2™ ¢

{0,1} bekannt sind. Mit Hilfe von Lernregeln werden aus dem Trainingsset geeignete Ge-
wichte w0y, ... ,w, bestimmt.

In statistischer Sprache besteht die Aufgabe darin, aus den Daten (z®, 2®) ¢t =1,... T, die
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Parameter des Perzeptrons zu schitzen. Eine Lernregel ist ein Schéatzverfahren, das Schétz-
werte W, ... , W, liefert.

Eine Lernregel ist z.B. die Delta- oder Widrow-Hoff-Lernregel: Die Inputvektoren z® ¢ =
1,...,T, werden nacheinander als Eingangsvariablen des Perzeptrons benutzt, und die Aus-
gangsvariablen y), t = 1,... T, werden mit ihren Zielwerten, den korrekten Klassifikatio-
nen 2, t =1,... T, verglichen. Wenn in einem Schritt y* = 2} so bleiben die Gewichte
unverindert. Wenn dagegen y® # 2 so wird der Gewichtsvektor w = (wy, ... ,w,)T fol-
gendermaflen angepasst:

Whew = w + (2" — y®P) 2@

7 ist ein kleiner Relaxationsfaktor, der eventuell langsam gegen 0 gehen muss, um eine Kon-
vergenz des Lernalgorithmus zu ermoglichen. Der Startwert fiir w wird willkiirlich vorgegeben
oder zufillig bestimmt, z.B. uniform verteilt aus [0, 1]7+1.

Das Lernen endet nicht, wenn alle Inputvektoren dem Netz prasentiert worden sind, sondern
nach der Eingabe von z(") wird als néchster Inputvektor wieder ) benutzt. Das Trainings-
set wird mehrmals durchlaufen, bis das Netz alle Objekte im Trainingsset korrekt klassifiziert
bzw. wenigstens ein gegebenes Qualitatskriterium fiir das Ausmafl der Fehlklassifikationen
klein geworden ist.

Die Gewichte wy, ... ,w, sind nur bis auf einen positiven Skalenfaktor identifizierbar, d.h.
fir o > 0 fithren awy, ... ,aw, zur selben Klassifikation. Beim Anwenden einer Lernregel
wie der von Widrow und Hoff kann es daher vorkommen, dass ||w|| immer grofer wird, was
zu numerischen Problemen fithren kann. Um dies zu vermeiden, verwendet man die Technik
des sogenannten weight decay, d.h. modifizierte Lernregeln, bei denen ||w|| stabil bleibt.

BEISPIEL 16.1 (Lernen der ODER-Funktion)
Sei p =2 und x1,x9 € {0,1}. Die zu lernende Klassifikation sei das logische ODER:

z=1, wenn x1 =1 oder xo =1,
z=0, wenn x1 =0 und x5 =0.

Als Trainingsset dienen die Inputvektoren incl. der ersten Koordinate xg = 1

1 1 1 1
dD=111],29=[0],20=(1],29=/{0
0 1 1 0

mit den korrekten Klassifikationen z1) = 22 = 200 = 1, 24 = 0. Das Perzeptron mit

Gewichten wg, wy,wy klassifiziert ein Objekt als 1 genau dann, wenn
WoTo + WiT1 + woxg > 0,

und als 0 sonst. Als Startvektor benutzen wir w = (0,0,0)T, und wir setzen n = 1. Die
einzelnen Schritte des Widrow-Hoff-Lernens sehen nun folgendermafien aus:
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1. wW liefert y =0 # 2. Die Gewichte werden gedndert:
Wnew = (0,0,0)" + (1 = 0)(1,1,0)" = (1,1,0)"

2. @ wird mit diesem Gewichtsvektor korrekt klassifiziert.
3. &) wird mit diesem Gewichtsvektor korrekt klassifiziert.

4. Fir ¥ ist wTz™ =1, so dass die Gewichte erneut gedndert werden:
Whew = (1,1, O)T + (0 —1)(1,0, O)T = (0,1, O)T

5. W wird erneut als Eingabe benutzt und korrekt klassifiziert.

6. Da wlz® =0
Wnew = (0, 1,0)T + (1 —0)(1,0, l)T = (1,1, 1)T

7. Da wTx® =3 >0, wird 2 korrekt klassifiziert.

8. ™ wird falsch klassifiziert, so dass
Wpew = (1,1,1)7 + (0= 1)(1,0,0)" = (0,1,1)"

Damit endet das Verfahren, da das Perzeptron mit diesem Gewicht alle Inputvektoren im
Trainingsset korrekt klassifiziert. Das Perzeptron hat die ODER-Funktion auf der Menge
{0,1}? gelernt.

Man unterscheidet verschiedene Arten des Lernens fiir neuronale Netze:

Supervised Learning: Vergleiche Netzausgabe y = y(z1, ... ,2,) mit Zielvorgabe
z=z(x1,...,x,). Falls y # 2z, verdndere Gewichte nach Lernregel.
Reinforcement Learning: Zu jeder Netzausgabe y = y(z1, ... , x,) erfihrt man, ob sie , richtig*

oder ,falsch“ ist - im zweiten Fall aber nicht, was der richtige Wert ist. Falls y ,falsch*,
verdndere Gewichte nach Lernregel.

Unsupervised Learning: Keine Riickmeldung wihrend des Lernens. Ahnlich wie in der Clu-
steranalyse werden mit Hilfe redundanter Informationen Zufallsfehler aus den Daten heraus-
gefiltert.

Fiir y € {0, 1} fallen Supervised und Reinforcement Learning zusammen. Zu diesem Typ
zéhlt die Widrow-Hoff-Lernregel fiir das Perzeptron.

Das Perzeptron kann nicht alle gewiinschten Klassifikationen lernen. Das klassische Gegen-
beispiel ist das logische ENTWEDER - ODER (XOR = "exclusive or”):

z =1, wenn entweder x; = 1 oder x5 = 1,
z=0, wenn r1 =9 = 0 oder z; =29 =1.

Einem Perzeptron mit Gewichten wq, wy, ws entspricht eine Hyperebene wq+wix,+wszs = 0
im Raum R? der Inputs (x,,25)7, die die Menge der durch das Perzeptron als 0 klassifizier-
ten Objekte von den als 1 klassifizierten Objekten trennt. Man iiberlegt sich leicht, dass es
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keine Hyperebene gibt, die die beim ENTWEDER - ODER als 1 zu klassifizierenden Inputs

((1)), ((1)) von den als 0 zu klassifizierenden (8), (}) trennt.

DEFINITION 16.1 (linear separierbar)
Fiir p > 1 heiflen zwei Teilmengen Xy, X1 C RP linear separierbar, wenn w € RP, wy € R

existieren mat
wo +wlz >0 firz e X,

wo +wle <0 firx e X.

Das Perzeptron mit p Eingangsvariablen zi, ... ,z, (zzgl. der Konstanten xy = 1) kann ge-
nau die Klassifikationen lernen, die linear separierbaren Mengen von Inputs entsprechen.

Wenn keine perfekte Klassifikation durch ein Perzeptron moglich ist, kann man wenigstens
versuchen, eine ”"gute” Klassifikation zu finden, d.h. die Gewichte wy, ... ,w, so zu bestim-
men, dass ein MaB fiir das Ausmaf} der Fehlklassifikationen minimiert wird. Ein Beispiel fiir
einen solchen Ansatz liefert die Kleinste-Quadrate-(KQ-) Klassifikation:

Gegeben das Trainingsset (z(,2(M), ... (2™, 2(T), Bestimme zu fest vorgegebenem wy
die Gewichte wy, ... ,w, so, dass
T
Qw) = Qwy,... 7wp) = Z(z(i) — y(i))2 = min!
i=1
mit y @ = 19 a0y (wo + w'2®), w = (wy,... ,w,)"
wp kann beliebig vorgegeben werden, da die Gewichte wy, ... ,w, wie oben beschrieben nur

bis auf ein Skalenfaktor bestimmt sind. Q(w) ist im Fall des Perzeptrons, das eine binére
Klassifikation vornimmt, einfach die Zahl der Fehlklassifikationen. Die obige Form lasst sich
aber direkt auf andere Probleme {ibertragen. Das erreichbare Minimum von Q(w) ist genau
dann 0 (perfekte Klassifikation des Trainingssets), wenn die beiden Mengen

A =@, i <1y 20 =0, 0 = {20, i< T 20 = 1)

linear separierbar sind.

Die Widrow-Hoff-Lernregel 16st das KQ-Klassifikationsproblem; es gibt aber eine Reihe an-
derer Lernregeln oder Schitzverfahren, die dies ebenfalls leisten. Das Perzeptron erweist sich
fiir viele Anwendungen als zu inflexibel. Daher betrachtet man allgemeinere Typen von Neu-
ronen als Bausteine neuronaler Netze:

T

r = (z1,...,7,)", w = (wy,...,w,)" seien Input- und Gewichtsvektoren. Zu 3,3, € R

sel
1

1+ exp(—52)

Vs(t)

die logistische Funktion, wegen ihrer Gestalt oft auch "die” sigmoide Funktion genannt, ob-
wohl man an ihrer Stelle auch andere Funktionen mit sigmoider Gestalt benutzen kann,
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z.B. die Verteilungsfunktion einer Normalverteilung. Die Ausgangsvariable des Neurons ist
y = Yg(w’z).

Fiir By — 0+ geht ¢5(t) in eine Schwellenfunktion iiber:
bp(t) — Loeo)(t+0)  fir fo — 0+,

so dass das Perzeptron Grenzfall eines Neurons mit logistischer Aktivierungsfunktion ist.
By wird oft nicht explizit erwédhnt, da es als Skalenfaktor in die anderen Parameter

Abbildung 16.4.: Neuron mit sigmoider Ubertragungsfunktion

wi, ... ,wy, B des Neurons integriert werden kann. Setzt man zusétzlich wy = g und zp = 1,
so lasst sich die Ausgabevariable auch in der Form schreiben:

u 1
_ T\ _ : _
y=1(wy+w x)= ¢(k§:O wgTy) mitP(t) = 14et

Durch Verbinden mehrerer Neuronen mit sigmoider oder - im Grenzfall - Schwellen- Aktivie-
rungsfunktion zu einem Feedforward-Netz erhélt man ein Multilayer-Perceptron (MLP, d.h.
mehrschichtiges Perzeptron) genanntes neuronales Netz. Abbildung 16.5 zeigt ein solches
neuronales Netz mit zwei Eingangsvariablen zzgl. der Konstanten xzq = 1, zwei sigmoiden
Neuronen in der verborgenen Schicht, die iiber ein weiteres sigmoides Neuron zur Ausgangs-
variable verbunden werden, wobei ¥(t) = {1+ e~*}~! wie oben.

Entsprechend lassen sich auch neuronale Netze mit mehr als einer verborgenen Schicht kon-

w.
Zo

1 ©>®—’ y=1v {Z?:l uy (Z?:o wilmi) }
O

T2

Abbildung 16.5.: Multilayer-Perzeptron mit einer verborgenen Schicht

struieren, die mehrmals eine Ausgangsvariable liefern. Die Verbindungen miissen auch nicht
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vollstandig sein, d.h. Kanten zwischen Knoten aufeinanderfolgender Schichten kénnen fehlen
bzw. dquivalenterweise kénnen einige Gewichte von vorneherein 0 gesetzt werden. Statt der
logistischen Funktion oder &hnlicher sigmoider Funktionen kénnen in einzelnen Neuronen
auch Schwellenfunktionen wie beim Perzeptron, einfache Linearkombinationen oder auch so-
genannte Radial Basis Functions (radiale Basisfunktionen oder RBF) auftreten. Zu letzteren
gehoren die Dichte der Standardnormalverteilung und dhnliche symmetrische Kernfunktio-
nen. Man spricht dann aber nicht mehr von einem MLP, sondern von einem RBF-Netz.
Abbildung 16.6 zeigt ein unvollstdndiges neuronales Netz mit zwei Ausgangsvariablen. Die

e e O ® .
i %Q\@

Abbildung 16.6.: Multilayer-Perzeptron mit zwei verborgenen Schichten

Gewichte w3, was, w31, v12 und v3; sind auf 0 gesetzt, und die entsprechenden Kanten tauchen
im Netzgraphen nicht auf. Die Ausgangsvariable y; ist z.B.

y1 = v (wor + w111 + Wa1Z2) + Vo1 (Woe + Wiy + WaaT3),

eine Linearkombination der Ergebnisse der oberen beiden Neuronen der verborgenen Schicht.

Bisher haben wir nur den in der Literatur am haufigsten betrachteten Fall erwdahnt, dass
ein Neuron auf eine Linearkombination von Gréflen aus der vorhergehenden Schicht wirkt.
Gelegentlich wird aber auch der Fall betrachtet, dass der Output eines Neurons von der
Form ¢ (II_,w;x;) bzw. ¢ (max;—;, , ;) ist.

Neuronale Netze vom MLP-Typ konnen fiir Klassifikationsprobleme, aber auch fiir Regress-
ions- und Vorhersageprobleme benutzt werden. Um ein fiir die jeweilige Aufgabe geeignetes
Netz zu finden, miissen die Gewichte anhand eines Trainingssets gelernt werden, d.h. die
Netzparameter anhand von Daten geschétzt werden. Da wir uns auf den Fall des Supervised
Learnings beschrinken, heifit dies, dass als Trainingsset (z(1), 2M), ... (™) 2(T)) gegeben
sind. Die 29 € R? sind Inputvektoren, die 2 € R? sind die korrespondierenden Zielgrofen,
d.h. die als Output des Netzes gewiinschten Vektoren. Die Zielvektoren z() werden mit den
aktuellen Ausgangsvariablen 3 € R? des Netzes verglichen. Die Gewichte werden so be-
stimmt, dass die Abweichungen zwischen den 2 und den y® klein sind. Ein Beispiel dafiir
ist der bereits beim Perzeptron betrachtete Kleinste-Quadrate-(KQ-)Ansatz:

Es sei das Trainingsset (z(M),zM), ... (2™, (7)) gegeben. Die Gewichte wq,! = 1,...,r,
xo = 1 seien vorgegeben, wobei r die Zahl der Neuronen in der ersten verborgenen Schicht
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ist. Bestimme die Gewichte aller anderen im Netz auftretenden Kanten (zwischen Eingangs-
schicht, den verborgenen Schichten und der Ausgangsschicht) so, dass

T
Z |12 — y®)||> = min !
k=1

In dem Netz der Abbildung 16.6 wird die Minimierung z.B. bzgl. der Gewichte wiq, ws,
Wa1, Was3, W3a, W33, V11, Va1, Vg, U3 vorgenommen. Die Gewichte wgy, woz, wo3 konnen frei vor-
gegeben werden, um wie beim Perzeptron die Willkiirlichkeit von Skalenfaktoren zu umgehen.

Statt des KQ-Ansatzes werden auch andere Verlustfunktionen minimiert, z.B. gewichtete
quadratische Absténde oder - vor allem bei Klassifikationen - der Kullback-Leibler-Abstand:

NG 01— a®
ZZ " log ’(k —i—(l—zi( N log o (= min!

Y; -y

(k)

Da nur die y; ' von den Gewichten abhéngen, ist dies dquivalent zur Minimierung der Kreu-

zentropie zwischen den z; und den y;, die jeweils in (0, 1) liegen:

- Z > { Nogy™ + (1 — 2)1og(1 — y§k>)} = min!

16.2. Backpropagation

Das bekannteste Verfahren, mit dem Feedforward-Netze ihre Gewichte aus dem Trainingsset
lernen, ist Backpropagation. Dahinter verbirgt sich nichts anderes als ein numerisches Ver-
fahren zur Losung des (nichtlinearen) Kleinste-Quadrate-Problems, das sparsam mit dem
Speicher umgeht, dafiir aber eventuell langsame Konvergenz und numerische Instabilitédten
aufweist.

Zur Illustration betrachten wir ein neuronales Netz mit einer Ausgangsvariable y (d.h. ¢ = 1)
und einer verborgenen Schicht mit nur einem Neuron:

y = P(wy + w' ).

1 kann die logistische, aber auch eine andere Ubertragungsfunktion sein. Das Trainings-
set sei (2, 2M), ... (2™, 2()), Das Gewicht wy der Konstanten halten wir fest, um den
willkiirlichen Skalenfaktor zu eliminieren. Die zu minimierende Funktion

T

Qw) = (0 —yW)

k=1
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hingt somit nur von den Gewichten wy, ... ,w, der Eingangsvariablen ab.

Ein elementares numerisches Verfahren zur Minimierung von @) ist das Gradientenabstiegs-
verfahren. Ausgehend von einem Gewicht w(V) ermittelt man die ndchste Nédherung, indem
man ein Stiick in Richtung des steilsten Abstiegs von @) geht:

w(N +1) = w(N) ngrad Q(w(N)),
grad Qw) = —3_; 2(z0 — y®)y (wTx®)2®),

Zur Beschleunigung der Konvergenz kann die kleine Konstante n > 0 zusétzlich im Lauf der
[teration gegen O gehen.

Beim Gradientenabstiegsverfahren wird die Qualitét der Gewichte w(N), d.h. des aktuel-
len Netzes, simultan anhand aller Daten im Trainingsset beurteilt. Das Netz wird auf alle
M, . 2 angewandt, und erst dann wird der Gewichtsvektor geindert.

Backpropagation ist ebenfalls eine Art Gradientenabstiegsverfahren mit dem Unterschied,
dass das Netz sukzessive auf die einzelnen z® angewandt wird und nach jedem Einzelschritt
bereits die Gewichte verdndert werden, und zwar in Richtung des steilsten Abstiegs der

Funktion Q(w) = (2 — y*)2 .

wn+1) = w(n)— ngrako( (n), k=1,...,T,
grad Quw) = —2(: =y (wTa®)z®,

Ist dabei das Trainingsset einmal durchlaufen worden, fingt die Iteration wieder von vorne
an. T" Schritte Backpropagation entsprechen dabei grob gesagt einem Schritt des Gradienten-
abstiegsverfahrens. Auch beim Backpropagation-Algorithmus kann es notig sein, 7 langsam
gegen 0 gehen zu lassen.

Die Widrow-Hoff-Lernregel ist im Prinzip ein Backpropagation-Algorithmus. Die Schwel-
lenfunktion v(t) = 1(g,00)(wo + ) ist zwar nicht differenzierbar, aber nach Présentation von
) werden auch hier die Gewichte in Richtung des steilsten Abstiegs von Q(w) veréindert,
d.h. in Richtung z® fiir 2*) = 1,y® = 0 und in Richtung —2® fiir 2 =0, y* = 1. Bei
richtiger Klassifikation bleiben die Gewichte hier unveréndert.

Natiirlich kann man zur Bestimmung der Gewichte eines neuronalen Netzes jeden numeri-
schen Algorithmus einsetzen, der das Minimum der nichtlinearen Funktion @ (w) bestimmen
kann. Bei einigen Anwendungen haben sich z.B. konjugierte Gradientenverfahren als schnell
und zuverlissig erwiesen. All diese Algorithmen laufen allerdings Gefahr, in einem lokalen
Minimum von @(w) zu landen. In der Literatur iiber neuronale Netze wird zwar gelegentlich
behauptet, dass im Zusammenhang mit dem Trainieren von Netzen solche lokalen Minima
nicht auftreten. Aus der Erfahrung der Statistik mit Maximum-Likelihood-Schétzern fiir
hochdimensionale Parameter heraus ist damit aber durchaus zu rechnen, da das Trainieren
von neuronalen Netzen fiir z.B. Zwecke der Regressionsanalyse sich unter entsprechenden
Normalitdtsannahmen als Maximum-Likelihood-Schétzverfahren interpretieren lésst.
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16.3. Neuronale Netze in der nichtparametrischen
Regressionsanalyse

Neuronale Netze vom MLP-Typ beschreiben eine Abbildung der Inputvariablen xz € R? auf
die Ausgangsvariable y € RY. Wir beschrinken uns in diesem Abschnitt auf den Fall, dass
das Netz nur eine verborgene Schicht aufweist und dass die Ausgangsvariable univariat ist
(¢ =1). Dann hat y € R als Funktion von z die Form

p
y=uvo+ » vpt(won + Z wipr;) = vy(x;9) (16.1)

h=1 Jj=1

M=

wobei H die Anzahl der Neuronen in der verborgenen Schicht und ) die vorgegebene Uber-
tragungsfunktion ist. Der Parametervektor

_ T +1)H+H+1
19—(w01,...,wpl,wgg,...,pr,vo,...,vH) GR(p )

enthélt alle Gewichte des Netzes. Bereits diese Netze mit einer verborgenen Schicht besitzen
eine universelle Approximationseigenschaft: jede messbare Funktion m : R? — R lésst sich
beliebig genau durch Funktionen vy (z, ) approximieren, wenn 1) eine monoton wachsende
Funktion mit beschrinktem Wertebereich ist. Genauer gesagt gilt das folgende Resultat

( , 1989):

SATZ 16.1 Seitp : R — [0, 1] monoton wachsend mit lim, o ¥ (u) = 0, lim, o ¥(u) = 1,
und sei J = {vy(x;9); H > 1,9 € ROHDETEYY gie Menge der durch ein MLP mit einer
verborgenen Schicht gegebenen Funktionen von RP nach R.

a) Zu jeder Borel-messbaren Funktion f : RP — R ezistiert eine Folge v, € J, n > 1,
mit p(z; | f(x) — vp(x)] > €) — 0 fiir n — oo fir jedes € > 0, wobei p ein beliebiges
Wahrscheinlichkeitsmafs auf der Borel-o-Algebra von RP ist.

b) Zu jeder stetigen Funktion f : RP — R ezistiert eine Folge v, € J, n > 1, mit
sup,ec | f(x) — vp(z)] — 0 fiir n — oo, wobei C' eine beliebige kompakte Teilmenge
von RP ist.

Der Wertebereich von 1 kann anstelle von [0, 1] jedes beschrénkte Intervall sein, ohne dass
sich an der Giiltigkeit der Approximationseigenschaft etwas édndert.

Der Gewichtsvektor 9 ist nicht eindeutig durch die Netzwerkfunktion vy bestimmt. Ist zum

Beispiel die Ubertragungsfunktion antisymmetrisch um 0, d.h. (—u) = —¢(u), so andert
sich vy (z;v) nicht, wenn
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a) die Neuronen der verborgenen Schicht vertauscht werden, was einer entsprechenden Ver-
tauschung der Koordinaten von ¢ entspricht, oder wenn

b) alle Eingangsgewichte wop, . .. ,wy, und das Ausgangsgewicht v, eines Neurons mit —1
multipliziert werden.

Um diese Mehrdeutigkeit zu umgehen, beschranken wir die Parametermenge auf einen Fun-
damentalbereich im Sinne von ( ), der zu jeder Netzwerkfunktion
vy (z;¥) genau einen zugehorigen Parametervektor ¢ enthilt. Im Fall der antisymmetri-
schen Ubertragungsfunktion beschrinken wir uns zum Beispiel auf Gewichtsvektoren mit
v > vy > ... > vy > 0. Un die folgenden Uberlegungen zu vereinfachen, nehmen wir
auBerdem an, dass ¥ in einer geniigend grofien kompakten Teilmenge O C REP+DH+H+

eines Fundamentalbereichs enthalten ist.

Wegen ihrer universellen Approximationseigenschaft sind neuronale Netze ein geeignetes
Werkzeug, um nichtparametrische Schitzer fiir Regressionsfunktionen zu konstruieren. Wir
betrachten hierzu das folgende heteroskedastische Regressionsmodell:

Zt:f(Xt)+€t7 tzl,...,N,

wobei Xi,..., Xy unabhéngig und identisch verteilte d-variate Zufallsgréffen mit Dichte
p(r),r € R? sind. Die Residuen €1, ... , ey sind unabhingige, reellwertige Zufallsgroen mit

E(e|X; =2) =0, E(&2|X; =1)=s(r) < o0.

€

Wir setzen voraus, dass der bedingte Erwartungswert f(x) und die bedingte Varianz s?(x)
von Z; gegeben X, = x stetige, beschrinkte Funktionen auf R? sind. Um die Regressions-
funktion f zu schétzen, passen wir ein neuronales Netz mit einer verborgenen Schicht und
einer ausreichend grofien Zahl H von Neuronen an die Eingangsvariablen Xy,... , Xy und
die Zielgroflen Zy,...,Zxn an, d.h. fiir vorgegebenes H bestimmen wir den nichtlinearen
Kleinste-Quadrate-Schiitzer 0y = argmingcg, Dy () mit

A

D (0) = 1 32— v (X))

Unter geeigneten Bedingungen konvergiert Uy fir N — oo und festes H in Wahrscheinlich-
keit gegen den Parametervektor g € Oy, der der besten Approximation von f(z) durch
Funktionen des Typs vy (z;v),9 € Oy, entspricht:

Yo = argmin D(Y) mit D) = E(f(X;) — va (X 9))2

VeEO
Unter etwas stérkeren Voraussetzungen folgt auch die asymptotische Normalitét von Jn und
damit des Schétzers fy(x) = vg(z;Jy) fiir die Regressionsfunktion f(z).
Der Schétzfehler In — Up ldsst sich in zwel asymptotisch unabhingige Teilkomponenten
zerlegen: Uy — g = (Un — Un) + (In — ), wobei die Hilfsgrofle
N

iy = argmin - 3" (F(X) v (X))’

196@1-1 =1
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die Stichprobenversion von D(¢) minimiert. Damit gilt ( , ):

SATZ 16.2 Sei ¢ beschrinkt und zweimal stetig differenzierbar mit beschrdnkten Ablei-
tungen. D(¥) habe ein eindeutiges globales Minimum ¥y im Innern von Oy, und die Hesse-
Matriz V*D(d90) von D an der Stelle 9y sei positiv definit. Zusditzlich zu den oben geforderten
Bedingungen an das Regressionsmodell gelte

0<d<s*(z) < A<oo firalle z,
E(le"| Xe =2) < C,<oo firalle x,n>1

mit geeigneten Konstanten 6, A, C,, n > 1. Dann gilt fiir N — oo :

Oy — Iy L X1 0
AT )= ()

mit Kovarianzmatrizen
S = (V2D(90)) ' Bi(0o)(V2D(¥)) ' i = 1,2,
Bi(9) = 4/3?@) Vg (z;9) Vg (9T p(o)dz

By (9) = 4/(f(x) — vy (2;9))* Vg (z;9) Vg (2;9) p(z)de

wobei Vvyg den Gradienten der Netzfunktion bzgl. der Parameter ¥ bezeichnet.

Aus dem Satz folgt sofort, dass vN(Jy — 1) asymptotisch N(0, £y 4+ Xp)-verteilt ist. 34
steht hier fiir die durch die Beobachtungsfehler ¢, verursachte Variabilitdt des Schétzers 0] N
Y, repréasentiert den Anteil an asymptotischer Variabilitéit, der durch die Misspezifikation
der Regressionsfunktion verursacht wird, d.h. durch die Tatsache, dass f(z) fiir festes H und
kein 9 von der Form vy (z;9) ist. Im korrekt spezifizierten Fall, wo f(z) = vg(x;vy) ist,
verschwindet diese Kovarianzkomponente, da dann By () = 0 und damit ¥y = 0.

Y1, 29 lassen sich wie iiblich durch Stichprobenkovarianzmatrizen schitzen. Um Tests und
Konfidenzbéander fiir f(x) zu konstruieren, bieten sich alternativ zur Ausnutzung der asym-
ptotischen Verteilung Bootstrap- bzw. im heteroskedastischen Fall Wild Bootstrap-Verfahren

an ( : ).

Satz 16.2 bezieht sich auf den theoretischen Wert des Kleinste-Quadrate-Schétzers @N, der
in der Praxis numerisch bestimmt werden muss. 9y sei eine solche numerische Approxima-
tion von 191\/- Die Qualitdt des resultierenden Schétzers 1§N kann dabei von dem benutz-
ten numerischen Verfahren abhéngen. ( ) hat insbesondere gezeigt, dass der
Backpropagation-Algorithmus unter entsprechenden Voraussetzungen zu einem asympto-
tisch ineffizienten Schétzer 9y fithrt, d.h. die asymptotische Kovarianzmatrix von v N (1§ N—
o) ist groBer als die von VN (Jy — ) in dem Sinn, dass die Differenz beider Matrizen
positiv definit ist. Allerdings hat White auch gezeigt, dass durch Anfiigen eines einzigen
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globalen Minimierungsschrittes der aus dem Backpropagation berechnete Schéitzer so modi-
fiziert werden kann, dass er fiir N — oo genauso effizient ist wie der theoretische Kleinste-
Quadrate-Schétzer ¥ y.

Bisher haben wir die Anzahl der Neuronen H in der verborgenen Schicht des Netzes und
damit die Dimension des Parametervektors ¢ festgehalten. Der auf dem Netz basierende
Schiitzer fy(x) = vy (x;Uy) konvergiert dann gegen vy (2;9), so dass im allgemeinen der
Bias E(fy(z)) — m(z) fir N — 0o nicht verschwindet, sondern gegen vy (z;9o) — f () kon-
vergiert. Mit Standardargumenten folgt aus 16.2 direkt:

KOROLLAR 16.1 Unter den Voraussetzungen von 16.2 gilt fiir N — oo

~

VN (vi(a;9x) — va(2;90)) == N(0,02)

mit 02, = Vg (z;90)7 (X1 + 32) Vg (x; ).

Um einen konsistenten Schétzer fiir f(z) zu erhalten, muss die Zahl H der Neuronen, die
bei dem nichtparametischen Schétzer fH(x) die Rolle eines Glattheitsparameters spielt, mit
N wachsen. Wegen der universellen Approximationseigenschaft neuronaler Netze konvergiert
dann vy (z;19g) gegen f(x), so dass der Bias asymptotisch verschwindet. Da mit wachsendem
H die Dimension des Parametervektors ¢ wachst, darf H aber nicht zu schnell gegen oo
gehen, damit die Varianz von fH(x) weiterhin gegen 0 konvergiert. Bei der praktischen Wahl
von H befindet man sich daher in dem fiir die nichtparametrische Statistik typischen Bias-
Varianz-Dilemma: ein kleines H resultiert in einer glatten Schéitzfunktion fH mit geringer
Varianz und groflem Bias, wéhrend ein grofles H zu kleinem Bias, aber hoher Variabilitit
des dann weniger glatten Schétzers fH fithrt.

( ) hat in einem passenden Rahmen gezeigt, dass der auf neuronalen Netzen be-
ruhende Regressionsschétzer fy(z) in Wahrscheinlichkeit gegen f(x) konvergiert und somit
konsistent ist, wenn mit N — oo auch H — oo mit geeigneter Rate.

Daraus folgt, dafl neuronale Netze mit frei wéhlbarer Zahl H an Neuronen in der verborge-
nen Schicht brauchbare nichtparametrische Funktionsschétzer in der Regressions- und, wie
wir im folgenden Abschnitt diskutieren, in der Zeitreihenanalyse zur Verfiigung stellen. Sie
haben den Vorteil, daf8 die approximierende Funktion vy (z;9) der Form (16.1) aus einfachen
Bausteinen, den Neuronen, zusammengesetzt ist, die nur aus einer gegebenen nichtlinearen
Transformation einer affin-linearen Kombination der Variablen z = (1, ... ,2,)" bestehen.
Das macht u.a. die numerische Berechnung von Kleinste-Quadrate-Schétzern fiir ¢ auch
dann noch moglich, wenn die Dimension p der Eingangsvariablen und die Zahl H der Neu-
ronen groff und die Dimension (p + 1)H + H + 1 des Parametervektors somit sehr grof ist.
Im Gegensatz zu den im Kapitel 17 vorgestellten lokalen Gléttungsverfahren sind neuronale
Netze daher auch zum Schétzen von Funktionen auf hochdimensionalen Réumen einsetzbar.
Ein Grund dafiir ist die Nicht-Lokalitiit des Funktionsschitzers fg(z), der nicht nur von
den Beobachtungen (X;, Z;) mit kleiner Norm || X; — || abhidngt und damit in der Praxis
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weniger unter dem Fluch der Dimensionalitédt, d.h. hier der selbst fiir groes N geringen
lokalen Dichte der Beobachtungen X; in hochdimensionalen Réumen, leidet.

Von der Theorie her reicht es aus, neuronale Netze vom MLP-Typ mit einer verborge-
nen Schicht zu betrachten. In der Praxis erzielt man aber manchmal eine vergleichbar gute
Anpassung an die Daten bei wesentlich sparsamerer Parametrisierung, wenn man mehre-
re verborgene Schichten hintereinander schaltet. Eine Netzfunktion mit zwei verborgenen
Schichten aus H bzw. G Neuronen hat z.B. die Gestalt

G H P
v(z;9) = v + Z vy (wgg + Z W, (Won + ijh x])> :
g=1 h=1 j=1

wobei ¢ fiir den Vektor aller Gewichte vy, wj,,, wj, steht. Eine solche Funktion mit klei-
nem H, G kann eine sparsamer parametrisierte Approximation der Regressionsfunktion f(z)
liefern als eine Netzfunktion mit nur einer verborgenen Schicht aus einer grofien Zahl an
Neuronen. In einer Fallstudie zur Entwicklung von Handelsstrategien fiir Wahrungsportfoli-
os ( , ) hat sich zum Beispiel herausgestellt, dal mit zwei verborgenen
Schichten wesentlich bessere Ergebnisse erzielt werden konnten als mit nur einer.

Zusétzlich kann die Zahl der zu schitzenden Parameter weiter reduziert werden, wenn in
dem neuronalen Netz einige Verbindungen gekappt, d.h. die entsprechenden Gewichte von
vorneherein auf Null gesetzt werden. Die grofie Flexibilitdt, die neuronale Netze bei der
Approximation von Regressionsfunktionen bieten, bereitet aber auch bei der Modellbildung
Probleme, da man sich fiir eine Netzstruktur entscheiden und dabei die Fragen muf:

1. Wieviele verborgene Schichten hat das Netz?
2. Wieviele Neuronen hat jede einzelne verborgene Schicht?

3. Welchen Knoten (Inputs, verborgene Neuronen, Outputs) des Netzes sollen verbunden
sein, d.h. welche Gewichte werden von vorneherein auf Null gesetzt?

Gesucht wird dabei ein Netz, fiir das die Netzfunktion v(z;¢) sparsam parametrisiert ist,
gleichzeitig aber fiir geeignetes ¢ eine ausreichend gute Approximation der Regressionsfunk-
tion f(x) ermoglicht.

Ahnlich wie in der klassischen linearen Regressionsanalyse gibt es mittlerweile ein umfangrei-
ches Instrumentarium, um die Spezifizierung der Netzstruktur datenadaptiv vorzunehmen.
Der Einfachheit halber konzentrieren wir uns auf ein Feedforward-Netz mit nur einer ver-
borgenen Schicht aus H Neuronen.

a) Wiederholte Signifikanz-Tests: Wie im schrittweisen Aufbau eines linearen Regressions-
modells wird von einem einfachen Netz ausgehend ein zusétzliches Neuron mit der Nummer
H und Ausgangsgewicht vy hinzugefiigt. Ob dadurch die Anpassungsqualitit des Netzes
wesentlich verbessert wird, entscheidet ein Test der Hypothese Hy : vy = 0 gegen die Alter-
native H; : vy # 0. Da unter H, die Eingangsgewichte wop, ..., w,m des fraglichen Neurons
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nicht identifizierbar sind, d.h. keinen Einfluss auf den Wert der Netzfunktion vy haben,
handelt es sich dabei um kein Standard-Testproblem. ( ) und

( ) haben aber Langrange-Multiplikatoren-Tests entwickelt, die sich zum Testen
der Signifikanz eines zusétzlichen Neurons eignen. Umgekehrt ist es auch moglich, von einem
komplexen Netz mit grofem H ausgehend Neuronen sukzessive zu entfernen, bis der hier-
zu verwandte Test die Hypothese Hy : vy = 0 ablehnt. Zur Reduzierung der Parameterzahl
kann es auch sinnvoll sein, einzelne Eingangsverbindungen zu kappen, d.h. das entsprechende
Gewicht auf Null zu setzen. Fiir den Test der Hypothese Hj : w;, = 0 gegen die Alternative
H, : wjp # 0 lassen sich klassische Wald-Tests auf der Grundlage von asymptotischen Re-
sultaten wie 16.2 einsetzen (vgl. z.B. ( ) fiir Anwendungen in der Finanzstatistik).

b) Kreuzvalidierung und Validierung: Die herkommliche Kreuzvalidierung scheidet wegen
des damit verbundenen Rechenaufwands meist aus, um die Modellordnung, d.h. hier in er-
ster Linie der Zahl H von Neuronen in der verborgenen Schicht, zu bestimmen. Um die
Leave-one-out Schétzer fiir den Modellparameter zu berechnen, miisste man N-mal ein neu-
ronales Netz an die jeweils um eine Beobachtung reduzierte Stichprobe anpassen, und das fiir
jede in Betracht gezogene Netzstruktur. Eine verwandte und beim Einsatz neuronaler Netze
in der Regressions- und Zeitreihenanalyse weit verbreitete Vorgehensweise ist das Herausneh-
men eines Teils der Daten aus der Stichprobe, um die Qualitdt von Modellen anhand dieses
sogenannten Validierungssets zu messen. Neben den zur Berechnung der Kleinste-Quadrate-
Schitzer Uy benutzten Daten (Xy,7Zy), t = 1,..., N, steht dann eine zweite unabhingige
Teilstichprobe (X;,7;), t = N +1,... ,N + M, zur Verfiigung. Durch Minimierung von
Anpassungsmafien wie z.B.

1 N+M
_ .0 2
V(H) = o7 tzN:H(Zt — (X 0n))

1aBt sich die Modellordnung H bestimmen und auch die Qualitdt von unvollstdndigen Netz-
strukturen bestimmen, bei denen einzelne Eingangsgewichte auf Null gesetzt worden sind.

¢) Netzinformationskriterium: Zum Vergleich von Netzstrukturen lassen sich auch bekann-
te Ordnungswahlverfahren wie das Akaike Information Criterion (AIC) benutzen, das von

( ) als Network Information Criterion (NIC) auf den Fall
neuronaler Netze spezialisiert worden ist. Dabei wird implizit angenommen, dass die Resi-

duen ¢, normalverteilt sind mit gemeinsamer Varianz o?2.

16.4. Vorhersage von Finanzzeitreihen mit neuronalen
Netzen

Zur Vorhersage der zukiinftigen Entwicklung von Finanzzeitreihen eignen sich besonders Mo-
delle mit autoregressiver Struktur. Hier ist der Wert der Zeitreihe zur Zeit t+1 eine Funktion
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endlich vieler Beobachtungen aus der Vergangenheit zuziiglich einer von der Vergangenheit
unabhéngigen Innovation:

Zt+1 = f(Zt7 Ce 7Zt—p+1) + Et+1, — 0 <t< o0, (162)

wobei g;, —0o < t < 0o, unabhingig, identisch verteilt mit E(e;) = 0, Var(e;) = 0? < oo
sind. Die formale Analogie dieses nichtlinearen autoregressiven Modells der Ordnung p -
kurz: NLAR(p)-Modell - zu dem im vorigen Abschnitt betrachteten Regressionsmodell ist
offensichtlich, wobei der p-variate Zufallsvektor (Z;, ..., Z;_,41)" an die Stelle der d-variaten
unabhéngigen Variable X; tritt. Die Autoregressionsfunktion f : R? — R liefert in diesem
Modell sofort die beste Vorhersage fiir Z;,1 gegeben die Werte der Zeitreihe bis zur Zeit t:

Z?+1|t =f(Zi, - Zip1)

Da f im allgemeinen nicht bekannt ist, liegt es im Hinblick auf den vorigen Abschnitt nahe,
die Autoregressionsfunktion durch ein neuronales Netz zu approximieren, wenn Beobachtun-
gen der Zeitreihe 77, ..., Zyy1 als Daten vorliegen. Beim Trainieren des Netzes, d.h. beim
Schitzen der Netzgewichte, werden als Eingangsgroe der Vektor (Z;, ..., Z; p11)" und als
ZielgroBe Z, 1 fiirt = p,... , N, benutzt. Wir beschranken uns der Einfachheit halber wieder
auf ein MLP mit einer verborgenen Schicht. Bezeichnet Jn wieder den Kleinste-Quadrate-
Schétzer fiir den Gewichtsvektor:

N
A 1 2
In = in —— i1 — Liyovi s Lypi1; ¥
VS N e G B )

wobei vy wie im vorigen Abschnitt definiert ist, so erhalten wir als nichtparametrische, auf
einem neuronalen Netz basierender Vorhersage fiir Z;; :

ZAt+1|t = I/H(Zt, e 7Zt—p+1; 19]\])

Die Ergebnisse iiber asymptotische Normalitdt von Parameter- und Funktionsschétzer und
iiber die Konsistenz von VH(-;1§N) als Schétzer von f fiir wachsendes H bleiben auch im
Zeitreihenfall erhalten, wenn im wesentlichen der stochastische Prozel {Z;, —oo <t < oo}
a-mischend mit exponentiell abfallenden Mischungskoeffizienten ist (vgl. ( ),
( ))- ( ) haben fiir den Fall p = 1

Bedingungen an die Autoregressionsfunktion f und an die Verteilung der Innovationen ¢,
formuliert, die fiir den NLAR(1)-Prozefl sogar die starkere §-Mischungseigenschaft mit ex-
ponentiell abfallenden Koeffizienten garantieren. Neben technischen Details mufl im wesent-
lichen

‘llim |f(z)/z| <1

Tr|— 00
erfiillt sein, wiahrend es fiir die Innovationsverteilung geniigt, die Existenz einer nirgends ver-
schwindenden Dichte zu fordern. Die letzte Bedingung kann deutlich abgeschwécht werden.

Die Bedingung an die Autoregressionsfunktion ist vergleichsweise schwach und auch ein-
leuchtend, wenn man an die Stationaritdtsbedingung |a| < 1 fiir lineare AR(1)-Prozesse
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Zi1 = aZy + 441 denkt, wo f(x) = ax ist. Entsprechend geniigen auch fir NLAR(p)-
Prozesse hoherer Ordnung (p > 1) schwache Bedingungen an f, die in erster Linie die
Stationaritéit garantieren, um neuronale Netze als ein brauchbares Werkzeug zum nichtpa-
rametrischen Schétzen von f erscheinen zu lassen.

Fiir die praktische Vorhersage von Finanzzeitreihen méchte man nicht nur die letzten Werte
der Zeitreihe selbst benutzen, sondern auch andere, zur Zeit ¢ verfiighare Wirtschaftsda-
ten wie Wechselkurse, Indexwerte, Rohstoffpreise oder auch die in der technischen Analy-
se gebrduchlichen nichtlinearen Transformationen von Kursdaten. Fiir diesen Zweck eignen
sich nichtlineare autoregressive Prozesse mit exogenen Komponenten der Ordnung p - kurz:

NLARX(p)-Prozesse:
Zt+1 = f(Zt7 e 7Zt—p+17Xt) + Et, —OO <t< o0, (163)

wobei die Innovation &;, —oo < t < o0, wieder unabhéingig und identisch verteilt mit
E(g;) = 0, Var(e;)) = 02 < oo, sind und X; der Wert eines d-variaten stochastischen
Prozesses ist, in dem alle zur Zeit ¢t gegebene externe Information enthalten ist, die fiir die

Vorhersage benutzt werden soll.

Die praktische Anwendung der Vorhersage von Finanzzeitreihen mit neuronalen Netzen
illustrieren wir mit einer Pilotstudie, die in Zusammenarbeit mit der Commerzbank AG
durchgefithrt wurde (vgl. ( )). Ziel war die Entwicklung einer Handelsstrategie
fiir ein Portfolio aus den 28 wichtigsten, im niederlindischen CBS-Index enthaltenen Aktien.
Wir beschrénken uns dabei auf Buy-and-Hold-Strategien mit einem Zeithorizont von einem
Vierteljahr (60 Handelstage), d.h. zu Beginn eines Quartals wird das Portfolio aufgebaut
und dann drei Monate lang unverdndert gehalten. Am Ende dieses Zeitraums soll der Port-
foliowert moglichst grof§ sein.

Als Grundlage der Handelsstrategie verwenden wir Drei-Monats-Vorhersagen der Aktien-
kurse. S; bezeichne den Kurs einer der zur Auswahl stehenden 28 Aktien. Als Modell fiir
die Zeitreihe S; verwenden wir einen NLARX-Prozess der Form (16.3); die Systemfunktion
f approximieren wir durch eine Netzfunktion vy (S;, Ay, X¢;1). Dabei ist A; ein Vektor aus
festen nichtlinearen Transformationen von Sy, ..., Si_p11, die der technischen Marktanalyse
entnommen werden, z.B. gleitende Mittel, Momentum oder Bollinger-Bander (

( ), ( )). Der Zufallsvektor X; représentiert wieder ausgewihlte In-
termarketdaten wie Indexpreise, Wechselkurse, internationale Zinssétze usw. Wie bei einem
Vorhersagehorizont von 60 Zeiteinheiten in die Zukunft nicht anders zu erwarten war, sind
die eigentlichen Vorhersagen des Aktienkurses in 60 Tagen

§t+60|t = vy (Sy, Ay, Xi3On)

nicht sehr zuverlédssig. Fiir die Entscheidung, ob eine Aktie in das Portfolio aufgenommen
wird oder nicht, ist aber in erster Linie der allgemeine Trend der Wertentwicklung wich-
tig und nich der exakte Kurs der Aktie am Ende des Anlagezeitraums. Um diesen Aspekt
zu wiirdigen, wird bei der Zusammenstellung des Portfolios nur beriicksichtigt, ob auf der
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Grundlage der netzbasierten Vorhersage St+60|t zu erwarten ist, dass der Kurs deutlich steigt
(um mehr als 5 %), deutlich fallt (um mehr als 5 %) oder ob er andernfalls im wesentlichen
auf demselben Niveau bleibt. Das netzbasierte Portfolio wird aus denjenigen Aktien zusam-
mengestellt (mit relativen Anteilen, die sich nach ihrem jeweiligen Gewicht im CBS-Index
richten), fiir die (St%o“ — S¢)/S; > 0.05 ist. Dabei wird fiir alle 28 in Betracht gezogenenen
Aktien dieselbe Netzfunktion vy (s, a,z;9) benutzt, deren kursabhéingigen Argumente s, a
allerdings die aktienspezifischen Werte annehmen.

Zur Auswahl eines geeigneten Netzes und zur Schétzung des Netzgewichtevektors ¥ wur-
den Daten von 1993 bis 1995 benutzt. Bei der Wahl der Netzstruktur wurden statistische
Modellselektionstechniken sowie die Erfahrung von Experten genutzt. Das resultierende Netz
ist ein Multilayer-Perzeptron mit einer verborgenen Schicht aus nur H = 3 Neuronen. Der
Eingabevektor (S, Ay, X;) hat die Dimension 25, so dass insgesamt ein Parametervektor
Y € R® zu schiitzen war.

Um die Qualitdt der netzbasierten Handelsstrategie zu iiberpriifen, wird sie auf Daten des
Jahres 1996 angewandt. Zu Beginn eines jeden Quartals wird auf der Grundlage der netz-
basierten Prognosen ein Portfolio aus den 28 CBS-Aktien zusammengestellt. Am Ende des
Quartals wird der Wertzuwachs in Prozent betrachtet. Als Vergleichsmafstab wird der Wert-
zuwachs eines Portfolios betrachtet, dessen Zusammensetzung genau den CBS-Index wider-
spiegelt. Da in dem betrachteten Jahr der Markt im groflen und ganzen in einer steigenden
Phase war, ist es erfahrungsgeméf nicht einfach, den Index zu schlagen. Wie die Abbildung
16.7 zeigt, erzielt das Netzportfolio dennoch in jedem Quartal einen hoheren prozentualen
Wertzuwachs wie das Indexportfolio, und zwar sowohl in Quartalen wie dem 1. und 4., wo
der Index deutlich steigt, als auch in Quartalen wie dem 2., wo der Index geringfiigig fallt.
Allerdings muss das Ergebnis mit etwas Vorsicht interpretiert werden. Auch in der Trainings-
phase (1993-1995) ist der CBS-Index tendenziell nach oben gegangen, so dass das Netz sich
auf Trendprognosen in einem generell wachsenden Markt spezialisieren konnte. Vermutlich
braucht man andere Netze als Grundlage von Handelsstrategien, wenn der Markt in eine
langerfristige Seitwartsbewegung umschwenkt oder gar der Index deutlich fallt.

16.5. Risikoquantifizierung mit neuronalen Netzen

In den vorhergehenden Kapiteln sind mit der Volatilitdt und dem Value-at-Risk die bei-
den gingigen Risikomafle fiir Anlagen vorgestellt worden. Beide werden meist als bedingte
Standardabweichung bzw. als bedingtes Quantil bzgl. der durch die Vergangenheit gege-
benen Informationsbasis definiert. Wie andere nichtparametrische Verfahren kénnen auch
neuronale Netze dazu benutzt werden, diese Risikomafle zu schétzen. Der Vorteil der auf
neuronalen Netzen basierenden Volatilitdts- und VaR-Schétzer besteht darin, daf§ die fiir
die Risikoabschétzung benutzte Information durch einen hochdimensionalen Datenvektor
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Abbildung 16.7.: Quartalsrenditen des Netzportfolios (schwarz) und des Indexportfolios
(schraffiert) in 1996

reprasentiert werden kann, ohne dafl die Praktikabilitdt des Verfahrens darunter leidet. Es
ist so zum Beispiel moglich, das bedingte 5%-Quantil des Returnprozesses einer Aktie aus
dem DAX gegeben einzelne aktuelle Returns aller DAX-Werte und zusétzlicher 6konomischer
Daten wie Zinsséatze, Wechselkurse usw. zu schétzen. In dem folgenden Abschnitt skizzieren
wir kurz die Vorgehensweise.

Wie in (13.1) gehen wir zum Schétzen der Volatilitét von einem Modell der Form
Zt+1 = f(Zty e Zt—p+17 Xt) + S(Zt, cee Zt—p—i—la Xt) §t+1 (164)

aus, wobei & unabhiingig, identisch verteilte Zufallsgrofen mit E(&) = 0, E(£) = 1 sind.
X, € R? repriisentiert wie im vorigen Abschnitt die exogene zur Zeit t verfiighare Informa-
tion, die wir bei der Abschitzung des Risikos der Zeitreihe Z; benutzen wollen. Die durch
(16.4) gegebene Zeitreihe ist ein nichtlinearer AR (p)-ARCH(p)-Prozefl mit exogenen Kom-
ponenten.
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Zur Abkiirzung schreiben wir Z;(p) = (Z;,... , Zi_p+1)" € RP. Dann gilt fiir 2 € R, x € R?

ElZin|Zi(p) = 2, Xy =z2] = [(z,2)
Var[Zy1|Z,(p) = 2, X, = 2] = §%(2,1)
= E[Zt2+1’Zt(p) =2z, Xy =1z] - fQ(Z,x)-
Die bedingte Erwartungsfunktion f(z,z) approximieren wir wie im vorigen Abschnitt durch
eine neuronale Netzfunktion vg(z, ;1) der Form (16.1). Mit dem nichtlinearen Kleinste-
Quadrate-Schétzer ¥y fiir ¥ erhalten wir als Schéatzer fiir f :
fulz,x) = vy(z,2;0y).

Vollig analog kénnen wir auch den bedingten Erwartungswert

E[Zf+1|Zt(p) =z, Xy = x] = g(z,x)

schétzen, indem wir die Funktion durch ein neuronales Netz mit Ausgabefunktion vg(z, x; )
approximieren und dessen Parameter 6 durch den Kleinste-Quadrate-Schétzer § in einer wie
Oy gewihlten, geniigend groBen kompakten Teilmenge Ag € REPHHDEHEH eines Funda-
mentalbereichs schétzen:

N

A~ 1 2
on = argmin ——— > (Zi1 —ve(Zi(p), Xi; 6
" aggglclnN—p+1 g( i1 — ve(Z(p), Xe; )) ,

Jga(z,z) = 1/0<Z,I;(§N).
Als Schitzer fiir die bedingte Volatilitéat erhalten wir sofort:
§%I,G(Z> 33') = gG(za .I') - fAIQ:[(Za .1')

Die Nichtnegativitit dieses Schitzers ist im allgemeinen aber nur fiir G = H garantiert. Um
diese Einschrankung zu vermeiden, kann man der Vorgehensweise von ( )
folgen, die ein dhnliches Problem fiir Kernschéitzer bedingter Varianzen in heteroskedasti-
schen Regressionsmodellen studiert haben. Bei diesem Ansatz werden die Residuen

et = Zir1 — f(Zi(p), Xo) = s(Zu(p), Xi) &1
durch die Stichprobenresiduen
o1 = Zin — fu(Zu(p), Xy), t=p,... N,
approximiert. Da die &1 Erwartungswert 0 und Varianz 1 besitzen, ist
Bl Zi(p) = 2 X = 1] = (2, 2).

Wir konnen diese Funktion direkt mit einem neuronalen Netz mit G Neuronen und der
Ausgabefunktion vg(z, z;0) approximieren, dessen Parameter wir durch

N
A 1 2
) :arminig e2 | —va(Zi(p), X0
N 6§AG N_p+1tp(t+1 c(Z:(p), Xi ))
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schétzen. Der resultierende Schétzer fiir die bedingte Volatilitét, der iiber die &; auch von H
abhéngt, ist dann

éH,G(wa) = VG(Z,SU; SN)

Er ist fiir beliebige GG, H automatisch nichtnegativ. Da die Zahl der Neuronen im wesentli-
chen die Glattheit der Netzfunktion bestimmt, kann es sinnvoll sein, zur Approximation von
f und s? unterschiedliche Netze mit H # G Neuronen zu withlen, wenn zu vermuten ist, daf3
die Glattheit dieser beiden Funktionen sich deutlich voneinander unterscheiden.

Wenn in dem Modell (16.4) zusétzlich die Verteilung der Innovationen &, spezifiziert wird,
so erhalten wir zusammen mit den Schitzern fiir f und s? sofort auch einen Schéitzer fiir den
bedingten Value-at-Risk. Ist die Verteilung von & z.B. N(0,1), so ist die bedingte Verteilung
von Zy,q gegeben die Information Z;(p) und X, zur Zeit t ebenfalls eine Normalverteilung
mit Mittelwert f(Z;(p), X;) und Varianz s*(Z;(p), X;). Ist ¢¢ das a-Quantil der Standard-
normalverteilung, so ist der VaR des Prozesses {Z;}, d.h. das bedingte a-Quantil von Z;,,
gegeben Z,(p), X, :

VaRy = f(Zi(p), Xe) + 5(Zi(p), Xi)qp,.-

Einen auf neuronalen Netzen basierenden Schitzer fiir diesen bedingten Value-at-Risk erhal-
ten wir, indem wir f und s durch die entsprechenden Schétzer ersetzen:

VaRi 1 = fu(Z(p), X2) + 8% 6(Zi(p), X1) ¢S (16.5)

Dabei konnen wir ohne weiteres die Standardnormalverteilung durch andere Verteilungen
ersetzen, z.B. durch eine auf Erwartungswert 0 und Varianz 1 standardisierte ¢-Verteilung.
q. ist dann das entsprechende a-Quantil der Innovationsverteilung, d.h. der Verteilung der &,.

Der Schétzer (16.5) fir den Value-at-Risk setzt voraus, dafl Z; ein nichtlinearer ARX-
ARCHX-Prozefl der Form (16.4) ist. Vor allem aber hat er den Nachteil, von der kritischen
Annahme einer spezifischen Verteilung der & abzuhéngen. Vor allem die herkémmliche Vor-
gehensweise, bei stochastischen Volatilitdtsmodellen von einer Standardnormalverteilung der
Innovationen auszugehen, ist in letzter Zeit in der Finanzstatistik auf der Grundlage empi-
rischer Befunde kritisiert worden. Die Dicke der Flanken von Finanzzeitreihenverteilungen
scheint zumindestens manchmal so ausgepragt zu sein, dafl zu ihrer adaquaten Modellierung
auch die Verteilung der Innovationen als leptokurtisch angenommen werden mufl. Wegen
der Einfachheit der Darstellung werden hierbei oft t-Verteilungen mit wenigen Freiheitsgra-
den betrachtet. Um die Willkiir bei der Wahl der Innovationsverteilung zu umgehen, ist es
moglich, bedingte Quantile direkt ohne Riickgriff auf ein Modell der Form (16.4) zu schétzen.
Dieser Ansatz geht auf die Regressionsquantile von Koenker und Bassett zuriick und wurde
im Zusammenhang mit Kernschétzern von Abberger auf Zeitreihen angewandst.

Wir gehen davon aus, dafl Z; eine stationére Zeitreihe ist. Wie in Kapitel 17 bezeichnet

P, die Vorhersageverteilung, d.h. die bedingte Verteilung von Z,,; gegeben Z;(p), X;. Mit
Fi 1 bezeichnen wir die zugehorige bedingte Verteilungsfunktion

Fini(ylz,x) = pr(Zipr < ylZi(p) = 2, Xt = )
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firy € R, z € RP, 2 € R%. g,(2, x) sei das bedingte a-Quantil, d.h. die Lésung der Gleichung
Fi11(qa(z, )|z, 2) = a. Die bedingte Quantilenfunktion ¢,(z,z) 16st das Minimierungspro-
blem

F{la(Ziyy — )t + (1 —a)(Ziy1 — @) | Zi(p) = 2, Xy =2} = I;leiﬂlgl! (16.6)
wobei yt = y — 1jpo0)(y) und ¥~ = |y| - 1(—s00)(y) Positiv- und Negativteil von y € R

bezeichnen. Um die Quantilenfunktion direkt mit einem neuronalen Netz mit () Neuro-
nen zu schitzen, approximieren wir ¢,(z,z) durch eine Netzfunktion vg(z,x;7) der Form
(16.1), deren Gewichtsparameter y in einem Fundamentalbereich I'g C RP+HDQ+CQH! Jiegt,
~ schétzen wir jedoch nicht iiber einen Kleinste-Quadrate-Ansatz, sondern durch Minimieren
des Stichprobenanalogons von (16.6):

N
1

Yy = argmin ——— alZi —vo(Zi(q), X))
YN 7gEFQ N—p—i—lg{ (Zi41 o(Zi(q), X+)]

(1= )2 = v(Zile), Xi)]™ )

Als Schétzer fiir die Quantilenfunktion erhalten wir
4a(z, ) = vo(z, ¥;9N)
und damit als Schétzer fiir den bedingten Value-at-Risk gegeben Z;, ..., Z;_, 11, X}
VaRy 1 = QQa(Zn cee aZt—p+1aXt)-

White hat unter geeigneten Annahmen gezeigt, dafi der Funktionsschétzer g, (z, ) in Wahr-
scheinlichkeit gegen ¢(z,x) konvergiert, wenn der Stichprobenumfang N — oo und gleich-
zeitig mit geeigneter Rate die Zahl der Neuronen ) — oc.
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17. Volatilitatsrisiko von Portfolios

17.1. Einfithrung

In diesem Kapitel analysieren wir die mafigeblichen Faktoren der Strukturdynamik implizier-
ter Volatilitdten "am Geld” (at the money, ATM). Wir orientieren uns dabei eng an

( ). Die Datengrundlage sind tégliche VDAX-Werte. Unter Verwendung der
Hauptkomponentenanalyse betrachten wir einen Ansatz zur Modellierung des Risikos von
Optionsportfolios auf der Basis des “Maximum Loss”.

Zwischen der Bewertung von Optionen und der Prozessvarianz des zugrundeliegenden
Finanztitels besteht ein enger Zusammenhang. Unter der Annahme einer geometrischen
Brown’schen Bewegung des Kurses haben wir in Kapitel 6.3 die Black/Scholes-Formel (B/S)
fiir die Bewertung européischer Optionen hergeleitet. Mit dieser Formel ist der Options-
preis zu einem gegebenen Zeitpunkt eine Funktion des Volatilitatsparameters, wenn folgende
GroBen gegeben sind: 7 (Restlaufzeit in Jahren), K (Austibungskurs), r (sicherer, laufzeitkon-
gruenter Zins) und S (Preis des zugrundeliegenden Finanzobjekts zum aktuellen Zeitpunkt).
Alternativ kann man die zu einem bestimmten Zeitpunkt am Markt beobachtbaren Options-
preise mit Hilfe der B/S-Formel auf die sogenannten ”implizierten” Volatilitdten abbilden
(siehe Kapitel 6.3.4). Bei dieser Vorgehensweise findet man regelméfig eine U-férmige Gestalt
der resultierenden Volatilitéitsflache iiber verschiedene Restlaufzeiten und Ausiibungskurse
vor. Dieses Phénomen wird auch als ” Volatilitdats-Smile” bezeichnet. Abbildung 17.1 verdeut-
licht die typische Form der Volatilitéitsfliche am Beispiel der DAX-Option. Gezeigt wird die
implizierte Volatilitédt als Funktion der Moneyness und der Restlaufzeit 7. Dabei bezeichnet
der Begriff Moneyness % den Quotienten aus dem aktuellen Kurs S des zugrundeliegen-
den Finanztitels und dem Ausiibungskurs K der jeweiligen Option. Hierbei ist zu beachten,
dass am Markt nur Optionen fiir diskrete Basispreise und Restlaufzeiten gehandelt werden.
Bei der Bestimmung der Volatilitiatsfliche miissen daher Glattungsmethoden zum Einsatz
kommen.

Bei Beobachtung der Volatilitiatsfliche im Zeitablauf werden starke Verdnderungen von
Lage und Struktur deutlich. Fiir eine Reihe finanzmarktorientierter Anwendungen ist die
Identifikation dieser zeitlichen Dynamik von zentraler Bedeutung. Dies trifft insbesondere
auf das Risikomanagement von Optionsportfolios zu. Fiir die Ermittlung der Volatilitéts-
dynamik bietet sich die Hauptkomponentenanalyse als ein geeignetes Instrument an, vgl.

( ). Die gesamte Laufzeitenstruktur kann durch eine
kleine Anzahl von Hauptkomponenten hinreichend gut représentiert bzw. die Dimension des
Faktorraumes zum Zwecke der Risikoanalyse deutlich reduziert werden.

DAX-Optionen gehoren zu den meistgehandelten Kontrakten der Deutsch-Schweizerischen
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Abbildung 17.1.:  Implizierte Volatilitdatsflaiche der DAX-Option am 18. Juli 1998
Q SFMVolSurfPlot.xpl

Terminborse "EUREX”. An jedem Handelstag findet man eine beachtliche Anzahl liqui-
der Serien mit unterschiedlichen Basispreisen und Laufzeiten (K, 7) am Markt vor, die
grundsétzlich zur Berechnung implizierter Volatilitdten herangezogen werden konnen. In
Anbetracht der in der Praxis oft begrenzten Datenverarbeitungskapazitidten ist die fiir ei-
ne zeitnahe Risikosteuerung notwendige Kalkulation zahlreicher Volatilitdten sowie der zu-
gehorigen partiellen Ableitungen eines umfangreichen Optionsportfolios jedoch nicht prak-
tikabel. Selbst bei entsprechend vorhandenen Ressourcen ist die isolierte Behandlung jeder
implizierten Volatilitdt als eine separate Risikoquelle problematisch, denn sie resultiert in
unstrukturierten bzw. "rauhen” Volatilitdtsflichen. Nutzt man entsprechend generierte Vola-
tilitdten zur Kalibrierung von Optionspreis- bzw. Risikomodellen, so kann dies zu schwerwie-
genden Spezifikationsfehlern fithren und die Resultate entsprechender Handels- und Absiche-
rungsstrategien entscheidend verschlechtern. Als Resultat einer Hauptkomponentenanalyse
kénnen im Gegensatz dazu mit einem iiberschaubaren Ressourcenaufwand ”glatte” Vola-
tilitatsflachen generiert werden. Diese erlauben eine bessere Modell-Kalibrierung und eine
genauere Schitzung von Portfolio-Sensitivitaten, vgl. ( ).
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17.2. Datenbeschreibung

Fiir unsere Untersuchung der Dynamik implizierter Volatilititen nutzen wir den von der
Deutsche Borse AG zur Verfiigung gestellten Volatilitdtsindex (VDAX) bzw. die Schluf}-
stdnde der zugehorigen VDAX-Subindizes. Diese Indizes spiegeln die implizierten Volati-
litdten der DAX-Option "am Geld” fiir Laufzeiten von einem bis 24 Monaten wider. Die
entsprechenden Werte werden aus am Markt beobachteten Preisen unter Verwendung der
Black-Scholes-Formel 6.24ermittelt:

C(S,7) = e SD(y + o/T) — e TTKD(y),

wobei @ die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist und

B Ing+(b— 10?7

B o\/T ’
Der einzige nicht unmittelbar am Markt beobachtbare Parameter der B/S-Formel ist die
tatséchliche Volatilitdt o des preisgenerierenden Prozesses. Grundsétzlich kann zwar die
Prozefivolatilitdt aus historischen Finanzmarktdaten geschétzt werden, siehe 6.3.4, jedoch
ist allgemein bekannt, dass die grundlegende Annahme des B/S-Modells, eine geometrische
Brown’sche Bewegung des zugrundeliegenden Finanztitels, in der Realitdt nur ndherungs-
weise gegeben ist. Alternativ wird die B/S-Formel benutzt, um aus dem Marktpreis einer
bestimmten Option den o-Wert als implizierte Volatilitdt zu berechnen. Dies bedeutet je-
doch nicht, dass die Marktteilnehmer die Annahmen des Black-Scholes-Verfahrens akzeptie-

ren. Vielmehr nutzen Sie die B/S-Formel als eine bequeme Méglichkeit der Quotierung und
Preisstellung von Optionen iiber diese Parameter.

Anhand der zu einem gegebenen Zeitpunkt fiir verschiedene Restlaufzeiten 7 und Ausiibungs-
preise K beobachteten implizierten Volatilitdten kann die Erwartung der Marktteilnehmer
hinsichtlich der zukiinftigen tatséchlichen Volatilitédt des zugrundeliegenden Finanztitels ein-
geschétzt werden. Hierbei muss beachtet werden, dass aus der implizierten Volatilitdt des
B/S-Modells nicht direkt auf die tatséchliche Prozessvarianz des Kurses geschlossen wer-
den kann. Die implizierte B/S-Volatilitét reflektiert zwar eine Markterwartung, jedoch kann
der theoretische Zusammenhang zwischen ihr und der tatsdchlichen Volatilitdt nur auf der
Grundlage bestimmter Annahmen hergestellt werden, siehe ( ),

(2000).

Implizierte Volatilitaten fiir ATM-DAX-Optionen werden fiir verschiedene Fristigkeiten
von der Deutsche Borse AG kalkuliert. Eine detaillierte Beschreibung der Berechnungswei-
se des VDAX und seiner Subindizes findet sich bei ( ). Dabei werden seit
dem 18. Mérz 1996 Optionslaufzeiten von urspriinglich 1, 2, 3, 6, 9, 12, 18 und 24 Mona-
ten beriicksichtigt. Zu diesem Zeitpunkt wurde an der EUREX der Handel in sogenannten
“Long Term Options”, d.h. in Optionen mit einer iiber 12 Monaten liegenden Laufzeit, auf-
genommen. Unter Verwendung von Schlufinotierungen berechnet die Deutsche Borse AG
borsentéglich insgesamt acht VDAX-Subindizes (VDAX = Volatilititss-DAX) fiir die oben
aufgefithrten Laufzeiten. Diese spiegeln die implizierten Volatilitdten der jeweiligen DAX-
Optionen ”"am Geld” wider. Die Laufzeiten-Struktur fiir “am Geld” liegende DAX-Optionen
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kann borsentéglich anhand der VDAX-Indizes ermittelt werden. Abbildung 17.2 zeigt typi-
sche Struktur-verldaufe. Die Abbildung zeigt starke Verdanderungen von Lage und Gestalt der
Struktur im Zeitablauf.

term structure

0.16 0.18

percentage [%]
0.14

0.12

8}

01

Abbildung 17.2.:  Laufzeitstruktur von Implizierten DAX-Volatilititen “am Geld”
Q SFMVolaTermStructure.xpl

Unsere hier durchgefiihrte Analyse beschrankt sich nicht nur auf die besonders liqui-
den Optionslaufzeiten, welche durch die ersten vier VDAX-Subindizes représentiert werden.
Vielmehr beziehen wir aus folgenden Griinden alle acht Subindizes in die Analyse ein:

Zunéchst findet an zahlreichen Handelstagen auch in den ”entfernten” Optionskontrakten
(d.h. den Kontrakten mit Restlaufzeiten von mehr als einem Jahr) ein reger Handel statt,
so dass die analytische Vernachlédssigung der betreffenden Subindizes einen Informations-
verlust zur Folge hiatte. VDAX-Subindizes fiir lange Laufzeiten werden von der Deutschen
Borse seit dem 18. Mérz 1996 kalkuliert. Nach dem Verfalltagstermin vom 19. Dezember
1997 verschlechterte sich die Qualitdt der uns zur Verfiigung gestellten Daten deutlich. Ne-
ben oft tagelang unverédnderten Werten fehlten bei den entfernteren Subindizes hiufig die
entsprechenden Eintrédge. Vor diesem Hintergrund beschrianken wir unsere Analyse auf den
Zeitraum vom 18. Mérz 1996 bis zum 19. Dezember 1997.

Die Einbeziehung relativ illiquider DAX-Optionen mit langen Laufzeiten erscheint auch
aus einem weiteren Grund sinnvoll: Fiir unsere Analyse benotigen wir konstante Optionslauf-
zeiten, da die tégliche Verkiirzung der Restlaufzeiten bei unbereinigten Daten zu erheblichen
Verzerrungen der Analyseergebnisse fithren kann. Dies gilt insbesondere fiir Optionen mit
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Subl Sub2 Sub3 Sub4 Subb Sub6 Sub7 Sub38

20.8 9.06 666 684 429 248 2.1 1.38
9.06 9.86 6.67 444 3.21 1.72 1.11 0.92
6.66 6.67 6.43 387 263 1.49 1.01 0.53
6.84 444 387 4.23 2.66 1.39 1.38  0.68
429  3.21 263 266 2.62 1.03 1.02  0.51
2.48 1.72 1.49 1.39 1.03 2.19 0.63 0.33
2.11 1.11 1.01 1.38 1.02 063 1.76 043
1.38 092 053 068 0.51 0.33 043 152

Tabelle 17.1.: Empirische Kovarianz-Matrix { der ersten Differenzen (alle Werte mit 10°
multiplizieren) @ SFMVolaCov.xpl

sehr kurzen Restlaufzeiten. Daher halten wir die Verwendung von interpolierten Volatilitdten
mit jeweils konstanten Restlaufzeiten der zugrundeliegenden Optionen fiir zwingend notwen-
dig. Wir verwenden in Anlehnung an das von der Deutsche Borse AG zur Berechnung des
VDAX verwendete Verfahren die folgende lineare Interpolation:

Zu festen Laufzeiten von 77 = 30,75 = 60,75 = 90,7y = 180,77 = 270,7¢ = 360,77 =
540, 7§ = 720 Kalendertagen berechnen wir téglich Volatilitédtsindizes é’Lt(T;‘), 7 =1,..8,
unter Verwendung der VDAX-Subindizes mit der jeweils néchsten kiirzeren bzw. ldngeren
Laufzeit 67,(7; ) und o7,(7;") mittels

*

& ( ¥\ __ 4 - 1— Tj _T]‘— ~ + T;_Tj_ 17.1
It Tj) = Ul,t(Tj ) F - +‘71,t(7'j ) ¥ - (17.1)

Auf diese Weise erhalten wir 8 Volatilitéitszeitreihen mit jeweils fester Restlaufzeit. Jede
Zeitreihe représentiert ein gewichtetes Mittel zweier benachbarter VDAX-Subindizes und
basiert auf n = 441 téglichen Beobachtungen der implizierten DAX-Volatilitdten “am Geld“.

17.3. Hauptkomponentenanalyse der VDAX-Dynamik

Zunichst untersuchen wir die Daten mit Hilfe des “Augmented Dickey-Fuller“ -Tests (ADF-
Test - vgl. (10.49) ) auf Stationaritéit. Die Nullhypothese einer Einheitswurzel kann fiir die
einzelnen VDAX-Subindizes 6;(7}) nicht einmal zum 90%-Niveau abgelehnt werden. Dieses
Ergebnis legt die Verwendung erster Differenzen x;; = A[67,(7})] = 61041(77) — 014(77),t =
1,.....,n — 1, der implizierten Volatilitédtsindizes fiir die weitere Analyse nahe. Erneute ADF-
Tests bestétigen die Annahme der Stationaritdt fiir die ersten Differenzen. @ SFMadf.xpl

Seien z; die jeweiligen Stichprobenmittel der ersten Differenzen z;,. Tabelle 1 enthélt

die empirische Kovarianz-Matrix Q) als Schitzer fiir die 8 x 8 -Matrix der Kovarianzen
Cov(zy,xjt),1,5 = 1,...,8. Mit Hilfe der Jordan-Zerlegung erhalten wir @ = I'AI'". Die
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Hauptkomponenten 1 2 3 4 5 6 7 8

erklarter Varianzanteil
70.05% 13.06% 5.57% 3.11% 3.06% 2.12% 1.93% 1.10%

kumulierter Anteil

70.05% 83.12% 88.69% 91.80% 94.86% 96.97% 98.90% 100%

Tabelle 17.2.: Mittels Hauptkomponenten erklédrte Stichprobenvarianz @ SFMVolaPCA.xpl

Diagonalmatrix A enthilt die Eigenwerte ;\k, k=1,..,8 von Q als Diagonalelemente, I die
Eigenvektoren. Zeitreihen der Hauptkomponenten erhélt man mittels Y = XTI, wobei X¢
die 440 x 8 -Matrix der zentrierten ersten Differenzen x5, = x;, —7;,7 = 1,...,8,t =1, ..., 440,
darstellt. Die 440 x 8 -Matrix Y = (Y3, ..., Y3),Y; = (Y1, Y2j, -, Yaa0;)" enthilt die Haupt-
komponenten.

Wie sehr bereits die ersten [ Hauptkomponenten den Prozess der zentrierten ersten Dif-
ferenzen bestimmen, kann anhand des erklérten Varianzanteils ¢; in Relation zur Gesamtva-
rianz der Daten gemessen werden. Der erkliarte Varianzanteil entspricht dem relativen Anteil
der betreffenden Eigenwerte, d.h.

1 !
A V
o = Z'§=1 L Zl§=1 ar(yue) (17.2)
Dokt M Dy Var(yuw)
wobei \i, k = 1,...,8 die Eigenwerte der wahren Kovarianzmatrix €2 sind. Ein Schétzer
fiir ¢y ist

A
B = Zk:l )‘k'
22:1 Ak

In Tabelle 17.2 werden sowohl die individuellen erklirten Varianzanteile ), / 22:1 Ap wie
auch der iiber [ Hauptkomponenten kumulierte Varianzanteil ¢; dargestellt. Deutlich wird
dabei, dass die erste Hauptkomponente bereits 70% der Gesamtvarianz des verwendeten Da-
tenvorrats erklart. Mit der zweite Hauptkomponente konnen weitere 13% der Gesamtvarianz
im Untersuchungszeitraum erkléart werden. Zusammengefasst ldsst sich ein Anteil in Hohe
von 83% der Varianz der untersuchten ersten Differenzen unserer VDAX-Subindizes mit Hil-
fe der ersten beiden Hauptkomponenten darstellen. Offenbar nimmt die Erklarungsgiite der
Hauptkomponenten ab der dritten Hauptkomponente deutlich ab.

Bei Abbildung der Eigenwerte in einer Grafik zeigt sich eine Gestalt mit einer star-
ken Kriimmung bei der zweiten Hauptkomponente. Geméfl dem bekannten ”FEllenbogen”-
Kriterium, sollten die ersten beiden Hauptkomponenten mit einem Erklarungsgehalt von
iiber 80% der Gesamtvarianz zur Beschreibung des Datensatzes als ausreichend angesehen
werden. Die verbleibende Varianz kann fiir analytische Zwecke als Auswirkung einer unsy-
stematischen Storgrofle aufgefafit werden. Abbildung 17.3 enthélt die Faktorladungen der
ersten beiden Hauptkomponenten. Aufgrund der Orthogonalitéit der Komponenten kénnen
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die Ladungen mittels Kleinste-Quadrate-Regression aus den Einzelgleichungen

2
x5 = Z bjiy + €t (17.3)
1=1

geschétzt werden. Dabei ist ¢; ein unabhéngiger Storterm.

factor loadings
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Abbildung 17.3.: Faktorladungen der ersten und zweiten Hauptkomponente @ SFMPCA.xpl

Anhand der Faktorladungen wird deutlich, dass ein Schock im ersten Faktor die im-
plizierten Volatilitéiten aller erfafiten Optionslaufzeiten auf dhnliche Weise beeinfluf3t bzw.
eine nicht-parallele Verschiebung der Laufzeitstruktur bewirkt. Ein Schock in der zweiten
Hauptkomponente bewirkt hingegen eine Verformung der Strukturkurve: Wahrend bei der
kiirzesten Laufzeit eine positive Verdnderung bewirkt wird, werden die ldngeren Laufzeiten
negativ beeinflult. Die absolute Grofie des Effekts eines Schocks nimmt bei beiden Faktoren
mit der Optionslaufzeit ab.

17.4. Stabilitatsanalyse der VDAX Dynamik

Fiir eine sinnvolle Anwendung der Hauptfaktoren zur Risikomessung von Portfolios miissen
wir die Stabilitdat im Zeitablauf untersuchen. Wenn die Hauptkomponenten und die Faktorla-
dungen im Zeitablauf starken Veréinderungen unterliegen, so wére eine globale Analyse nicht
geeignet, um die kiinftige Varianz der implizierten Volatilitdten abzubilden und die Risiken
von Optionsportfolios hinreichend genau beurteilen zu kénnen.
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Hauptkomponente: 1 2 3 4 5 6 7 8
Wochendaten
18.03.96-19.12.97 73.85% 91.59%  95.09% 97.38% 98.80% 99.61% 99.88%  100%
Tagesdaten
18.03.96-19.12.97 70.05% 83.12% 88.69% 91.80% 94.86% 96.97% 98.90% 100%
Subperiode 1
18.03.96-05.02.97 83.36% 91.84% 94.65% 96.39% 97.76% 98.78% 99.52% 100%
Subperiode 2
05.02.97-19.12.97 68.22% 82.21% 87.99% 91.35% 94.64% 96.93% 98.86% 100%

Tabelle 17.3.: Erkléarte Varianzteile in verschiedenen Subperioden

Unser Vorgehen beriicksichtigt zwei Aspekte: Zunéchst ist der Zufallsanteil in Tagesda-
ten moglicherweise deutlich héher als in Wochendaten. Eine moégliche Ursache hierfiir sind
Asynchronitédten im Handelsverlauf, bedingt durch eine haufige Aktualisierung der Options-
quotierungen in den liquiden Kontrakten mit kurzer Restlaufzeit und ”veraltete” Preise in
den langlaufenden Kontrakten. Um den méglichen Einflufl dieses Effekts erkennen zu konnen,
fithren wir unsere Analyse analog auf der Basis wochentlicher Daten durch. Bei hinreichender
Stabilitdt der Hauptkomponentenanalyse sollte die Verwendung téglicher bzw. wochentlicher
Daten zu grundsétzlich d&hnlichen Ergebnissen fiihren.

Des weiteren teilen wir unseren Datenvorrat in zwei nichtiiberlappende Perioden gleicher
Lange. Jede Teilperiode enthélt m = 220 tégliche Beobachtungen des Differenzenprozesses.
Wir fithren fiir jede der beiden Teilstichproben wie oben beschrieben eine Hauptkomponen-
tenanalyse durch und vergleichen die beiden jeweils grofiten Eigenwerte 5\2, k=1,2,in den
beiden Subperioden i = 1, 2.

Wie bereits erwéhnt kann der Effekt von im Tagesverlauf anfallenden asynchronen Daten
durch die Verwendung von Wochendaten eliminiert werden. Aus Tabelle 17.3 geht hervor,
dass sich die Erklarungsgiite der ersten Hauptkomponenten bei woéchentlichen Daten etwas
erhoht. Dies iiberrascht aufgrund des zu erwartenden héheren Stérungsanteils in Tagesdaten
nicht. Insgesamt bewegen sich die erklidrten Varianzanteile bei Verwendung von Wochen-
daten in dhnlichen Groéflenordnungen. Dies spricht fiir die Stabilitéit des hier verwendeten
Analyseverfahrens gegeniiber Verzerrungen aufgrund von Asynchronitéten in den téglichen
Daten.

Aus Tabelle 17.3 geht hervor, dass die durch die ersten beiden Hauptkomponenten er-
klarten Varianzanteile in der zweiten Subperiode abnehmen. Vor diesem Hintergrund ist ein
Stabilitatstest geboten: Ein zweiseitiges Konfidenzintervall fiir die Differenz der Eigenwerte
in den beiden Subperioden entspricht

. 2 C < 2
1nA,1€—2qa,/mglnAiglnA,qua — (17.4)

wobei ¢, das a -Quantil einer Standardnormalverteilung kennzeichnet, siehe
( ). Hieraus folgt

. . 2
| In )\, — In A2 |> 2¢ay /| —— (17.5)

m— 1
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als zweiseitiger Test fiir Hy : Aj. = AZ. Unter der Nullhypothese sind die betreffenden Ei-
genwerte in beiden Perioden gleich. Die Nullhypothese wird verworfen, falls die Ungleichung
fiir einen entsprechenden kritischen ¢ -Wert erfiillt ist. Dies wiirde auf eine Instabilitdt der
Hauptkomponentenanalyse im Zeitablauf hindeuten.

Kritische Werte fiir die Ablehnung der Nullhypothese sind 0.313 (Irrtumswahrscheinlich-
keit 10%), 0.373 (Irrtumswahrscheinlichkeit 5%) und 0.490 (Irrtumswahrscheinlichkeit 1%).
Die Differenzen der geschitzten Eigenwerte betragen 0.667 und 1.183. Beide Differenzen sind
mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 1% signifikant grofier als Null. Dieses Ergebnis weist
darauf hin, dass die Bestimmungsfaktoren der Volatilitdtsdynamik im Zeitablauf Verédnde-
rungen unterliegen. Bei der Risikobestimmung von Optionsportefeuilles erscheint daher die
Anwendung eines adaptiven Verfahrens der Hauptkomponentenanalyse geboten. Dabei wird
die Schatzung iiber ein gleitendes historisches Datenfenster periodisch durchgefiihrt und die
Fensterlinge adaptiv festgelegt, siehe ( ).

17.5. Messung des implizierten Volatilitatsrisikos

Der Marktwert P; eines aus w unterschiedlichen Optionen bestehenden Portfolios ist abhéngig
von Anderungen der risikolosen Zinsen 1y, des Preises S; des zugrundeliegenden Finanzti-
tels, der Restlaufzeit 7 und der individuellen implizierten Volatilitdten o;. Anderungen des
Portfolioswertes kénnen analytisch anhand der folgenden Taylor-Entwicklung approximiert
werden, wobei von Optionen auf den selben zugrundeliegenden Titel ausgegangen wird.

_ N OV Wt oy WVat . WV LOVir p g2
A= ;{ G, Dot g At ATt e ASit 5 5e (A5
- 8Vut 1 2
AR, = Y Fo; A01s+ OUAL+ puAry £ AAS; + STL(AS) (17.6)
u=1

Hier beschreibt V,; den Preis der u-ten Option mit Restlaufzeit 7, zum Zeitpunkt ¢, und
Ou, pu, Ay, 'y sind die in Abschnitt 6.3 beschriebenen Kenngroflen der u-ten Option. In
der Praxis gehen Optionshéindler oftmals direkte ”Vega’-Positionen ein. Dabei bauen sie
Portfolios auf, deren Gewinn- und Verlustprofil ausschlieflich durch Anderungen der impli-
zierten Volatilitdten der jeweiligen Optionen bestimmt wird, siehe ( ). Derartige
Portefeuilles bezeichnet man als (A, I') und © neutral. Die Empfindlichkeit des betreffenden
Optionspreises gegeniiber Volatilitdtsinderungen wird anhand der Kennzahl V (“Vega” -
siehe (6.29) ) gemessen.

Eine verbreitete Strategie zur Ausnutzung prognostizierter Verédnderungen der Laufzei-
tenstruktur implizierter Volatilitdten besteht im Kauf und Verkauf sogenannter ”Straddles”
mit unterschiedlichen Restlaufzeiten. Der Aufbau eines Straddles erfolgt durch gleichzeitigen
Kauf ("Long Straddle”) oder Verkauf (”Short Straddle”) einer gleichen Anzahl von ATM
Kauf- und Verkaufoptionen mit gleicher Restlaufzeit. Erwartet ein Héndler einen relativ
starken Anstieg der implizierten Volatilitdten in den kurzen Restlaufzeiten und einen relativ
schwécheren Anstieg in den langeren Restlaufzeiten, so wird er kurzlaufende Straddles kau-
fen und langlaufende Straddles in einem geeigneten Verhéltnis verkaufen. Das resultierende
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Optionsportfolio ist (A, I') neutral und iiber kurze Zeitrdume © neutral, d.h. insensitiv ge-
geniiber Zeitwertverlusten. Die oben dargestellte Taylor-Reihe kann daher reduziert werden
auf:

~ [V « ()
AP, ~ Ao 17.7
t ; { 80'[ It ( )
Die ersten Differenzen der implizierten Volatilitdten werden nun als Linearkombination der
Hauptkomponenten dargestellt. Bei stellvertretender Verwendung der den tatsdchlichen im-
plizierten Volatilitdten &7(7) zeitlich am néchsten gelegenen Volatilitiatsindizes oy, erhélt

man folgende gemif3(17.3) Darstellung:

APt ~ i {aa‘;u; (i bjlylt> } (178)

u=1 =1

Die Zahl der im voranstehenden Ausdruck verwendeten Hauptkomponenten kann ohne gra-
vierenden Informationsverlust auf die ersten beiden reduziert werden.

Das im folgenden vorzustellende Konzept des ”"Maximum Loss” (ML) beschreibt die
Wahrscheinlichkeitsverteilung einer kurzfristigen Anderung des Portfoliowertes in Abhéingig-
keit von Verdnderungen der wertbestimmenden Einfluigréfien. Die Werténderung eines (A, I')-
neutralen Optionsportfolios wird mafigeblich durch Verdnderungen der implizierten Volati-
litdten der im Portefeuille enthaltenen Optionen bestimmt. Zur Feststellung des " Maximum
Loss” ist daher eine hinreichend genaue Abbildung der kiinftigen Verteilung der Volati-
litdtsdnderungen von Optionen mit verschiedenen Restlaufzeiten erforderlich.

Der "Maximum Loss” ist definiert als der grofftmogliche Verlust eines Portfolios, der iiber
einen bestimmten Faktorraum A;, entstehen kann und iiber eine bestimmte Halteperiode 7
auftreten. Der Faktorraum A, wird dabei durch eine abgeschlossene Menge mit P(A;) = «
bestimmt. Hierbei wird a auf 99% oder 99,9% gesetzt. Die ML-Definition dhnelt auf den
ersten Blick der ”Value-at-Risk”-Definition (siche Kapitel 15). Dennoch besteht zwischen
beiden Konzepten ein wesentlicher Unterschied: Wiahrend bei der Berechnung des “Value-
at-Risk” die Renditeverteilung des gehaltenen Portfolios bekannt sein muss, ist der ML direkt
iiber den Faktorraum definiert und besitzt somit einen zusétzlichen Freiheitsgrad, siehe

(1995).

In unserer Analyse haben wir die Laufzeitstruktur der implizierten Volatilitdten in zwei
Hauptkomponenten zerlegt, die einen wesentlichen Teil der Variabilitdt der Strukturkurve
erkldaren. Somit représentieren die ersten beiden Hauptkomponenten die im Rahmen einer
ML-Modellierung zu verwendenden Risikofaktoren. Das Gewinn- und Verlustprofil des jeweils
gehaltenen Portfolios wird in Abhéngigkeit von den entsprechenden Anderungen der Risi-
kofaktoren iiber ein geeignetes Bewertungsmodell ermittelt. Um dies zu erreichen, muf} eine
Bewertung des zugrunde liegenden Portfolios theoretisch fiir jeden Punkt des Faktorraums
erfolgen. In der praktischen Anwendung wird der Faktorraum iiber ein hinreichend enges
Gitter diskreter Datenpunkte y(z = 1,..., N1) abgetastet, wobei der jeweils andere Risiko-
faktor konstant gehalten wird. Wegen der Orthogonalitétseigenschaft der Hauptkomponen-
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ten ist die Gewinn- und Verlustfunktion PL() additiv mit PL(y;*, y5*) = PL(y;") +PL(y5?).

Unter der Annahme multivariat normalverteilter Hauptkomponenten kénnen Konfidenz-
bereiche fiir den ”Maximum Loss” iiber die gemeinsame Dichte

1 1

pa(y) = SN eXP(—§yTA2_1?J)= (17.9)

mit y = (yi,y2)? konstruiert werden. Dabei entspricht die Matrix Ay der (2,2) Dia-
gonalmatrix der Eigenwerte A, k& = 1,2. Die Zufallsvariable y"A;'y = X? + X2 ist Chi-
Quadratverteilt. Der Konfidenzbereich fiir ein bestehendes Portfolio resultiert mit A; =

{y;9"ASty < co}, ca, Wobei ¢, das a-Quantil einer Chi-Quadratverteilten Zufallsvariable
mit 2 Freiheitsgraden ist.
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18. Nichtparametrische Schatzer fiir
Kreditausfallwahrscheinlichkeiten

Das Schétzen von Ausfallwahrscheinlichkeiten auf der Grundlage von Informationen iiber
Privatkunden oder Firmen ist ein wichtiger Bestandteil des Kreditscreening, d.h. der Beurtei-
lung der Kreditwiirdigkeit. Das Schétzen der Wahrscheinlichkeit, dass eine Firma innerhalb
eines vorgegebenen Zeitraums von z.B. einem Jahr in Zahlungsschwierigkeiten gerét, ist auch
eine wesentliche Information fiir die Erstellung eines Ratings oder fiir die Messung des Kre-
ditrisikos. Auch hier erweisen sich nichtparametrische Ansétze als flexibles Handwerkszeug,
um die gesuchten Ausfallwahrscheinlichkeiten ohne willkiirliche Annahmen zu schitzen. In
diesem Kapitel geben wir einen kurzen Uberblick iiber verschiedene Ansitze, die nichtpa-
rametrisches oder semiparametrisches Schétzen bedingter Wahrscheinlichkeiten erméglichen.

18.1. Logistische Regression

Zur Beurteilung der Kreditwiirdigkeit eines Kunden stehen im allgemeinen eine Reihe von
Daten zur Verfiigung. Fiir einen Konsumentenkredit sind dies zum Beispiel ( ( )):
Héhe des Kredits, Alter des Kunden, Dauer des Kredits sowie die Informationen, ob der
Kunde arbeitslos ist oder nicht und ob es frither schon Probleme bei der Riickzahlung von
Darlehen gegeben hat. Fiir die Insolvenzprognose fiir ein kleines Unternehmen sind rele-
vante Daten zum Beispiel ( ( )): Unternehmensalter, Umsatzentwicklung in der
jiingeren Vergangenheit, Bildungsabschluss des Unternehmers, Gewerbezweig und die Infor-
mationen iiber Haftungsbeschrinkungen.

Ein Teil der Einflussgrofien sind wie Kreditvolumen oder Umsatzentwicklung quantitativ.
Andere sind qualitativer Natur und miissen zum Schétzen der Ausfallwahrscheinlichkeit in
Zahlen umgewandelt werden. Bei dichotomen Merkmalen (arbeitslos - nicht arbeitslos, be-
schriankte Haftung - unbeschrinkte Haftung) werden hierzu Indikatorvariablen mit Werten
0 und 1 eingesetzt. Bei Merkmalen mit d > 2 moglichen und zudem ungeordneten Werten
werden d — 1 Dummy-Variable eingefiihrt, die ebenfalls nur die Werte 0 oder 1 annehmen.
Zur numerischen Kodierung des Merkmals Gewerbezweig mit den in Betracht gezogenen
drei Auspriagungen Handel, verarbeitendes Gewerbe, Sonstige werden zwei Dummy-Variable
71, Zy benutzt, wobei Z; = 1 (Zy = 1) genau dann, wenn der Gewerbezweig Handel (ver-
arbeitendes Gewerbe) ist. Ist Z1 = Zy = 0, so gehort die betrachtete Firma zu einem der
sonstigen Gewerbezweige, z.B. Dienstleistungen. Der Fall Z; = Z; = 1 kann nicht eintreten.
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Sind die Werte eines qualitativen Merkmals hierarchisch geordnet, so bietet es sich an,
es durch eine numerische Zufallsgrofie zu reprasentieren. Der personliche Eindruck des Sach-
bearbeiters einer Bank von der wirtschaftlichen Situation eines Unternehmens: sehr gut,
qut, befriedigend, schlecht, sehr schlecht kann zum Beispiel in eine Notenskala: 1, 2, 3, 4,
b iibersetzt werden. Dabei ist aber zu beriicksichtigen, dass jede monotone, d.h. ordnungs-
erhaltende Transformation eine andere numerische Kodierung liefert, die erst einmal mit
gleichem Recht benutzt werden kann. Statt 1, 2, 3, 4/, 5 konnte man im Beispiel auch 0,
1, 8, 6, 10 wahlen. Bei der Verwendung parametrischer Ansétze wie der logistischen Re-
gression dieses Abschnitts sollte man diese Willkiir bei der Festlegung von Notenskalen fiir
hierarchische Merkmale bedenken. Durch eine monotone Transformation der Skala lassen
sich eventuell bessere Ergebnisse beim Schétzen von Ausfallwahrscheinlichkeiten erzielen.
Gentigend flexible nicht- und semiparametrische Ansétze wihlen dagegen automatisch eine
geeignete Skalierung.

Um die Ausfallwahrscheinlichkeit eines Kredits, gegeben die bei der Vergabeentscheidung
verfiigharen Information, zu schitzen, gehen wir von einer Stichprobe (X1,Y1), ..., (X, Yy)
von unabhingig, identisch verteilten ZufallsgréBen aus. X; € R? steht fiir die bei Kreditver-
gabe vorhandenen Informationen {iber den j-ten Kunden, wobei bereits qualitative Merk-
male wie oben diskutiert in numerische Werte iibersetzt worden sind. Y; € {0,1} ist die
Indikatorvariable des Kredits: sie nimmt den Wert 0 an, wenn das Darlehen ohne Probleme
zuriickgezahlt worden ist, bzw. den Wert 1, wenn der Kredit ganz oder teilweise ausgefallen
ist. Die zu schitzende Ausfallwahrscheinlichkeit ist die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass
Y; =1, gegeben X; = x :

m(z) =PY; =1X;,=1x), v € X,
wobei X C R? fiir den Wertebereich von X steht.
Da m(z) als Wahrscheinlichkeit nur Werte zwischen 0 und 1 annimmt, scheiden lineare
Regressionsmodelle als Grundlage fiir Funktionsschétzer aus. Die Klasse der verallgemeiner-

ten linearen Modellen (GLM = generalized linear models) eignet sich aber zum Schétzen
von Wahrscheinlichkeiten. Dabei wird angenommen, dass

d
m(z) = G(By + Z i) = G(Bo + 3" )

ist. G : R — [0, 1] ist dabei eine bekannte Funktion, die nur Werte zwischen 0 und 1 annimmt,
die reellwertigen Parameter [y, ... , B4 sind unbekannt und zu schétzen. Fiir den Spezialfall,
dass G als logistische Funktion ¢ gewahlt wird:

1

G(t)=v() = =t

erhalten wir das Modell der logistischen Regression: Gegeben Xy, ... , X, sind die Kreditin-
dikatoren Y7, ... .Y, unabhingige Bernoulli-Zufallsgrofien mit Parametern
V(B + BT X1), ..., (B + BT X,). Die bedingte Likelihood-Funktion ist daher

L(Bo, -, Ba) = T, [Yyuh(Bo + 87 X;) + (1 = Yj){1 — v(Bo + B X;)}].
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Da Y; nur die Werte 0 oder 1 annimmt, ist dementsprechend die bedingte log-likelihood-
Funktion

n

log L(Bo, ..., Ba) = Z[YJ log 9 (B + 8" X;) + (1 = ¥)) log{1 — (B + 5" X;)}].

j=1
Durch Maximieren von L oder log L erhélt man die Maximum-Likelihood-Schétzer BO, ceey Bd
von [y, . .. , B4 und damit auch den Maximum-Likelihood-Schétzer fiir die Ausfallwahrschein-

lichkeit im logistischen Regressionsmodell:

#(a) = v + 7).

18.2. Semiparametrische Modelle fiir das Kreditscoring

Das logistische Regressionsmodell fiir das Schitzen bedingter Wahrscheinlichkeiten leidet
unter denselben Einschriankungen wie das lineare Regressionsmodell beim Schétzen allge-
meiner Funktionen. Um die Abhéngigkeit von der speziellen parametrischen Modellform zu
vermeiden und mehr Flexibilitéit bei der Funktionsschétzung zu gewinnen, liegt es nahe, m(x)
nichtparametrisch, zum Beispiel mit der durch (13.4) und (13.7) gegebenen LP-Methode, zu
schatzen. Dabei ist allerdings nicht garantiert, dass der Funktionsschétzer zwischen 0 und 1
liegt. Um dies zu erzwingen, bietet sich wie im vorigen Abschnitt an, den Wertebereich der
geschétzten Funktion durch eine gegebene Funktion G auf das Intervall [0,1] zu transformie-
ren:

m(z) = G(m(x))

wobei m(x) eine beliebige reellwertige Funktion ist, die nichtparametrisch geschétzt werden
kann. Fiir die Schétzung von Ausfallwahrscheinlichkeiten sind lokale Glattungsverfahren al-
lerdings aus zwei Griinden wenig geeignet. Zum einen ist x in den Anwendungen oft so hoch-
dimensional, z.B. nach Einfithrung der nétigen Dummy-Variablen 61-dimensional in dem von

( ) betrachteten Fall, dass selbst bei grolen Stichprobenumféngen lokale
Umgebungen von z, iiber die gemittelt wird, entweder zu wenige Beobachtungen enthalten
oder zu groB sind, um eine verlissliche Schitzung von m(z) zu gestatten. Dieses Problem
liee sich durch Einschrinkung auf additive Modelle

d

() = GO mi(zy))

=1

beheben, wobei my(u), ... ,mq(u) beliebige Funktionen der eindimensionalen Variable u sind.
Entscheidender ist allerdings, dass beim Kreditscoring viele Koordinaten von x nur zwei
Werte 0 und 1 annehmen, da sie von vornherein dichotome Merkmale repriasentieren oder
als Dummy-Variable fiir ungeordnete qualitative Merkmale eingefithrt worden sind. Lokale
Gléattungsverfahren eignen sich von der ihnen zugrundeliegenden Philosophie her aber in
erster Linie zum Schétzen von Funktionen kontinuierlicher Argumente.

Eine Kombination des nichtparametrischen mit dem parametrischen Ansatz bietet aber
die Moglichkeit, die Flexibilitat nichtparametrischer Verfahren auch beim Kreditscoring zu
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nutzen ( ( )). Hierfiir werden die Einflussgrofien nicht zu einem Zufalls-
vektor X; zusammengefasst, sondern auf zwei Zufallsvektoren X; € RP, Z; € R aufgeteilt.
Die Koordinaten von Z; reprisentieren einige ausgewahlte ausschliefllich quantitative Merk-
male und eventuell hierarchische qualitative Merkmale mit geniigend fein unterteiltem Wer-
tebereich. Alle iibrigen Merkmale, insbesondere dichotome und die Dummyvariablen unge-
ordneter qualitativer Merkmale, werden in X; zusammengefasst. Als Grundlage fiir Schétzer
der Ausfallwahrscheinlichkeiten wird ein verallgemeinertes partiell lineares Modell (GPLM
= generalized partial linear model) betrachtet:

P(Y;=1|X;, =2,Z; = 2) = n(z,2) = G( z + m(2)).

G ist wieder eine bekannte Funktion mit Werten zwischen 0 und 1, zum Beispiel die lo-

gistische Funktion 9. 3,..., 3, sind unbekannte Parameter, m eine beliebige, unbekannte
Funktion, die eine additive Konstante beinhalten kann und somit einen zusétzlichen Para-
meter [, iiberfliissig macht. ( ) haben in einer umfangreichen Fallstudie gezeigt,

dass die zusitzliche Flexibilitat durch den nichtparametrischen Teil m(z) des Modells eine
bessere Ausfallwahrscheinlichkeitsschitzung liefern kann als die rein parametrische logisti-
sche Regression.

Es gibt verschiedene Algorithmen zum Schétzen von § und m(z), z.B. die Profile-Likelihood-
Methode von ( ) und ( ) oder die
auf ( ) zuriickgehende Backfitting-Methode. Im wesentlichen nut-
zen sie aus, dass bei bekannter Funktion m(z) der Parametervektor 5 analog zur logistischen
Regression durch Maximieren der log-likelihood Funktion

n

log L(B) = Y _[Y;log G(B"X; + m(Z))) + (1 = ¥;) log{1 — G(B"X; + m(Z;))}]

=1

geschitzt werden kann und bei bekanntem (3 die Funktion m(z) durch lokale Glattung analog
zur LP-Methode (13.4), (13.7). Diese beiden Optimierungsprobleme werden gemeinsam zu
einem iterativen numerischen Algorithmus verkniipft.

BEISPIEL 18.1

Als Beispiel betrachten wir das bereits erwdihnte Scoring von Konsumentenkrediten, das

( ) mit einem GPLM-Ansatz durchgefiihrt hat. Die Daten stellen einen Teil einer um-
fangreichen Stichprobe dar, die von ( ) detailliert beschrieben wird.
Wir benutzen insgesamt n = 564 Datensdtze, bei denen es in 24.3 % der Fille Probleme
bei der Riickzahlung des Kredits gegeben hat (Y; = 1). Von den finf betrachteten Einfluss-
grofien sind zwei dichotom; sie geben an, ob der Kunde arbeitslos ist oder nicht (X;1) und ob
er frihere Kredite problemlos zuriickgezahlt hat oder nicht (X;2). Die tibrigen drei Einfluss-
grofien sind quantitativ: die Daver des Kredits (X ;3 mit Werten zwischen 4 und 72 Monaten),
die Hohe des Darlehens (zwischen 338 und 15653 DM) und das Alter des Kunden (zwischen
19 und 75 Jahren). Die beiden letzten Variablen logarithmieren wir und transformieren sie
anschlieffend linear so, dass sie Werte im Intervall [0,1] annehmen. Die Datenpunkte sind
- wie in der Abbildung deutlich wird - so vergleichsweise homogen tiber einen Teil der Ebene
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verstreut, was das lokale Glitten erleichtert. Die so transformierten Grifien nennen wir Z;
und Zjo. Wir passen ein GPLM

3
P(Y; =1Xj =21, Xjp =22, Xjs = w3, Zji = 21, Zjp = 22) = Qﬂ(z By, + m(21, 22))
k=1

an die Daten an und erhalten die Schitzwerte (in Klammern jeweils Schitzer fir deren
Standardabweichung)

B = 0.965 (0.249), B = 0.746 (0.237), B3 = —0.0498 (0.0115).

Q SFMgplm.xpl

Die Kreditausfallwahrscheinlichkeit steigt demnach, wenn der Kunde arbeitslos ist bzw.
wenn es friher schon Probleme bei der Riickzahlung von Krediten gegeben hat. Sie sinkt mit
der Dauer des Kredits. Die Abhdngigkeit von transformiertem Kreditvolumen und Lebensal-
ter schdtzen wir nichtparametrisch. Aus der Abbildung ist ersichtlich, dass die geschdtzte
Funktion m(z1, z2) deutlich nichtlinear ist mit einem Mazximum bei mittleren Werten von
Kreditvolumen und Lebensalter. Das Sinken der Ausfallwahrscheinlichkeit bei hohem Kredit-
volumen ldsst sich eventuell so erkliren, dass in der Stichprobe nur Kredite enthalten sind,
die auch tatsdchlich vergeben worden sind, und die Sachbearbeiter wesentlich zuriickhalten-
der bei der Vergabe hoher Kredite waren, wenn ihnen die Kunden unzuverldssig erschienen
sind. Dieser Effekt, dass durch das in der Vergangenheit, wenn auch nicht mit systemati-
schen, modellbasierten Verfahren betriebene, Kreditscreening extreme Risiken bereits im Vor-
feld ausgeschlossen worden sind und so in den Daten gar nicht mehr auftauchen, tritt beim
Kreditscoring regelmdf$ig auf und muss bei Interpretation und Finsatz der Modelle beriick-
sichtigt werden.

18.3. Kreditscoring mit neuronalen Netzen

Wie beim nichtparametrischen Anpassen von Finanzzeitreihenmodellen an Daten stellen
auch beim Schétzen von Ausfallwahrscheinlichkeiten neuronale Netze eine Alternative zu
lokalen Glattern wie der LP-Methode dar. Schon die logistische Regressionsfunktion 7(z) =
¥(By + ST x) ist nichts anderes als die durch ein neuronales Netz mit nur einem Neuron in
einer verborgenen Schicht definierte Funktion, wenn die logistische Funktion ¢ als Ubertra-
gungsfunktion gewahlt wird. Durch Kombination mehrerer Neuronen in einer oder mehreren
verborgenen Schichten lassen sich wie in der nichtparametrischen Regressionsanalyse Aus-
fallwahrscheinlichkeiten flexibel schiatzen. Um Schéatzwerte zwischen 0 und 1 zu erhalten, ist
es nur notig, die zum Beispiel durch (16.1) gegebene Funktion vy (x;0) durch eine Funkti-
on G auf das Intervall [0,1] abzubilden. Beschrinken wir uns auf eine verborgene Schicht
mit H Neuronen und wahlen wir G = %, so hat die durch das neuronale Netz gegebene
Ausfallwahrscheinlichkeit die Form

H d
m(z;0) = G(vo+ Y vnth(won + > win)),
h=1 Jj=1
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wobei ¥ wieder fiir den aus den v, und w;,, 0 < ¢ < d, 0 < h < H, gebildeten Para-
metervektor steht. Zum Schétzen der Netzgewichte aus den Daten benutzen wir allerdings
keinen Kleinste-Quadrate-Ansatz, der fiir Regressionsmodelle mit normalverteilten Residuen
sinnvoll ist, sondern wir maximieren die Log-Likelihood-Funktion

n

log L(¥) = Y _[V;logmy(X;:9) + (1 — Y;) log{1 — mpr(X;;9)}]

j=1

entsprechend der Vorgehensweise bei der logistischen Regression. Durch Einsetzen des so
gewonnenen Schétzers v, erhalten wir als Schétzer fiir die Ausfallwahrscheinlichkeit

~

(x) = mg(x;9,).

Um ein besonders einfaches Modell mit wenigen Parametern zu erhalten, modifiziert
( ) bei der Insolvenzprognose fiir kleine und mittlere Unternehmen den Ansatz
geringfiigig und geht von einer Ausfallwahrscheinlichkeit der Form

H d
i (39) = 087z + v + > ontb(won + Y win;))
=1 i=1

aus, was offensichtlich Ahnlichkeiten mit den verallgemeinerten partiellen linearen Model-
len aufweist, auler dass hier ein Teil oder alle Einflussgréfien, d.h. die Koordinaten von
x, sowohl im linearen wie im nichtparametrischen Teil auftreten konnen. Der lineare Term
AT 1dsst sich auch als Beitrag eines zusiitzlichen Neurons interpretieren, dessen Ubertra-
gungsfunktion allerdings nicht die logistische Funktion 1 (t), sondern die Identitat f(t) =t
ist. Das unter Einsatz von Modellselektionsverfahren resultierende Netz zum Schétzen der
Insolvenzwahrscheinlichkeit ist iiberraschend einfach. Es enthélt neben dem linearen Term
nur ein einziges Neuron (H = 1), von den 6 Eingangsgrofen tragen nur 4 zum linearen Teil
bei (Unternehmensalter, Umsatzentwicklung, Indikator fiir beschrinkte Haftung, Dummy-
Variable fiir verarbeitendes Gewerbe), d.h. die andere beiden Koeffizienten f; sind 0, und
nur 3 (Dummy-Variablen fiir verarbeitendes Gewerbe und fiir Handel, Indikatorvariable fiir
Bildungsabschluss des Unternehmers) zum sigmoiden Teil, d.h. die entsprechenden anderen
Gewichte w;; sind 0. Bereits mit diesem einfachen Modell erzielt Anders in einem Validie-
rungsdatensatz, der nicht zum Schétzen der Parameter benutzt worden ist, Trefferquoten
von 83.3 % bei den insolventen und von 63.3 % bei den solventen Unternehmen.
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