1. Введение.


1.1. Нечеткость в математических задачах.


Задачи, стоящие перед человеком в различных областях знаний являются по своей природе слишком сложными и многогранными для того, чтобы использовать для их решения только точные, хорошо определенные модели и алгоритмы.


Многие понятия, вследствие


 человеческого мышления


 приближенного характера умозаключений


 лингвистического их описания


являются нечеткими по своей природе и требуют для своего описания соответствующего аппарата, в частности, аппарата теории нечетких множеств, предложенные Заде Л. [40]. 


В применении к задачам добычи нефти и газа академик А.Х. Мирзаджанзаде первым предложил использовать методы интерпретации и анализа слабоформализованной и лингвистической априорной информации, базирующиеся на представлениях теории нечетких множеств.


Задачи, содержащие в своей постановке нечеткость, часто характеризуются наличием существенных (не стохастических) неопределенностей [26] типа


 неопределенность целей (многокритериальность) «максимум дохода при минимуме затрат»


 природная неопределенность


 неопределенность действий «противника»


Рассмотрим типичные задачи с нечеткой постановкой.


Некорректные задачи.


При исследовании практических задач часто встречаются некорректные задачи, которые характеризуются 


 либо неединственностью решения


 либо неустойчивостью


 либо отсутствием классического решения


Для решения подобных задач необходимо привлекать априорную информацию о решении (принцип отбора, критерий выбора), с помощью которой строятся приближенные решения данной задачи. Большой вклад в разработку теории некорректных задач сделан российскими математиками А.Н. Тихоновым, М.М. Лаврентьевым, В.К. Ивановым, Морозовым В.А. и многими другими [60,61, 77-79, 96-98].


Комбинация требования степени точности решения и критерия выбора наиболее предпочтительного приближенного решения приводит к неопределенности желаний, и как следствие, требует привлечения аппарата многокритериальных задач оптимизации. Но при рассмотрении многокритериальных задач неизбежно привлечение субъективных представлений. К сожалению, в предлагаемых алгоритмах  решения некорректно поставленных задач это обстоятельство должным образом не учитывается. 


Решение некорректной задачи должно удовлетворять противоречивому (нечеткому) требованию «максимальная точность при минимальных требованиях на погрешность исходных данных», и соответственно, адекватно использование аппарата теории нечетких множеств (ТНМ) для учета априорных знаний об объекте исследования.


Задачи определения оптимальной сложности математической модели объекта исследования.


К часто встречающемуся виду некорректно поставленных задач относятся задачи идентификации математических моделей объектов управления. Для повышения устойчивости решаемых при этом обратных задач иногда используют прием ограничения сложности (огрубления) идентифицируемой модели. Разработкой и усовершенствованием этого метода занимались В.Н. Вапник [2, 25], А.Г. Ивахненко [44] и др..


С общей точки зрения, прием ограничения сложности является средством формализации нечетко поставленной задачи “увеличить точность аппроксимации эмпирических данных, используя как можно более простые модели”. Таким образом, задача сводится к некоторой двухкритериальной задаче, которую также предпочтительно решать с помощью аппарата теории  нечетких множеств.


Задача прогнозирования.


Прогнозирование представляет собой научно-обоснованное оценивание будущих состояний интересующего нас объекта [45]. Прогнозы могут быть как количественные, так и качественные («завтра будет теплее»), где логично применять ТНМ. Более того, задача прогнозирования практически всегда решается в условиях существенной неопределенности: для экономических  прогнозов, характерна неопределенность «противника» (действия конкурентов), для метеорологических прогнозов ( природная неопределенность и практически для всех ( неопределенность целей. Тем самым, сложность задачи прогнозирования, невозможность учета всех факторов, высокая погрешность и недостаток измерений не позволяет обычно использовать точные методы и модели. В то же время аппарат ТНМ позволяет решать задачу на том уровне, на котором она ставится.


Последнее свойство аппарата ТНМ можно использовать для решения многих других типов сложных задач, которые трудно, либо невозможно решать иными способами.


1.2. Теория нечетких множеств и моделей.


Пусть X ( произвольное непустое множество.


Определение 1.2.1 : нечетким подмножеством � EMBED Equation.2  ���(далее множеством) множества X называется множество пар


� EMBED Equation.2  ���, где � EMBED Equation.2  ���.


Функция � EMBED Equation.2  ��� называется функцией принадлежности нечеткого множества � EMBED Equation.2  ���, а X ( базовым множеством или базовой шкалой. Для каждого конкретного значения � EMBED Equation.2  ��� величина � EMBED Equation.2  ��� принимает определенное значение из замкнутого интервала [0,1], которое называется степенью принадлежности элемента x нечеткому множеству � EMBED Equation.2  ���.


Определение 1.2.2 : носителем нечеткого множества � EMBED Equation.2  ��� называется подмножество A множества X, содержащие те элементы из X, для которых значения функции принадлежности больше нуля.


Пример 1.2.1 (нечеткое множество «малых натуральных чисел»):


� EMBED Equation.2  ���, где � EMBED Equation.2  ���


Определение 1.2.3 : множеством (-уровня нечеткого множества � EMBED Equation.2  ��� называется обычное подмножество базового множества


� EMBED Equation.2  ���


Ясно, что функция принадлежности для каждого нечеткого множества определяется, вообще говоря, субъективно. Функции принадлежности одного и того же множества могут быть различны при определении их как разными людьми, так и одним человеком в зависимости от его представлений, цели построения нечеткого множества, решаемой задачи, методики построения. 


Над нечеткими множествами можно рассмотреть различные теоретико-множественные операции: 


 пересечения � EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���


 объединения � EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���


 дополнения � EMBED Equation.2  ��� 


� EMBED Equation.2  ���


Эти три операции будут описаны ниже.


 разность нечетких множеств � EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���


Основные свойства операций.


� EMBED Equation.2  ��� (инволюция)


Знак ‘(’ ( означает нечеткое равенство множеств.


� EMBED Equation.2  ��� (идемпотентность)


� EMBED Equation.2  ��� (коммутативность)


� EMBED Equation.2  ��� (ассоциативность)


� EMBED Equation.2  ��� (дистрибутивность)


и т.д.


Определение 1.2.4 : прямым произведением нечетких множеств A и B называется и через � EMBED Equation.2  ��� обозначается нечеткое подмножество � EMBED Equation.2  ���, которое определяется выражением


� EMBED Equation.2  ���,


где


� EMBED Equation.2  ���.


Соответственно определяются понятия инверсии и композиции нечетких множеств.


В ТНМ существует также хорошо развитая теория нечетких соответствий, отношений. Построена теория нечетких графов и гиперграфов.


Важным понятием анализа лингвистической и другой качественной информации является нечеткой и лингвистической переменных.


Определение 1.2.5 : нечеткой переменной будем называть тройку � EMBED Equation.2  ���, где ( ( наименование нечеткой переменной, X ( область ее определения, � EMBED Equation.2  ��� ( нечеткое подмножество множества X, описывающее ограничения на возможные значения переменной (.


Определение 1.2.5 : лингвистическая переменная характеризуется набором � EMBED Equation.2  ���, в котором ( ( название лингвистической переменной; T(() ( терм-множество лингвистической переменной, т.е. множество лингвистических (вербальных) значений переменной, причем каждое из этих значений является нечеткой переменной с областью определения X; G ( синтаксическое правило (обычно имеющее форму грамматики), порождающее наименования � EMBED Equation.2  ��� вербальных значений лингвистической переменной (; M ( семантическое правило, которое ставит в соответствие каждой нечеткой переменной � EMBED Equation.2  ��� нечеткое множество � EMBED Equation.2  ��� ( смысл нечеткой переменной (.


Лингвистические переменные играют важную роль при построении нечетких моделей. С их помощью можно формализовать качественную информацию об объекте принятия решений, представленную в словесной форме специалистами-экспертами.


Заключение.


Нечеткие множества, соответствия, отношения, графы и гиперграфы являются основными типами нечетких моделей, используемых при проектировании и анализе как моделей управления объектами, так и моделями самих объектов. Отмечено, что нечеткая формализация естественно отражает присущую человеческому мышлению неоднозначность описания и толкования явлений реального мира. При идентификации и использовании нечетких множеств и лингвистических переменных необходимо учитывать их прагматическую направленность. Теории нечетких множеств посвящено большое количество работ российских и зарубежных математиков и специалистов в кибернетике [3-5, 8, 10, 15, 18-21, 27-29, 31, 34, 36-38, 40-43, 46, 47, 50-53, 55, 58, 64, 65, 67-69, 73, 76, 83, 85, 87-91, 93, 94, 103, 109, 110, 114-117].


1.3. Некорректные задачи.


Пусть определено понятие решения и каждому элементу u(U отвечает единственное решение z=R(u) из пространства Z.


Определение 1.3.1 : задача определения решения z=R(u) из пространства Z по исходным данным u(U называется корректно поставленной на паре метрических пространств (Z,U), если удовлетворяются требования:


 для всякого элемента u(U существует решение z из пространства Z


 решение единственно


 задача устойчива на пространствах (Z,U).


Задачи, не удовлетворяющие перечисленным требованиям, называются некорректно поставленными.


Задача нахождения приближенного решения уравнения некорректно поставленной задачи вида


Sz=u, u(U, z(Z�
(1.3.1)�
�
в естественном классе элементов Z является практически недоопределенной (например: (1.3.1) ( уравнение Фредгольма 1-го рода).


Предположим, что оператор известен точно, а правая часть уравнения (1.3.1) известно с некоторой погрешностью (, т.е. вместо точного значения u, имеется некоторый элемент � EMBED Equation.2  ��� . По этим данным требуется найти такой элемент z((Z, который стремился бы (в метрике Z) к точному решению при � EMBED Equation.2  ���. Такой элемент мы будем называть приближенным решением уравнения (1.3.1).


Оказывается, что класс подобных решений крайне широк (для уравнения Фредгольма 1-го рода можно найти такие элементы, которые будут сильно отличаться друг от друга). Поэтому необходим принцип отбора возможных решений. Для этого необходимо использовать обычно имеющуюся дополнительную информацию.


Возможны различные типы информации.


Выделение компактного класса возможных решений.


Успешность решения некорректной задачи на основе количественной информации (ограничениях на решение задачи) базируется на приводимой ниже лемме.


Лемма 1.3.1 : Пусть метрическое пространство Z отображается на метрическое пространство U и U0 ( образ множества Z0, Z0(Z, при этом отображении. Если отображение Z(U непрерывно, взаимооднозначно и множество Z0 компактно на Z, то обратное отображение U0( Z0 множества U0 на множество Z0 также непрерывно по метрике пространства Z.


В практических задачах часто вместо точного значения правой части  нам известно ее приближенное значение, которое может и не принадлежать классу корректности. Стремление устранить затруднения, связанные с отсутствием решения при неточной правой части, привело В.К. Иванова к понятию квазирешения уравнения (1.3.1).


Определение 1.3.2 : элемент � EMBED Equation.2  ���, удовлетворяющий


� EMBED Equation.2  ���, называется квазирешением уравнения (1.3.1) на M. Если M ( компакт, то квазирешение существует для любого u(U, причем если u(SM, то квазирешение совпадает с обычным решением.


К подобным методам относятся также метод квазиобращения и метод, основанный на замене уравнения (1.3.1) на близкое к нему.


Существенно некорректные задачи.


Такие задачи характеризуются


 множество M ( не компакт


 изменения правой части могут выводить за пределы множества AM.


Для решения подобных задач А.Н. Тихоновым был разработан фундаментальный подход, основанный на понятии регуляризирующего оператора.


Определение 1.3.2 : оператор R(u,(), действующий из пространства U в пространство Z, называется регуляризирующим для уравнения (1.3.1), если он обладает свойствами


 существует такое число (1>0, что оператор R(u,() определен для всякого � EMBED Equation.2  ���, и любого u((U такого, что 


� EMBED Equation.2  ���


 для всякого (>0 существует � EMBED Equation.2  ��� такое, что из неравенства 


� EMBED Equation.2  ���


следует неравенство


� EMBED Equation.2  ���, где z(=R(u(,().


Обычно вместо погрешности ( используют параметр регуляризации (((), согласованный с (.


Таким образом, задача нахождения приближенного решения уравнения (1.3.1) сводится к нахождению регуляризирующих операторов и параметра регуляризации на основе дополнительной информации.


Было разработано большое количество различных методов построения регуляризирующих операторов


 квазиоптимальная регуляризация


 регуляризация с контрольной правой частью


 адаптивная регуляризация


 итеративная регуляризация


 дескриптивная регуляризация 


Данная регуляризация основана на качественной информации о решении [78] (гладкость ( малая производная, малая кривизна ( мала вторая производная, монотонность, выпуклость и т.д.), что созвучно идеям нечетких множеств ( использованию качественной (лингвистической) информации, нечеткому требованию «красоты» решения.


 метод поточечной невязки


 метод статистической регуляризации


 регуляризация вариационных неравенств


 упрощенная регуляризация


 регуляризация методом сдвига


 метод саморегуляризации


 сплайн-аппроксимационный метод


и другие методы.


По теории некорректных задач опубликовано множество работ, небольшая часть из которых приводится в конце работы [11, 12, 33, 39, 44, 57, 59, 60, 61, 77-79, 96-98, 105, 112].


1.4. Методы качественного анализа математических моделей.


Задачи определения оптимальной сложности модели.


К часто встречающемуся виду некорректно поставленных задач относятся задачи идентификации математических моделей объектов управления. Для повышения устойчивости решаемых при этом обратных задач иногда используют прием ограничения сложности (огрубления) идентифицируемой модели. 


Одним из наиболее эффективных способов формализованного выбора оптимальной сложности модели является метод структурной минимизации среднего риска (СМСР), предложенный В.Н. Вапником [2, 25].


 Рассмотрим сущность этого метода на примере классической задачи восстановления функциональной зависимости y=F(x) по эмпирическим данным, представленным в виде совокупности замеров (выборки) {xi; yi} где yi — результат измерения y при x=xi, i = 1, 2, ...,l, l — число замеров (объем выборки). Обращаясь к вероятностной интерпретации погрешностей в исходных данных (что позволяет дать более адекватное описание случайных ошибок замеров), введем аддитивную помеху (:


yi=F(xi)+ (i


где случайная величина ( имеет нулевое математическое ожидание М[(]=0 и конечную дисперсию D[(] < (. Несмотря на то, что задачи восстановления эмпирической зависимости не относят к некорректно поставленным, при ограниченном объеме выборки возникает проблема правильного соотнесения “сложности” приближающей (пробной) функции с объемом и качеством (уровнем погрешности) исходных данных. Использование излишне сложных моделей, содержащих большое число искомых параметров, приводит в случае малых выборок к неустойчивости, подобной неустойчивости некорректно поставленных задач.


Предполагая, что класс функций, в котором ищется регрессия y(x), является параметрическим с параметрами a, задачу восстановления эмпирической зависимости можно свести к минимизации функционала


� EMBED Equation.2  ����
(1.4.1)�
�
называемого функционалом среднего риска. Здесь P(y|x) — плотность вероятности реализации значения y при заданном значении x. Как правило, вид функции P(y|x) (характеризующий статистические свойства случайных ошибок) неизвестен, поэтому на практике вместо (1.4.1) минимизируется так называемый функционал эмпирического риска


� EMBED Equation.2  ���, 


построенный по случайной выборке {xi; yi}.


Показано, что для величины функционала среднего риска могут быть получены верхние оценки вида


� EMBED Equation.2  ����
(1.4.2)�
�
справедливые с вероятностью 1-(. Величина h называется емкостью класса функций F(x,a) и определяет сложность идентифицируемой модели. В частном случае, если множество функций состоит из конечного числа N элементов F1(x,a), F2(x,a), ... , Fn(x,a), то � EMBED Equation.2  ���, а если рассматривается класс линейных по параметрам функций 


� EMBED Equation.2  ����
 (1.4.3)�
�
где � EMBED Equation.2  ��� — некоторая ортонормированная система функций, то h=n, т.е. емкость класса функций (сложность модели) равна в этом случае числу искомых параметров n.


Величина � EMBED Equation.2  ��� определяет относительный объем выборки. Структура второго сомножителя в (1.4.2) такова, что с ростом � EMBED Equation.2  ��� величина � EMBED Equation.2  ��� уменьшается, стремясь к единице. Функционал эмпирического риска с увеличением � EMBED Equation.2  ���, как правило, увеличивается. Таким образом, существует некоторое оптимальное значение � EMBED Equation.2  ��� , при котором верхняя оценка среднего риска (его гарантированное значение) достигает минимума. Это значение � EMBED Equation.2  ��� и определяет оптимальную сложность модели.


При некоторых весьма общих предположениях могут быть получены точные оценки величины (, но они оказываются малопригодными, поскольку требуют знаний о статистических свойствах случайных ошибок (, а эта информация, как правило, отсутствует. Кроме того, строгие верхние оценки величины ( оказываются весьма завышенными и могут привести к слишком “осторожным” по отношению к увеличению сложности модели алгоритмам. 


Поэтому на практике эти оценки используются лишь для того, чтобы определить структуру критерия (, характер его зависимости от величин � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���. А значения констант, входящих в выражения для (, задаются исходя из априорных соображений или же подбираются на основе ретроспективного анализа опыта решения подобных задач. 


Так, при восстановлении одномерной регрессии в классе функций (1.4.3) рекомендуется использовать критерий 


� EMBED Equation.2  ��� , где � EMBED Equation.2  ���.


Другой метод, использующий принципы самоорганизации, основан на теории некорректных задач как реализация нечеткого принципа «точность выше, сложность меньше».


Задачи прогнозирования.


Прогнозирование представляет собой научно-обоснованное оценивание будущих состояний интересующего нас объекта, проблемами построения качественных прогнозов занимаются многие ученые, в частности, на основе теории некорректных задач ( Ивахненко А.Г. [44, 45] и др.


Методика получения качественных прогнозов также основана на привлечении дополнительной информации, и требует привлечения сведений из социальных и естественных наук.


1.5. Выводы.


Рассмотренные методы решения обратных задач отличаются обязательным дополнительной информации. Существующие методы решения некорректных задач и задач определения оптимальной сложности математической модели объекта исследования сводят практическую задачу к некоторой комбинации нечетких критериев (выбора): «точность выше, сложность меньше», и соответственно, к некоторой многокритериальной задаче оптимизации, исследование которой проводился, в частности, в работах [1, 24, 26, 29, 38, 42, 80, 94, 116]. На основе выше сказанного делается вывод о предпочтительном использовании аппарата ТНМ, который позволяет формализовать любую информацию (качественную и количественную) и позволяет строить модели, адекватные имеющейся погрешности данных или даже при их отсутствии.
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