Методы оптимизации.

Классические методы функции одной переменной.

Дана функция y=f(x)-целевая функция. Функция одной переменной, имеющая в интервале исследования один горб(впадину) называется унимодальной.
Более строго:                                                                      

Определение: функция f(x), заданная на интервале a<=x<=b называется унимодальной на [a,b], если существует единственная точка x* минимума f(x), т.е. f(x*)=min F(x) {на a<=x<=b}                                                                   и если для любых двух точек x1,x2 принадлежащих [a,b] выполняется соотношение:

-из неравенств x1<x2<=x* следует f(x1)>f(x2);

-из неравенств x2>x1=>x* следует F(x1)<F(x2).

Необходимое условие минимума(максимума) функции f(x) в точке x*.

Необходимые условия того, что x* является точкой локального минимума (максимума) дважды дифференцируемой функции f на открытом интервале (a,b) выражаются следующими соотношениями:
[image: image1.bmp][image: image2.bmp]1)    df                        2)      d2f

                       =0                                     =>0(<=0)

       dx     x=x*                   dx2      x=x*

Определение:

Стационарной точкой называется точка x*, в которой
     df

                        =0

     dx     x=x*

Если стационарная точка не соответствует локальному оптимуму (минимуму или максимуму), то она называется точкой перегиба, или седловой точкой.

Пример:

                                          f(x)=x3

                                                              x*                     x

                                                             Точка перегиба(седловая точка)

Достаточные условия экстремума.
Пусть в точке x* первые (n-1) производные функции обращаются в нуль, а производная порядка n отлична от нуля.

(1)Если n-нечетное, то x*-точка перегиба.

(2)Если n-четное, то x*-точка локального оптимума.

Кроме того,

(а)если эта производная положительная, то x*-точка локального минимума

(б)если эта производная отрицательная, то x*-точка локального максимума

Пример:
Исследуем функцию f(x)=x3 на оптимум в точкеx=0.

Вычисляем

df                                      d2f                                   d3f

              =3x2          =0;                   =6x          =0;                =6.

dx    x=0           x=0         dx2    x=0          x=0        dx3  x=0

Так как порядок первой отличной от нуля производной равен 3 (нечетное число), точка x=0 является точкой перегиба.

Пример:
Дана функция

f(x)=5x6 - 36x5 + (162/2)x4 - 60x3 + 36,определенная на всей действительной оси. Определить точки локальных минимумов и максимумов.

Вычисляем:
df/dx=30x5 – 180x4 + 330x3 – 180x2 = 30x2(x-1)(x-2)(x-3)

Первая производная обращается в нуль в точках x=0,1,2,3-это стационарные точки.

Вычисляем:
d2f/dx2=150x4 – 270x3 + 990x2 – 360x

  d2f

                 =0       , пока ничего нельзя сказать об этой точке

  dx2   x=0

  d2f

                =60>0  ,  x=1 – точка локального минимума

  dx2  x=1

  d2f

               = -120<0, x=2 – точка локального максимума

  dx2  x=2


  d2f

               =540>0,    x=3 – точка локального минимума

  dx2  x=3

Чтобы идентифицировать точку x=0, вычислим третью производную

  d3f

                =(600x3-2160x2+1980x-360)           = -360

  dx3  x=0                                                  x=0

Т.к. эта производная не равна нулю и имеет нечетный порядок, то точка x=0 является не точкой оптимума, а точкой перегиба.

Определение глобального максимума или минимума функции одной переменной.

Пусть требуется максимизировать f(x) при ограничениях a<=x<=b, где a и b – установленные границы измерений переменной x.

(Очевидно в этом случае проверку наличия локального оптимума необходимо проводить не только в стационарных точках, но и в граничных точках интервала)

Алгоритм следующий:

Шаг 1: приравнять df/dx=0 и найти все стационарные точки.

Шаг 2: выбрать все стационарные точки, которые расположены а интервале [a,b]. Обозначим эти точки через x1,x2,…,xn. Проверку наличия локального оптимума следует проводить только на множестве указанных точек, дополненном точками a и b.

Шаг 3:найти наибольшее значение f(x) из множества f(a),f(b),f(x1),…,f(xn). Это значение соответствует глобальному максимуму.

Примечание:при построении этого алгоритма нет необходимости классифицировать стационарные точки как точки локального минимума, точки локального максимума или точки перегиба(и нет необходимости вычислять производные высших порядков)

Д,ля определения глобального оптимума легче вычислить соответствующие значения функции и выбрать из них максимальное.

Пример:
Максимизировать

f(x)= -x3 +3x2 +9x +10=0 на интервале –2<=x<=4
Решение:
Имеем

df/dx= -3x2 +6x +9=0

             3(x-3)(x+1)=0

Решая это уравнение, получаем две стационарные точки:

x=3, x= -1

Они расположены внутри заданного интервала.

Для того чтобы найти глобальный максимум, вычислим значения f(x) в точках           x=3, -1, -2 и 4.

f(3)=37; f(-1)=5;f(-2)=12;f(4)=30.

Ответ: точка x=3 соответствует максимальному значению f на интервале   [-2,4].

Выпуклые и вогнутые функции.
(Это важный класс унимодальных функций)

Введем обозначение: x=(x1,x2,…,xn)-n-мерный вектор.

Определение:
Функция n мерных f(x), определенная на выпуклом множестве D, называется выпуклой функцией тогда и только тогда, когда для любых двух точек x(1) и x(2) принадлежащих D, и любого числа L (0<=L<=1) выполняется неравенство:
f(Lx(1) +(1-L)x(2))<=Lf(x(1))+(1-L)f(x(2)).

Проиллюстрируем определение выпуклой функции для случая одной переменной:
        f(x)

                                               Lf(x1)+(1-L)f(x2                 f(x2)

                                                

                      f(x1)


                                                                                                   выпуклая

                                                                                                    функция


                               x1                Lx1+(1-L)x2                 x2         x

Свойства выпуклых функций:
1.Хорда, соединяющая две любые точки кривой графика выпуклой функции, всегда проходит над (или выше) кривой в интервале между двумя этими точками.

2.Выпуклая функция лежит над своими касательными

3.Тангенс угла наклона касательной, или первая производная f(x), возрастает или по крайней мере не убывает при увеличении x.

4.Вторая производная f(x) всегда не отрицательна на рассматриваемом интервале.

5.Для выпуклой функции локальный минимум всегда является глобальным минимумом.


Градиент функции f(x1,x2,…,xn) определяется как вектор

           f(x1,…,xn)=(df/dx1,df/dx2,…,df/dxn)T.



Матрица Гессе(гессиан) для функции f(x1,…,xn) есть симметрическая матрица порядка n*n:
Hf(x1,…,xn)=[d2f/dxidxj]=     2f.
Проверка функции на выпуклость.

Функция f(x1,…,xn) выпуклая, если ее матрица Гессе положительно определена или положительно полуопределена для всех значений x1,x2,…,xn .


Для функции одной переменной: функция f(x) выпуклая, если ее вторая производная неотрицательна для всех значений x:

d2f/dx2=>0, для всех x.

Если матрица Гессе Hf – положительно определенная матрица, то f называется строго выпуклой функцией и обладает единственной точкой минимума.

Проверка матриц на положительную определенность.

1)Все диагональные элементы должны быть положительными.


2)Все ведущие главные определители должны быть положительными.

Пример:

                    1 2 3

Матрица     4 5 6

                    7 8 9

Ведущие главные определители:

                       1 2 3

1,      1 2  ,      4 5 6

         4 5         7 8 9     .


Проверка матриц на положительную полуопределенность:
1)Все диагональные элементы неотрицательны.

2)Все главные определители неотрицательны.

Главные определители:
                                       1 2 3

1,5,9,   1 2 ,  1 3 ,  5 6 ,  4 5 6  

            4 5    7 9    8 9    7 8 9


Замечание:
Чтобы установить, что данная матрица является отрицательно определенной (полуотрицательно определенной), следует умножить ее на  -1 и проверить полученную матрицу на положительную определенность (полуположительную определенность).

Вогнутая функция.

Функция f(x1,…,xn) является вогнутой функцией на множестве D тогда и только тогда, когда –f(x) есть выпуклая функция на D.

Проверка функции на вогнутость.

Функция f(x1,…,xn) вогнутая, если ее матрица Гессе отрицательно определена, или отрицательно полуопределена для всех значений x1,…,xn.


Пример:
Исследовать функцию на выпуклость.

f(x1,x2,x3)=3x12 +2x22 +x32 –2x1x2 –2x1x3 +2x2x3 –6x1 –4x2 –2x3
                                    6x1 –2x2 –2x3 –6 

            f(x1,x2,x3)=      4x2 –2x1 +2x3 –4 

                                    2x3 –2x1 =2x2 –2 

                            6  -2   -2

Hf (x1,x2,x3)=   -2    4    2

                          -2    2    2


Исследуем Hf.

1) Hf –симметрическая матрица.

2) Все диагональные элементы Hf положительны.
3) Ведущие главные определители Н равны:
                                                    6   –2  –2 

        6 >0      6   –2   =20>0        –2   4    2     =16>0

                    –2   4                       –2   2    2  

                                                                     (см. кн.2,с.302)


Следовательно, Hf – положительно определенная матрица.

Отсюда следует, что f-выпуклая функция.

Более того, f строго выпуклая функция и обладает единственной точкой минимума.


Пример:
                 1 2 3               5 6         2 3        2 3

        A=    4 5 6 ;  A =1  8 9   -4   8 9   +7 5 6

                 7 8 9


Anxn, то |A|= n     i=1  ai1(-1)i+1|Mi1|

Mi1-подматрица матрицы A, полученная путем исключения строки i и столбца1.


Исследовать свойства функции:
f(x)=(2x+1)2(x-4)


Вычисляем:

f |=2(2x+1)2(x-4)+(2x+1)2=(2x+1)(6x-15)

f ||=2(6x-15)+6(2x+1)=24(x-1)


При x<=1 имеем f ||<=0, следовательно, функция является вогнутой в заданной области.

Если x=>1, то f || =>0, т.е. функция является выпуклой в этой области.


Найдем стационарные точки из уравнения

f|(x)=(2x+1)(6x-15)=0


x=-1/2 и x=5/2 – стационарные точки.


Вычислим

f||(-1/2)=24(-1/2-1)<0,  следовательно функция обладает локальным максимумом при x=-1/2.

Вычислим

f||(5/2)=24(5/2-1)>0, следовательно функция достигает в точке x=5/2 локального минимума.


Если ограничить допустимую область неравенством x<=1, то f(x) имеет глобальный максимум при x=-1/2, т.к. f(x)-вогнутая функция(в данной области) и x=-1/2 – точка локального максимума.


Аналогично, если ограничить допустимую область неравенством x=>1, то f(x) достигает глобального минимума при x=5/2.


Однако, если переменная x изменяется на всей действительной оси от –00 до +00, то функция f(x) не имеет конечного глобального максимума или минимума.


Примерный вид функции:


                                   max


                             -1   -1/2   0            1        2    5/2    3                              x

                                                                             min


Пример. (Задача управления запасами).


Многие фирмы создают запасы производимых товаров для удовлетворения будущего спроса.


Однако пополнение запасов через продолжительные промежутки времени приводит к образованию чрезмерно больших запасов, которое требует необоснованных капитальных затрат и значительно повышает стоимость хранения запасов.


Определение оптимальных объемов запасов представляет собой классическую задачу оптимизации.


Для решения этой задачи часто используется так называемая модель определения наиболее экономичного размера заказа. (Заказ на товары для создания запаса).


В рамках этой модели спрос предполагается постоянный и равный ( единиц товара в год.


Частное пополнение запасов (выполнение заказов) нецелесообразно, т.к. стоимость выполнения одного заказа составляет К рублей независимо от его размера.


Хранение излишних запасов так же нецелесообразно, т.к. стоимость хранение единицы товара составляет h рублей в год.


Для того, чтобы упростить задачу, предположим, что спрос удовлетворяется немедленно (т.е. задолженные заказы отсутствуют), а пополнение осуществляются сразу же, как только запасы иссякают.


Проиллюстрируем изменение объема запасов с течением времени на рисунке.





Циклы управления запасами.

                            q(t)=Q-Qt/T


                B


Q    объем

     запасов

                  A         C                                                     время,t

                        T


В точке А объем запасов равен Q; затем объем запасов начинает уменьшаться со скоростью ( единиц товара в единицу времени и достигает нулевого значения в точке С.


В это время поступает новая партия товара (выполняется заказ), и объем запасов восстанавливается.


Треугольник ABC представляет один цикл управления запасами, который повторяется во времени.


Задача заключается в том, чтобы определить оптимальный размер заказа (объем запасов) Q и продолжительность интервала времени между заказами T, T=C-A.


T-это величина промежутка времени, в течении которого при скорости расходования ( истощается запас Q, поэтому:




T=Q/(.


Таким образом, задача сводится к нахождению оптимального значения Q.


Заметим, что когда Q мало, переменная Т также принимает малое значение. При этом частота заказов велика. Это обуславливает большие затраты на выполнение заказов и относительно малые издержки хранения запасов.


С другой стороны, наличие большого объема запасов (когда Q велико) приводит к увеличению затрат на хранение запасов и одновременно к снижению издержек, связанных с выполнением заказов на товары.


Одна из основных задач управления запасами состоит в определении оптимального значения Q, которому соответствует минимум полных годовых затрат.


Получим аналитическое выражение для функции полных годовых затрат (которая и будет целевой функцией, подлежащей минимизации).


Полные затраты/год=(затраты/цикл)*(кол-во циклов/год)


Кол-во циклов (заказов)/год=1/T=(/Q.


Затраты/цикл=затраты на выполнение заказа + затраты на хранение запасов.


Затраты на выполнение заказов = К.


Определим затраты на хранение запасов в течении цикла (т.е. в течении времени Т).


q(t)=Q-Qt/T-функция изменение запасов за цикл.


Затраты на хранение запасов в течении промежутка времени [t,t+dt] равны hq(t)dt,     h-стоимость хранение единицы товара в единицу времени. Тогда затраты на хранение запасов/цикл равны:

Т                        T                                          T                       T                                                      T

(hq(t)dt = h((Q-Qt/T)dt = hQ(dt - hQ/T(tdt = hQT-(hQ/T)t2/2 =hQT-(hQ/T)T2/2=

0                        0                                           0                       0                                                       0
= hQT/2 = hQ2/(2(), т.к. T=Q/(.


Итак,

Затраты/цикл = K+hQ2/(2()

Полные затраты/год = (K+hQ2(2())(/Q=(K/Q+hQ/2.

Таким образом, функция полных затрат (целевая функция):

f(Q) = (K/Q + hQ/2        min

Вычислим:

f|(Q) = -(K/Q2 +h/2

Вычислим:

f||(Q) = 2(K/Q3 > 0, при всех Q>0.

Отсюда следует, что f(Q) – выпуклая функция,и если существует положительное значение Q*, такое, что f|(Q*) =0, то Q* минимизирует f(Q).


Решим уравнение:
f|(Q) = 0

-(K/Q2 + h/2 = 0

(K/Q2 = h/2

Q2 = 2(K/h

Q* = (2(K/h > 0 –оптимальный размер заказа.

При этом:
T* = Q*/(=(2K/(h() – интервал времени между заказами.

Величина Q* известна в теории управления как наиболее экономичный размер запаса.
Методы исключения интервалов.

Существует ряд одномерных методов поиска, ориентированных на нахождение точки оптимума внутри заданного интервала.


Среди этих методов можно выделить методы исключения интервалов.


Это методы поиска, позволяющие определить оптимум функции одной переменной путем последовательного исключения подинтервалов и, следовательно, путем уменьшения интервала поиска.


Все одномерные методы поиска, используемые на практике, основаны на предположении, что исследуемая функция в допустимой области обладает свойством унимодальности.


Для унимодальной функции f(x) сравнение значений f(x) в двух различных точках интервала поиска позволяет определить, в каком из заданных этими двумя точками подинтервалов точка оптимума отсутствует.

Правило исключения интервалов.

Пусть функция f унимодальна на интервале a(x(b, а ее минимум достигается в точке x*.


Рассмотрим точки x1 и x2, расположенные в интервале таким образом, что a<x1<x2<b.


Сравнивая значения функции в точках x1 и x2, можно сделать следующие выводы:
1. Если f(x1)>f(x2), то точка минимума f(x) не лежит в интервале (a,x1), т.е. x*((x1,b)

        f(x)


       f(x1)

       f(x2)



                       a  x1    x*            x2         b       x


2.Если f(x1)<f(x2), то точка минимума не лежит в интервале (x2,b), т.е. x*((a,x2)


     f(x)

        f(x1)


        f(x2)


                              a               x1        x*          x2  b      x



3.Если f(x1)=f(x2), то можно исключить оба крайних интервала (a,x1) и (x2,b), при этом x*((x1,x2).


Согласно правила исключения интервалов можно реализовать процедуру поиска, позволяющую найти точку оптимума путем последовательного исключения частей исходного ограниченного интервала.


Поиск завершается, когда оставшийся интервал уменьшается до достаточно малых размеров.


Достоинства этих методов:
· устраняется необходимость полного перебора всех допустимых точек.

· Методы основаны лишь на вычислении значений функции.

(при этом не требуется, чтобы исследуемые функции были дифференцируемы).


В процессе применения рассматриваемых методов поиска можно выделить два этапа:
1) Этап установления границ интервала, на котором реализуется процедура поиска границ достаточно широкого интервала, содержащего точку оптимума.

2) Этап уменьшения интервала, на котором реализуется конечная последовательность преобразований исходного интервала с тем, чтобы уменьшить его длину до заранее установленной величины.

Этап установления границ интервала.


На этом этапе сначала выбирается исходная точка, а затем на основе правила исключения строится относительно широкий интервал, содержащий точку оптимума.


Обычно поиск граничных точек такого интервала проводится с помощью эвристических методов поиска.


Рассмотрим один из эвристических методов такого поиска, предложенный Свенном.

Метод Свенна.

В соответствии с этим методом (k+1)-я пробная точка определяется по рекуррентной формуле:
xk+1=xk+2k(, k=0,1,2,…,

где x0 – произвольно выбранная начальная точка

( - подбираемая некоторым способом величина шага.


Знак ( определяется путем сравнения значений f(x0), f(x-0+|(|) и      f(x0-|(|).

Если f(x0-|(|)(f(x0)(f(x0+|(|),то согласно предположению об унимодальности, точка минимума должна располагаться правее точки x0 и величина ( выбирается положительной.

Если f(x0-|(|)<f(x0)<f(x0+|(|),то ( следует выбирать отрицательной.

Если f(x0-|(|)(f(x0)(f(x0+|(|),то точка минимума лежит между x0-|(| и x0+|(| и поиск граничных точек завершен.


Случай, когда

f(x0-|(|)(f(x0)(f(x0+|(|), противоречит предположению об унимодальности.


Выполнение этого условия говорит о том, что функция не является унимодальной.


Пример.
Рассмотрим задачу минимизации функции f(x)=(100-x)2 при заданной начальной точке x0=30 и величине шага |(|=5.


Знак ( определяется на основе сравнения следующих значений:
  f(x0)=f(30)=4900,

  f(x0+|(|)=f(35)=4225,

  f(x0-|(|)=f(25)=5625.

Так как     f(x0-|(|)(f(x0)(f(x0+|(|),

                   5626   (4900(   4225

то величена ( должна быть положительной, а координата точки миимума должна быть больше 30.

Имеем x1=x0+(=35.        f(35)=4225.

Далее x2=x1+2(=45,

      f(45)=3025<f(x1)=4225, откуда x*>35.
x3=x2+22(=65,    f(65)=1225<f(x2)=3025, откуда x*>45.
x4=x3+23(=105,  f(105)=25<f(x3)=1225, откуда x*>65.

x5=x4+24(=185,  f(185)=7225>f(x4)=25, следовательно, x*<185.

Таким образом, мы выявили интервал 65(x*(185, в котором расположена точка x*.


Можно определить, что эффективность поиска граничных точек непосредственно зависит от величины шага ( .


Если ( велико, то получаем грубые оценки координат граничных точек, и построенный интервал оказывается весьма широким.


С другой стороны, если ( мало, для определения граничных точек может потребоваться достаточно большой объем вычислений.

Этап уменьшения интервалов.

Величина подинтервала, исключаемого на каждом шаге, зависит от расположения пробных точек x1 и x2 внутри интервала поиска.


В зависимости от стратегии выбора двух точек x1 и x2 на интервале имеются различные методы поиска минимума унимодальной функции, отличающиеся скоростью стягивания интервала неопределенности, содержащего x*, в точке x*.


Рассмотрим два наиболее известных из таких способов. Это метод дихотомии (деления интервала пополам) и метод золотого сечения.


Для указанных методов даже не требуется непрерывности функции, могут существовать разрывы первого рода.


Достаточно, чтобы f(x) была унимодальной.

Метод 1.           Метод деления интервала пополам (метод дихотомии).


Этот метод позволяет исключать в точности половину интервала на каждой итерации.


Приведем описание поисковой процедуры, ориентированной на нахождение точки минимума функции f(x) в интервале (a,b).


Шаг1. Положить.

  xm=(a+b)/2 и L=b-a.

Вычислить значение f(xm).


Шаг2. Положить.

  x1=a+L/4 и x2=b-L/4.


Можно заметить, что точки x1,xm,x2 делят интервал (a,b) на четыре равные части.


Вычислить значения f(x1) и f(x2).


Шаг3.  Сравнить f(x1) и f(x2).

(1) если f(x1)<f(xm), исключить интервал (xm,b), положив  b=xm.


Средней точкой нового интервала поиска становится точка x1. Следовательно, необходимо положить xm=x1. Перейти к шагу 5.

(2) если f(x1)(f(xm), перейти к шагу 4.


Шаг4. Сравнить f(x2) и f(xm).
(1) если f(x2)<f(xm),исключить интервал (a,xm), положив a=xm.

Т.к. средней точкой нового интервала становится точка x2, положить xm=x2.

Перейти к шагу 5.

(2) если f(x2)(f(xm), исключить интервалы (a,x1) и (x2,b).
Положить a=x1 и b=x2.

(Заметим, что xm продолжает оставаться средней точкой нового интервала)

Перейти к шагу 5.


Шаг5.  Вычислить L=b-a.

Если величина |L| мала, закончить поиск, в противном случае вернуться к шагу 2.


Пример.  Метод деления интервала пополам.

Минимизировать f(x)=(100-x)2 в интервале 60(x(150.

Здесь a=60, b=150, L=150-60=90, xm=(60+150)/2=105.

Итерация 1.
x1=a+(L/4)=60+(90/4)=82.5

x2=b-(L/4)=150-(90/4)=127.5

f(82.5)=306.25>f(105)=25

f(127.5)=756.25>f(105)


Таким образом, исключаются интервалы (60;82.5) и (127.5;150).
Длина интервала поиска уменьшается с 90 до 45.

Итерация 2.
a = 85.5, b = 127.5, xm = 105, L = 127.5-82.5 = 45.

x1 = 82.5+(45/4) = 93.75

x2 = 127.5-(45/4) = 116.25

f(93.75) = 39.06>f(105)=25

f(116.25) = 264.06>f(105).

Таким образом, интервал неопределенности равен (93.75;116.25).

Итерация 3.
a = 93.75, b = 116.25, xm = 105, L = 116.25-93.75 = 22.5

x1=99.375,       x2=110.625

f(x1) = 0.39<f(105) = 25.

Таким образом, исключается интервал (105,116.25).

Новый интервал неопределенности равен (93.75,105), его средняя точка 99.375 (точка х1 на итерации 3).


Метод 2.   Метод золотого сечения.
В методе дихотомии на каждом шаге уменьшения интервала нам дважды приходилось вычислять значение целевой функции (в точках х1 и х2).


В методе же золотого сечения мы будем выбирать расположение точек х1 и х2, рассекающих интервал, таким образом, чтобы на каждом шаге уменьшения интервала одна из этих точек совпадала с одной из аналогичных точек предыдущего шага, т.е. на каждом шагу уменьшения интервала фактически вводится только одна новая точка, для которой требуется произвести только одно вычисление значения целевой функции.


Такое рассечение интервала новой точкой может быть точно рассчитано. Забегая вперед, запишу эту пропорцию:

                   а             х1         х2                   b 

Точки х1 и х2 расположены симметрично относительно середины интервала (a, b).

b-x1              x2-a             (5-1

            =                   =                 (   0.618

b-a                b-a                 2                                 .


Такое рассечение интервала и получило название золотого сечения.


Сначала метод золотого сечения проиллюстрируем рисунками.


Введем обозначения:
(1 = b-a – исходный интервал.

(2 – интервал, полученный после уменьшения интервала (1 отбрасыванием его левого или правого подинтервала.

(К+1 – интервал, полученный после уменьшения интервала (К.


Отбрасываемый интервал на рисунке будет заштрихован.

                                                                (1
1)                                              (2
                                                        x1             x2
                            a                                                                        b 

                                        (3                                        (2 


                                                                                      (3
2)

                                                                     x1|        x2|
                                                    a|                                                        b|
                                                                    (3                    (4 



3)

                                                              x1||        x2||

                                                    a||                               b||
                                                            (5             (4 



Пояснения:

На шаге 1 интервал [a, b] делится точками х1 и х2 в пропорциях золотого сечения.

Отрезок [a, x1) исключается.

На втором шаге точка х1| = х2 (т.е. переходит с первого шага) и вводится новая точка x2| (x2| делит интервал [a|, b|]) в пропорции золотого сечения, причем x2| - a| = x1 – a = (3  и т.д.).


Рассмотрим теперь метод золотого сечения формально.


Золотым сечением отрезка называется деление отрезка на две неравные части так, чтобы отношение всего отрезка к большей части равнялось отношению большей части к меньшей.


Золотое сечение отрезка [a, b] производится двумя симметрично расположенными точками (х1 и х2).

Т.е. (b-a)/(b-x1)=(b-x1)/(x1-a)=(   и (b-a)/(x2-a)=(x2-a)/(b-x2)=(.


Можно показать, что ( = (1+(5)/2(1.618.

Примечательно то, что точка х1 в свою очередь производит золотое сечение отрезка [a, x2], т.е. (x2-a)/(x1-a) = (x1-a)/(x2-x1) = (.


Аналогично, точка х2 производит золотое сечение отрезка [x1, b].

Итак, метод золотого сечения состоит в том, что длины последовательных интервалов берутся в фиксированном отношении:
(1/(2  =  (2/(3  = … =(.

Из соотношений

(К/(K+1 = (K+1/(K+2 = (    и   (K = (K+1 + (K+2
Получаем:
(K/(K+1 = ((K+1+(K+2)/(K+1=1+(K+2/(K+1
( = 1 + 1/(          или       (2 - ( -1 = 0.

Корнем этого уравнения является золотое сечение.

                (=((5+1)/2 ( 1.618

( = 1/( = ((5-1)/2 ( 0.618.


Можно записать формулы для точек х1 и х2, производящих золотое сечение на интервале [a, b]:

x1 = a+(1-()(b-a)

x2 = a+((b-a)

Алгоритм метода золотого сечения.

1. Ввести a, b, (-точность вычисления, (=((5-1)/2

2. Вычислить:

x1 =b – (b-a)(;

x2 =a + (b-a)(
3. Вычислить:

y1 = f(x1);

y2 = f(x2)

4. если y1(y2, то для дальнейшего деления оставляют интервал [a, x2]

и выполняют следующее:

b: = x2;

x2: = x1;

y2: = y1;

x1 := b-(b-a)(
y1 := f(x1)

в противном случае (если y1 > y2), для дальнейшего деления оставляют интервал [x1, b] и выполняют следующее:

a := x1;

x1 := x2;

y1 := y2;

x2 := a+(b-a)(;

y2 :=f(x2);

5. Сравнение длины интервала неопределенности с заданной точностью (:

Если (b-a)((, то положить x* := (b-a)/2 (точка минимума),             иначе (если (b-a)<() перейти к п.4.

6.   Конец.

Пример.  Метод золотого сечения.


Требуется минимизировать

f(x)=(100-x)2 в интервале 60 ( х ( 150

Решение:

Для того, чтобы перейти к интервалу единичной длины, проведем заметку переменной, положив Z = (x-60)/90.

Таким образом, задача принимает следующий вид:


-минимизировать f(Z) = (40-90Z)2

-при ограничении 0 ( Z ( 1.

Итерация1.
Интервал : I1=(0,1); L1=1.
Проведем два первых вычислений функции:

Z1=q=0.618, f(Z1)=244.0

Z2=1-q=q2=0.382, f(Z2)=31.6

Т.к. f(Z2)<f(Z1) и Z2<Z1, интервал Z(Z1 исключается.

Итеракция2.
I2=(0, 0.618); L=0.618=q.

Следующее вычисление значения функции проводится в точке.

Z3=q-q2=q(1-q)=q3=0.236, f(Z3)=352.

Т.к. f(Z3)>f(Z2) и Z3<Z2, интервал Z(Z3 исключается.

Итеракция3.

I3=(0.236, 0.618); L=0.382=q2.

Следующее вычисление функции проводится в точке, расположенной на расстоянии q*(длина полученного интервала), или на расстоянии              (1-q)*(длина интервала) от правой граничной точки.


Таким образом,

Z4=0.618 - (1-q)L3=0.618 – q2L3=0.618 –q2(q2)=0.618 – q4=0.472;  f(Z4)=6.15.

Т.к. f(Z4)<f(Z2) и Z4>Z2, интервал Z(Z2 исключается.


В результате получен следующий интервал неопределенности:
0.382(Z(0.618 для переменной Z, или 94.4(x(115.6 для переменной x.

Функции нескольких переменных.

В этом разделе будем рассматривать методы, используемые при поиске безусловных минимумов функций нескольких переменных.


Многомерная задача безусловной оптимизации формулируется следующим образом:

f(x)(min, x( Rn,         Rn-n-мерное пространство

(т.е. ограничения на х отсутствуют),

             х1
где х=  х2  = (x1, x2,…, xn)T – вектор управляемых переменных 

             …                                  размерностью n,
             хn 

f- скалярная целевая функция.

Точка х является точкой глобального минимума, если для всех x( Rn, выполняется неравенство:  (f = f(x)-f(x)(0  (1).


Точку глобального минимума будем обозначать х**.


Если формула (1) справедлива лишь в некоторой (-окрестности точки х, т.е. для всех х, таких, что ||x-x||<(, при заданном (>0, то х есть точка локального минимума.


Ее будем обозначать х*.


Норма (модуль, длина) вектора

||x||=((x, x)=(xT x=(x12 + x22 + … +xn2 

(x, x)=xT x – скалярное произведение х на себя

xT = (x1, x2, …, xn)


Если же выполняется

(f = f(x) - f(x) ( 0, (2)

то х есть точка максимума (локального или глобального в соответствии с данными ранее определениями).


Исключение знака равенства из формул (1) и (2) позволяет определить точку строгого минимума или максимума.


В случае, когда (f принимает как положительные и отрицательные, так и нулевые значения в зависимости от выбора точек из ( - окрестности, точка х представляет собой седловую точку.


Точка х, в которой находится минимум или максимум, или седловая точка, должна удовлетворять условию стационарности:

(f(x) = 0 (x – стационарная точка)

                 (f    (f            (f    T

(f(x) =    (x1,  (x2,  …, (xn     - градиент функции f(x) = f(x1, x2, …, xn)


Приведем некоторые сведения из линейной алгебры.


Квадратичной формой называется функция n переменных вида:
A(x1, x2, …, xn) = A(x) = i=1(nj=1(n qijxixj = xTQx, где 

         x

x =    x   , Q(n*n) = [qij] – матрица.

        …

         x

Q будем считать симметрической матрицей.


Определения:
1.матрица Q является положительно определенной тогда и только тогда, когда   xTQx > 0  для всех х ( 0.

2.матрица Q является положительно полуопределенной тогда и только тогда, когда значения квадратичной формы xTQz ( 0, для всех х и существует вектор х ( 0 такой, что xTQz = 0.

3.матрица Q является отрицательно определенной тогда и только тогда, когда -Q есть положительно определенная матрица. Другими словами – тогда и только тогда, когда xTQx < 0 для всех х ( 0.

4. матрица Q является отрицательно полуопределенной тогда и только тогда, когда -Q есть положительно полуопределенная матрица.

5.матрица Q является неопределенной, если квадратичная форма xTQx может принимать как положительные, так и отрицательные значения.


Справедливы следующие утверждения:

1) Стационарная точка х есть точка минимума, если Hf(x) = (2f(x)  - положительно полуопределенная матрица.

Hf(x) = (2f(x) = [(2f/((xi(xj)] – матрица Гессе (гессиан)

2)Стационарная точка х есть точка максимума, если Hf(x) = (2f(x)  - отрицательно полуопределенная матрица.

3) Стационарная точка х есть седловая точка, если Hf(x) = (2f(x)  - неопределенная матрица.


Сформируем необходимые и достаточные условия существования локального минимума функции нескольких переменных.


Необходимые условия:


Для наличия в точке х* локального минимума необходимо, чтобы выполнялось равенство:

(f(x*) = 0 (чтобы точка х* была стационарной)

и матрица Hf(x*) = (2f(x*) была положительно полуопределенной. (неотрицательно определенной)

Hf(x) = (2f(x) = [(2f/((xi(xj)] – матрица Гессе (гессиан).


Достаточные условия.

Если (f(x*) = 0 и матрица Hf(x*) = (2f(x*) – положительно определена, то х* точка изолированного (строгого) локального минимума функции f(x).

Примечание.

Если удастся показать, что xT(2f(x) ( 0 для всех х, то f(x) является выпуклой функцией, а локальный минимум оказывается глобальным.


Пример.


Дана функция

f(x) = 2x12 + 4x1x23 – 10x1x2 + x22.

Требуется классифицировать точку х (0, 0)Т
Решение.


Вычисляем градиент функции (f(x).

(f/(x1 = 4x1 + 4x23 – 10x2
(f/(x2 = 12x1x22  – 10x1 +2x2 

(f(x) = (0, 0)T,

следовательно, точка х – стационарная.

Вычисляем гессиан Hf(x):

(2f/(x12 = 4

(2f/(x22 = 24x1x2 + 2                                                                   4    –10 

(2f/((x1(x2) = 12x22 – 10, следовательно Hf(x) = (2f(x) =   –10        2


Построим квадратичную форму:

                                 4    –10    x1                                              x1 

xTHfx = (x1, x2)    –10        2    x2  = (4x1 –10x2, -10x1 + 2x2)  x2  =

= (4x1 – 10x2) x1 + (-10x1 + 2x2) x2 = 4x12 – 20x1x2 + 2x22 

Если взять точку х = (0, 1)Т {x1=0; x2=1}; то xTHfx = 2 > 0.

Если взять точку х = (1, 1)Т {x1=1; x2=1}; то xTHfx = 4 – 20 + 2 = -14 < 0,т.е. Hf является неопределенной, поэтому точка х = (0, 0)Т представляет собой седловую точку.

Классификация методов безусловной оптимизации.
Возможны два подхода к решению задачи отыскивания минимума функции f(x) = f(x1, …, xn) при отсутствии ограничений на область допустимых значений переменных xi.


Первый подход лежит в основе косвенных (непрямых) методов оптимизации и сводит решение задачи оптимизации ку решению системы нелинейных уравнений (это вытекает из необходимых условий существования минимума функции нескольких переменных):

(f/(xi = 0 (i=1,…,n)

(система n нелинейных уравнений, среди решений которой находятся точки минимума) или (f(x) = 0 ( вектор (градиент равен 0).


Решение систем нелинейных уравнений задача сложная и трудная.


Поэтому на практике используют второй подход к минимизации функций, составляющий основу прямых методов.


Суть этих методов состоит в построении последовательности векторов x(0), x(1), …, x(n), таких, что f(x(0))>f(x(1))>…>f(x(n)).

Такие последовательности называют релаксационными.


В качестве начальной точки x(0) может быть выбрана произвольная точка, однако стремятся использовать всю имеющуюся информацию о поведении функции f(x), чтобы точка х(0) располагалась как можно ближе к точке минимума.


Переход (итерация) от точки х(К) к точке х(К+1) состоит из двух этапов:

1)выбор направления движения из точки х(К);
2)определение шага вдоль этого направления.


Методы построения таких последовательностей называют методами спуска, т.к. осуществляется переход от больших значений функции к меньшим.


Математически методы спуска описываются соотношением:

x(K+1) = x(K) + hKp(K)  (k=0,1,2,…)

Здесь p(K) – вектор, определяющий направление спуска; hK – длина шага.


           x2
                                  hKp(K)


                х(К)

                                 х(К+1)

                                                                         x1

             0


В координатной форме:

            x1(K+1) = x1(K) + hKp1(K)
            x2(K+1) = x2(K) + hKp2(K)
            ……………………….

            xn(K+1) = xn(K) + hKpn(K)

Различные методы спуска отличаются друг от друга способами выбора двух параметров – направления спуска и длины шага вдоль этого направления.


На практике применяются только методы, обладающие сходимостью.


Они позволяют за конечное число шагов получить точку минимума или подойти к точке, достаточно близкой к точке минимума.

Поиск прекращается при выполнении условий останова итерационного процесса.


Например, таким условием может стать условие малости приращения аргумента ||x(K) – x(K-1)|| ( ( или условие малости приращения функции ||f(x(K) – f(x(K-1)))|| ( (
Здесь К – номер итерации; ( и ( - заданные величины точности решения задачи ( > 0;( > 0.


Методы поиска точки минимума называются детерминированными, если направление движения и величина шага перехода от х(К) к х(К+1) выбирается однозначно по доступной в точке х(К) информации.


Если же при переходе используется какой-либо случайный механизм, то алгоритм поиска называется случайным поиском минимума.

Детерминированные алгоритмы безусловной минимизации делят на классы в зависимости от вида используемой информации.


Если на каждой итерации используются лишь значения минимизируемых функций, то метод называются методом нулевого порядка.


Если, кроме того, требуется вычисление первых производных минимизируемых функций, то методы называются методами первого порядка.


При необходимости дополнительного вычисления вторых производных методы называются методами второго порядка.


В настоящее время разработано множество методов оптимизации.


Качество численного метода характеризуется многими факторами: скоростью сходимости, временем выполнения одной итерации, объемом памяти ЭВМ, необходимым для реализации метода, классом решаемых задач и т.д.

Методы нулевого порядка.


Предполагается рассмотреть три метода прямого поиска:
1)метод поиска по симплексу (или S2-метод)

2)метод поиска Хука-Дживса

3)метод сопряженных направлений Пауэлла

(первые два метода эвристические).


Эти методы основаны на вычислении только значений целевой функции и не требуют вычисления производной(функция предполагается унимодальной).

Метод поиска по симплексу(S2-метод).


Метод предложен Спендли, Хекстом и Химсворшом.

(этот метод не имеет отношения к симплекс-методу линейного программирования, а сходство названий носит случайный характер).


В процедуре поиска используется регулярный симплекс, который содержит наименьшее количество точек, если сравнивать его со всеми другими экспериментальными образцами, используемыми в других подобных методах (например, в качестве экспериментального образца используется кубический образец, гиперкуб в n-мерном пространстве).


Регулярный симплекс в n-мерном пространстве представляет собой многогранник, образованный (n+1)-ой равностоящими друг от друга точками – вершинами.


Например, в случае двух переменных симплексом является равносторонний треугольник.

                               х(2)

х(1)                                          симплекс в двумерном пространстве


                  х(3)
В трехмерном пространстве симплекс представляет собой тетраэдр.


В алгоритме симплексного поиска используется важное свойство симплексов, согласно которому новый симплекс можно построить на любой грани начального симплекса путем переноса выбранной вершины на надлежащее расстояние вдоль прямой, проведенной через центр тяжести остальных вершин начального симплекса.


Полученная таким образом точка является вершиной нового симплекса, а выбранная при построении вершина начального симплекса исключается.


Таким образом, мы видим, что при переходе к новому симплексу требуется одно вычисление значения целевой функции.


Процесс построения нового симплекса на плоскости проиллюстрируем на рисунке.

                                                                                     Центр тяжести х(2) и х(3) 

                                   х(2)                                             х(2)

      х(1)                                              х(1)
                                                                                                        х(4) 

                    х(3)                                               х(3)
                                                                                 вершина нового симплекса

начальный симплекс

 х(1), х(2), х(3) 


эта вершина исключается








новый симплекс х(2), х(3), х(4).


Работа алгоритма симплексного поиска начинается с построения регулярного симплекса в пространстве независимых переменных.


В каждой из вершины симплекса вычисляется значение целевой функции.


При этом определяется вершина, которой соответствует наибольшее значение целевой функции.


Затем найденная вершина проецируется через центр тяжести остальных вершин в новую точку, которая используется в качестве вершины нового симплекса.


Если функция убывает достаточно плавно, итерации продолжаются до тех пор, пока либо не будет накрыта точка минимума, либо  не начнется циклическое движение по двум или более симплексам.


В таких ситуациях можно воспользоваться следующими тремя правилами:

1)Правило1. ”Накрытие” точки минимума.

Если вершина, которой соответствует наибольшее значение целевой функции, построена на предыдущей итерации, то вместо нее берется вершина, которой соответствует следующее по величине значение целевой функции.

2)Правило2. Циклическое движение.

Если некоторая вершина симплекса не исключается на протяжении более чем m итераций, то необходимо уменьшить размеры симплекса с помощью коофициента редукции и построить новый симплекс, выбрав в качестве базовой точку, которой соответствует минимальное значение целевой функции.

m вычисляется по формуле: m = 1.65n + 0.05n2,
где n – размерность задачи, а m округляется до ближайшего целого числа.


Для применения этого правила следует установить величину коофициента редукции.

3)Правило3. Критерий окончания поиска.


Поиск завершается, когда или размеры симплекса, или разности между значениями функции в вершинах становятся достаточно малыми.


Чтобы можно было применять эти правила, необходимо задать величину параметра окончания поиска.


Реализация данного алгоритма основана на вычислениях двух типов:

1)построении регулярного симплекса при заданных базовой точке и масштабном множестве (.

2)расчете координат отраженной точки.


Построение симплекса осуществляется следующим образом:


При заданных начальной (базовой) точке х(0) и масштабном множестве ( координаты остальных n вершин симплекса в n-мерном пространстве вычисляются по формулам:

             xj(0) + (1, при j(i,

xj(i) =  

             xj(0) + (2, при j=i,

для i=1, 2, …,n; j=1, 2, …, n.


Приращения (1, (2 определяются по формулам:

(1 = [((n+1)1/2+n-1)/n(2](,   (2 = [((n+1)1/2-1)/n(2](.


Величина масштабного множителя ( выбирается исследователем, исходя из характеристик решаемой задачи.


При (=1 ребра регулярного симплекса имеют единичную длину.


Вычисления второго типа, связанные с отражением относительно центра тяжести, представляют собой следующую процедуру:
Пусть x(j) – точка подлежащая отражению.

Центр тяжести остальных n точек расположен в точке:

xc = (1/n)n(i=0;i(j x(i) .


Все точки прямой, проходящей через x(j) и хс , задаются формулой:

x = x(j) + ((xc – x(j)).


При ( = 0 получаем исходную точку x(j) , а значение ( =1 соответствует центру тяжести хс. 


Для того, чтобы построенный симплекс обладал свойством регулярности, отражение должно быть симметричным. Следовательно, новая вершина получается при ( = 2.

Таким образом, хнов(j) = 2хс – х(j)предыдущ..


Пример. Вычисления в соответствии с методом поиска по симплексу.

Минимизировать f(x) = (1-x1)2 + (2-x2)2.


Решение.

Зададим начальную точку (для построения исходного симплекса) и масштабный множитель.

Пусть х(0) = (0, 0)Т;  ( = 2.

Тогда   (1 = [((3+1)/2(2]( = 1.9318, (2 = [((3-1)/2(2]( =0.5176.

Вычислим координаты двух других вершин симплекса:

x1(1) = 0 + 0.5176

x2(1) = 0 + 1.9318

x(1) = (0.5176, 1.9318)T 

x1(2) = 0 + 1.9318

x2(2) = 0 + 0.5176

x(2) = (1.9318, 0.5176)T 

f(x(1)) = 0.2374

f(x(2)) = 3.0658

f(x(0)) = 5


Т.к. наибольшим является значение f(x(0)), то необходимо отразить точку x(0) относительно центра тяжести двух остальных вершин симплекса.

xc = 1/2i=1(2 x(i) = 1/2(x(1) + x(2))

Используя формулу

х(j)нов = 2хс – х(j)предыдущ.
Получаем

x(3) = x(2) + x(1) - x(0)
x(3) = (2.4494, 2.4494)Т 

f(x(3)) = 2.3027, т.е. наблюдается уменьшение целевой функции.


Новый симплекс образован точками  x(1), x(2), x(3) .


В соответствии с алгоритмом следует отразить точку x(2), которой соответствует наибольшее значение целевой функции, относительно центра тяжести точек x(1), x(3).


Итерации продолжаются до тех пор, пока не потребуется применение правил 1, 2 и 3, которые были сформулированы ранее.

Метод поиска Хука-Джавса.


Суть этого метода состоит в следующем:

Задаются некоторой начальной точкой х(0). Осуществляют исследующий поиск. Изменяя компоненты вектора х(0), обследуют окрестность данной точки, в результате чего находят направление, в котором происходит уменьшение минимизированной функции f(x).


Далее производят поиск по образцу, т.е.


В выбранном направлении осуществляется спуск до тех пор, пока значение функции уменьшается.


После того, как в данном направлении не удается найти точку с меньшим значением функции, уменьшают величину шага спуска.


Если последовательные дробления шага не приводят к уменьшению функции, от выбранного направления спуска отказываются и осуществляют новое обследование окрестности и т.д.


По существу процедура Хука-Джавса представляет собой комбинацию «исследующего» поиска и ускоряющегося поиска по образцу.


Исследующий поиск ориентирован на выявление характера локального поведения целевой функции и определение направлений вдоль «оврагов».


Полученная в результате исследующего поиска информация затем используется в процессе поиска по образцу при движении по «оврагам».


Введем обозначения:

х(К) – текущая базовая точка,

х(К-1) – предыдущая базовая точка,

хР(К+1) – точка, построенная при движении по образцу,

х(К+1) – следующая (новая) базовая точка.



Исследующий поиск.

Для проведения исследующего поиска необходимо задать величину шага приращения (xi (i=1,…,n), которая может быть различной для разных координатных направлений.


Исследующий поиск начинается в некоторой точке х(К-1) (к=1, 2, …).


Циклически изменяют каждую координату xi(K-1) (i=1, …, n) точки     х(К-1) на величину (xi т.е.

xi(K) = xi(K-1) + (xi (1).


Если f(x(K))<f(x(K-1)), то шаг поиска рассматривают как успешный, и координата xi приобретает новое значение, рассчитываемое по        формуле (1), в противном случае делают шаг в противоположном направлении, т.е. вычисляют:


xi(K) = xi(K-1) - (xi   (2).


Если f(x(K))<f(x(K-1)), то шаг поиска рассматривают как успешный, и координата xi приобретает новое значение рассчитываемое по формуле (2).


В противном случае, если же соотношение f(x(K)) < f(x(K-1)) снова не выполняется, значение этой координаты остается неизменным,                 т.е. xi(K)= xi(K-1).


После перебора всех n координат исследующий поиск завершается.


В результате получаем базовую точку х(К).


 Поиск по образцу.


Поиск по образцу заключается в реализации единственного шага из полученной базовой точки вдоль прямой, соединяющей эту точку с предыдущей базовой точкой (т.е. осуществляется спуск из точки х(К)).


Новая базовая точка определяется в соответствии с формулой:






хР(К+1) = х(К) + (х(К) – х(К-1)).


                  х2 

                                         х(К) – х(К-1) 

                                    1

                                                2

                                                          3

                       х(К-1) 
                              х(К)

                                      хр(К+1) 

                  








х1 

1 – х(К-1) , предыдущая базовая точка.

2 – х(К) , текущая базовая точка.

3 – хр(К-1) , новая базовая точка.


Алгоритм метода состоит в следующем:

Шаг 1. Определить:




Начальную точку х(0),

                     приращения (xi (i=1, 2, …, n),



коэффициент уменьшения шага (>1,




параметр окончания поиска




(величина точности решения задачи)(>0.
Шаг 2. Провести исследующий поиск.

Шаг 3. Если исследующий поиск оказался удачным (т.е. найдена точка с меньшим значением целевой функции), то перейти к шагу 5, в противном случае – продолжать (к шагу 4).

Шаг 4. Проверка на окончание поиска.


Если выполняется неравенство ||(x||<(, то прекратить поиск; текущая точка аппроксимирует точку оптимума х*.


В противном случае (если неравенство не выполняется), уменьшить приращение по формуле (xi = (xi/( (i=1, 2, …, n); перейти к шагу 2.

Шаг 5. Провести поиск по образцу:




хр(К+1) = х(К) + (х(К) – х(К-1)).

Шаг 6. Провести исследующий поиск, используя хр(К+1) в качестве базовой точки; пусть х(К+1) – полученная в результате точка.

Шаг 7. Если выполняется неравенство f(x(K+1))<f(x(K)), то положить           х(К-1) = х(К), х(К) = х(К+1) и перейти к шагу 5.

В противном случае перейти к шагу 4.


Пример (поиск по методу Хука-Джавса)

Найти точку минимума функции




f(x) = 8x12 + 4x1x2 +5x22, 



             используя начальную точку х(0) = (- 4, - 4)Т.


Решение. Необходимо задать величины:

(х = (1, 1)Т – векторная величина приращения;

( = 2 – коэффициент уменьшения шага;

( = 10 –4 – параметр окончания поиска.


Итерации начинаются с исследующего поиска вокруг точки х(0), которой соответствует значение функции f(x(0)) = 272.


Фиксируем х2 и дадим приращение переменной х1:

х2 = -4; х1 = -4 + 1 = -3.


Вычисляем f(-3, -4) = 200 < f(x(0)) = 272 ( успех.


Следовательно, необходимо зафиксировать х1 = -3 и дать приращение переменной х2: х1 = -3; х2 = -4 + 1= -3.


Вычисляем f(-3, -3) = 153 <f(-3, -4) = 200 ( успех.


Таким образом, в результате исследующего поиска была найдена точка 
х(1) = (-3, -3)Т, f(x(1)) = 153.

Т.к. исследующий поиск был удачным, переходим к поиску по образцу:

                                           -3        -3      -4         -3      1      -2

Хр(2) = х(1) + (х(1) – х(0)) =         +        -          =        +      =       =(-2, -2)Т.

                                           -3        -3      -4         -3      1      -2

f(xp(2)) = 68.


Далее проводится исследующий поиск вокруг точки хр(2), который оказывается удачным при использовании положительных приращений переменных х1 и х2.


В результате получаем точку х(2) = (-1, -1)Т; f(x(2)) =17.


Т.к. f(x(2))<f(x(1)), то поиск по образцу следует считать успешным, и х(2) становится новой базовой точкой при следующем проведении поиска по образцу.


Итерации продолжаются, пока уменьшение величины шага не укажет на окончание поиска в окрестности точки минимума х* = (0, 0)Т.
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                                                 хр(2)                              -2

                                                 х(1)                               -3

                                                 х(0)                               -4

                                                                                     -5


т.к. f(x(2)) < f(x(1)), то далее полагаем х(К-1) = х(1); х(К) = х(2).


Метод сопряженных направлений Пауэлла.


Метод ориентирован на решение задач с квадратичными целевыми функциями, т.е. функциями вида: f(x) = a + bTx + 1/2xTCx,

где Q(x) = xTCx – квадратичная форма.


Т.к. в окрестности точки оптимума любую нелинейную функцию можно аппроксимировать квадратичной функцией (поскольку линейный член разложения Тейлора обращается в нуль), то метод может быть применен и для нелинейной целевой функции общего вида.


Метод Пауэлла использует свойство квадратичной функции, заключающееся в том, что любая прямая, которая проходит через точку минимума функции х*, пересекает под равными углами касательные к поверхностям равного уровня функции в точках пересечения.
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Суть метода заключается в следующем (Рассмотрим случай двух переменных).


Выбирается некоторая точка х(0) и выполняется одномерный поиск вдоль произвольного направления, приводящий в точку х(1) (х(1) – точка минимума функции на выбранном направлении).


Затем выбирается точка х(2), не лежащая на прямой х(0) – х(1), и осуществляется одномерный поиск вдоль прямой, параллельной х(0) – х(1).


Находят точку х(3) –точку минимума функции на данном направлении.


Точка х(3)  вместе с точкой х(1) определяют направление х(1) – х(3) одномерного поиска, дающего точку минимума х*.


Направления х(0) – х(2) и х(1) – х(3) являются сопряженными направлениями относительно матрицы С квадратичной формы Q(x) (C – сопряженные направления).


Точно также С-сопряженными являются направления х(2)-х(3) и х(1)-х(3).


В рассмотренных построениях для того, чтобы определить сопряженное направление, требовалось задать две точки и некоторое направление.


Это не слишком удобно для проведения расчетов, поэтому  предпочтительнее строить систему сопряженных направлений, исходя из одной начальной точки.


Это легко осуществить при помощи единичных координатных векторов е(1), е(2), …, е(n).

e(1) = (1, 0, …, 0)T; e(2) = (0, 1, …, 0)T; …; e(n) = (0, 0, …, 1)T.

Проиллюстрируем процедуру построения сопряженных направлений для случая двух переменных (ее можно обобщить и для n-мерного пространства).


Пусть е(1) = (1, 0)Т; е(2) =(0, 1)Т.


Зададим начальную точку х(00). Произведем одномерный поиск минимума функции f вдоль направления e(n) – e(2) (n=2), начиная из начальной точки х(00).


Точки прямой, исходящей из х(00) в направлении е(2), задаются формулой 

x = x(00) + he(2).

Вычислим значение h=h0, которому соответствует минимум f(x(00) + h0e(2)).

f(x(00) + h0e(2)) = minh f(x(00) + he(2)).


Положим x(0) = x(00) + h0e(2).


Из точки х(0) выполняем одномерный поиск вдоль направления е(1).


Вычислим значение h1, которому соответствует минимум f(x(0)+h1e(1)).


Положим x(1) = x(0) + h1e(1).


Из точки х(1) выполняем одномерный поиск в направлении е(2).


Вычисляем значение h2, которому соответствует минимум f(x(1)+h2e(2)).


Положим x(2) = x(1) + h2e(2).
Направления (х(2) – х(0)) и е(2) оказываются сопряженными.

Это видно из следующего рисунка.
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Можно рассуждать так:

мы выбрали две точки х(00) и х(1) и из этих точек выполнили одномерный поиск в направлении е(2).


Соответствующие этим поискам точки минимума – х(0) и х(2).


Поэтому направление х(0) – х(2) является сопряженным с направлением е(2).


Одномерный поиск в направлении е(2) дает точку минимума х*.


Поэтому на следующей итерации проводится одномерный поиск в направлении х(0) – х(2) и будет получена точка минимума х*.


В случае квадратичной функции n переменных оптимальное значение находится за n итераций при этом требуется провести n2 одномерных поисков.


Алгоритм метода Пауэлла следующий:

1. Задаются начальной точкой х(00). Выполняют одномерный поиск минимума функции f вдоль направления p(n) = e(n) = (0, …, 0, 1)T. Величина шага h0 находится из условия                              

   f(x(00) +h0p(n)) = minh f(x(00) +hp(n)). Полученный шаг определяет точку   x(0) = x(00) + h0p(n); k:=1(номер итерации).

2. За начальные направления поиска р(1), р(2), …, р(n) принимают направления осей координат, т.е. p(i) = e(i) (i = 1, …, n),


       где е(1) = (1, 0, …, 0)Т, е(2) = (0, 1, …, 0)Т, …, е(n) = (0, …, 0, 1)Т.
3. Из точки х(0) выполняют n одномерных поисков вдоль направлений p(i) (i = 1, …, n). При этом каждый следующий поиск производится из точки минимума, полученной на предыдущем шаге. Величина шага hi находится из условия f(x(i-1) + hip(i)) = minh f(x(i-1) + hp(i)). Полученный шаг определяет точку x(i) = x(i-1) +hip(i).

4. Выбираем новое направление p = x(n) – x(0) и заменяют направления 
      p(1), …, p(n) соответственно на p(2), …, p(n), p.

5. Из точки x(n) осуществляют одномерный поиск вдоль направления         p = p(n) = x(n) – x(0). Величина шага hn+1 находится из 


     f(x(n) + hn+1p) = minh f(x(n) + hp). Полученный шаг определяет точку 
    x(n+1) = x(n) + hn+1p; k:=k+1(номер итерации).

6. Проверяют выполнение условия k ( n. Если условие выполняется перейти к п.7, в противном случае перейти к п.8.
7. а) если целевая функция квадратичная, то поиск прекращается; х* полагается равным x(n+1) (x* := x(n+1)).

б)если целевая функция не является квадратичной, то проверяют выполнение условия ||x(n) – x(0)|| ( ( (( - заданная точность) (т.е. изменение по каждой независимой переменной должно быть меньше, чем заданная точность). Если условие выполняется, то поиск прекратить; х* полагается равным x(n+1). В противном случае перейти к п.8.

8. Заменяют x(0) на x(n+1) (x(0) := x(n+1)) и принимают эту точку за начальную точку х(0) для следующей итерации. Переходят к п.3.

Таким образом, в результате выполнения рассмотренной процедуры осуществляется поочередная замена принятых вначале направлений поиска. В итоге после n итераций они окажутся взаимно сопряженными.



Пример.


Методом Пауэлла найти точку минимума функции 



f(x) = f(x1, x2) = 4(x1 - 5)2 + (x2 - 6)2, если задана начальная точка       х(00) = (8, 9)Т.

f(x(00)) = f(8, 9) = 45.

Шаг 1.               8






     0

               х(00) =  9  ;    n=2; направление поиска p(2)=e(2)=    1  .
f(x(00) + hp(2)) ( min.

         x1

          8         0        8

         x2  = x(00) + hp(2) =  9   +h  1  =  h+9   .

f(x1, x2) = f(8, h+9) = 4(8-5)2 + (h+9-6)2 = 4·9 + (h+3)2 = (h+3)2 + 36 = ((h).

(|h = 2(h+3)=0, отсюда h0 = -3.


Определяем точку




  
  8         0      8

x(0) = x(00) +h0p(2) =  9   - 3  1  =  6  ; k:=1 (номер итерации).

Шаг 2.        1

     0

p(1) = e(1) =  0  ;  p(2) = e(2) =  1  .
Шаг 3.Из точки х(0) выполняем одномерный поиск по направлению р(1)=(0/1). Найдем такое значение h при котором f(x(0) + hp(1)) ( min.

  x1                             8
   1
    h+8

  x2  = x(0) +hp(1) =  6  +  h   0    =     6       .

f(x1, x2) = f(h+8, 6) = 4(h+8-5)2 + (6-6)2 = 4(h+3)2 = ((h).

(|h = 8(h+3) = 0, отсюда h1= -3.


Определяем точку





 8          1        5

x(1) = x(0) +h1p(1) =   6   - 3  0   =   6   .


Теперь из точки х(1) выполняем одномерный поиск вдоль направления р(2) = (0/1). Найдем такое значение h, при котором f(x(1) + hp(2)) ( min.

    x1                               5          0         5

    x2     =  x(1)  +hp(2) =  6   + h  1  =  h+6  .

f(x1, x2) = f(5, h+6) = 4(5-5)2 + (h+6-6)2 = h2 =((h).

(|h = 2h = 0, отсюда h2 = 0.


Определяем точку




 
 5           0         5

x(2) = x(1) + h2p(2) =  6  +  0  0   =    6  .

Шаг 4. Выбираем направление:

                          5         8       -3

р = х(2) – х(0) =  6   –    6   =   0  .


Заменяем:                0                      -3

                    p(1) := p(2) =   1  , p(2) := p =   0   .

Шаг 5. Из точки х(2) = (5/6) осуществляем одномерный поиск вдоль направления р = (-3/0). Найдем такое значение h, при котором f(x(2) +hp)( min.

   x1                          5          –3        5-3h

   x2  =  x(2) + hp =   6  +  h   0   =      6     .

f(x1, x2) = f(5-3h, 6) = 4(5-3h-5)2 + (6-6)2 = 36h2 = ((h).

(|h = 72h = 0, отсюда h3 = 0.


Определяем точку

                             5             –3        5

x(3) = x(2) +h3p =   6   +   0    0   =   6  .k:=1+1=2 (номер итерации).

Шаг 6. Проверяем выполнение условия k ( n = 2, условие выполняется, переходим к п.7.

Шаг 7. а) целевая функция квадратичная, поиск закончен.

х* := х(3) = (5/6) – точка минимума. f(x*) = f(5, 6) = 0 – минимальное значение функции.

Методы безусловной оптимизации первого порядка

(градиентные методы).


Градиент дифференцируемой функции f(x) в точке х(0) представляется n-мерным вектором.

(f(x(0)) = ((f(x(0))/x1, (f(x(0))/x2, …, (f(x(0))/xn)T.

Этот вектор перпендикулярен к плоскости, проведенной через точку х(0) и являющейся касательной к поверхности уровня функции f(x), проходящей через точку х(0).


В каждой точке такой поверхности функция f(x) принимает одинаковые значения.


Приравнивая функцию различным постоянным величинам С0, С1, …, получим серию поверхностей, характеризующих ее топологию.
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    f(x) = C2 

                                                                            линии постоянного уровня


Вектор-градиент (f(x(0)) направлен в сторону наискорейшего возрастания функции в данной точке.


Вектор, противоположный градиенту (-(f(x(0))), называется антиградиентом и направлен в сторону наискорейшего убывания функции.


В точке минимума градиент функции равен нулю.


На свойствах градиента основаны методы первого порядка, называемые также градиентными методами минимизации.

Использование этих методов позволяет определить точку локального минимума функции.


Градиентные методы основаны на следующей итерационной процедуре.


Из начальной точки х(0) переходят в точку х(1), лежащую в направлении антиградиента – наискорейшего убывания функции.


На к-ой итерации из точки х(К) переходят в точку х(К+1), лежащую на направлении антиградиента -(f(x(K)); итерационный процесс имеет вид    x(K+1) = x(K) – hK(f(x(K)), hK>0; k = 0, 1, 2, …

В координатной форме этот процесс записывается следующим образом:

xi(K+1)=xi(K) – hK((f(x(K))/(xi),
(i=1,…,n; k=0,1,2,…).

В качестве критерия останова итерационного процесса используют либо выполнение условия малости приращения аргумента ||x(K+1)-x(K)|| ( (, либо выполнение условия малости градиента ||(f(x(K+1))|| ( (.


( и ( - заданные малые величины.


Возможен и комбинированный критерий, состоящий в одновременном выполнении указанных условий.


Градиентные методы отличаются друг от друга способами выбора величины шага hK.

Метод наискорейшего спуска (метод Коши).


При использовании метода наискорейшего спуска на каждой итерации величина шага hK выбирается из условия минимума функции f(x) в направлении спуска, т.е. f(x(K)-hK(f (x(K)))=minh(0 f(x(K)-h(f (x(K))).


Это условие означает, что движение вдоль антиградиента происходит до тех пор, пока значение функции f(x) убывает.


С математической точки зрения на каждой итерации необходимо решать задачу одномерной минимизации по h  функции                    ((h)=f(x(K)-h(f(x(K))).


Эта задача минимизации решается с помощью того или иного метода одномерного поиска.


Алгоритм метода наискорейшего спуска состоит в следующем:

1. Задаются координаты начальной точки х(0); К:=0 (номер итерации).

2. В точке х(К) вычисляется значение градиента (f(x(K)).
3. Определяется величина шага hK путем одномерной минимизации по h функции  
((h) = f(x(K) - h(f(x(K))).
4. Определяются координаты точки х(К+1): xi(K+1) = xi(K) – hK((f(x(K))/(xi),
(i=1,2,…,n).
5. Проверяются условия останова итерационного процесса:||x(K+1) – x(K)||(( и (или) ||(f(x(K+1))|| ( (. Если они выполняются, то вычисления прекращаются и полагают х* = х (К+1). В противном случае К:=К+1 и переход к п.2.


Геометрическая интерпретация метода наискорейшего спуска.
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         C0>C1>C2>C3.


Пояснения:


Направление движения из точки х(К) касается линии уровня в точке х(К+1).


Траектория спуска зигзагообразная, причем соседние звенья траектории взаимно ортогональны.


Метод наискорейшего спуска эффективен при поиске на значительных расстояниях от точки минимума х* и плохо работает в окрестности этой точки, т.к. обладает плохой сходимостью.


Вследствие этого этот метод часто используют в комбинации с другими, более эффективными методами, на начальной стадии решения задачи.

