Ãëàâà 3. ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÍÀ ÃÐÀÔÀÕ



3.1. Ïðåäñòàâëåíèå ãðàôà â ïàìÿòè êîìïüþòåðà

	Îïðåäåëèì ãðàô êàê êîíå÷íîå ìíîæåñòâî âåðøèí V è íàáîð E íåóïîðÿäî÷åííûõ è óïîðÿäî÷åííûõ ïàð âåðøèí è îáîçíà÷èì G=(V,E). Ìîùíîñòè ìíîæåñòâ V è E áóäåì îáîçíà÷àòü áóêâàìè N è M. Íåóïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà âåðøèí íàçûâàåòñÿ ðåáðîì, à óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà - äóãîé. Ãðàô, ñîäåðæàùèé òîëüêî ðåáðà, íàçûâàåòñÿ íåîðèåíòèðîâàííûì; ãðàô, ñîäåðæàùèé òîëüêî äóãè, - îðèåíòèðîâàííûì, èëè îðãðàôîì. Âåðøèíû, ñîåäèíåííûå ðåáðîì, íàçûâàþòñÿ ñìåæíûìè. Ðåáðà, èìåþùèå îáùóþ âåðøèíó, òàêæå íàçûâàþòñÿ ñìåæíûìè. Ðåáðî è ëþáàÿ èç åãî äâóõ âåðøèí íàçûâàþòñÿ èíöèäåíòíûìè. Ãîâîðÿò, ÷òî ðåáðî (u, v) ñîåäèíÿåò âåðøèíû u è v. Êàæäûé ãðàô ìîæíî ïðåäñòàâèòü íà ïëîñêîñòè ìíîæåñòâîì òî÷åê, ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèíàì, êîòîðûå ñîåäèíåíû ëèíèÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ðåáðàì. Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ëþáîé ãðàô ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàêèì îáðàçîì, ÷òî ëèíèè (ðåáðà) íå áóäóò ïåðåñåêàòüñÿ. 

Ñïîñîáû  îïèñàíèÿ. Âûáîð ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðóêòóðû äàííûõ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ãðàôà èìååò ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå ïðè ðàçðàáîòêå ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ÷åòûðå îñíîâíûõ ñïîñîáà îïèñàíèÿ ãðàôà: ìàòðèöà èíöèäåíöèé;  ìàòðèöà ñìåæíîñòè;  ñïèñêè ñâÿçè è ïåðå÷íè ðåáåð. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òîëüêî äâà: ìàòðèöó ñìåæíîñòè è ïåðå÷åíü ðåáåð.

	Ìàòðèöà ñìåæíîñòè  - ýòî äâóìåðíûé ìàññèâ ðàçìåðíîñòè N*N.

A[i,j]=�EMBED Unknown���

Äëÿ õðàíåíèÿ ïåðå÷íÿ ðåáåð íåîáõîäèì äâóìåðíûé ìàññèâ R 

ðàçìåðíîñòè M*2. Ñòðîêà ìàññèâà îïèñûâàåò ðåáðî.



3.2. Ïîèñê â ãðàôå

	Ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ íà ãðàôàõ òðåáóåò ïðîñìîòðà âåðøèí ãðàôà. Ðàññìîòðèì èõ.

3.2.1. Ïîèñê â ãëóáèíó

Èäåÿ ìåòîäà. Ïîèñê íà÷èíàåòñÿ ñ íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé âåðøèíû v. Ðàññìàòðèâàåòñÿ  âåðøèíà u, ñìåæíàÿ ñ v. Îíà âûáèðàåòñÿ. Ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ ñ âåðøèíîé u. Åñëè íà î÷åðåäíîì øàãå ìû ðàáîòàåì ñ âåðøèíîé q è íåò âåðøèí, ñìåæíûõ ñ q è íå ðàññìîòðåííûõ ðàíåå (íîâûõ), òî âîçâðàùàåìñÿ èç âåðøèíû q ê âåðøèíå, êîòîðàÿ áûëà äî íåå. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ýòî âåðøèíà v, ïðîöåññ ïðîñìîòðà çàêîí÷åí. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ôèêñàöèè ïðèçíàêà, ïðîñìîòðåíà âåðøèíà ãðàôà èëè íåò, òðåáóåòñÿ ñòðóêòóðà äàííûõ òèïà:

	Nnew : array[1..N] of boolean.  
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 	Ïðèìåð. 	Ïóñòü ãðàô îïèñàí ìàòðèöåé ñìåæíîñòè A. Ïîèñê íà÷èíàåòñÿ ñ ïåðâîé âåðøèíû. Íà ëåâîì ðèñóíêå ïðèâåäåí èñõîäíûé ãðàô, à íà ïðàâîì ðèñóíêå ó âåðøèí â ñêîáêàõ óêàçàíà òà î÷åðåäíîñòü, â êîòîðîé âåðøèíû ãðàôà ïðîñìàòðèâàëèñü â ïðîöåññå ïîèñêà â ãëóáèíó. 

	Ëîãèêà.

procedure Pg(v:integer);{Ìàññèâû Nnew è A ãëîáàëüíûå}		

 var j:integer;

 begin

	Nnew[v]:=false; write(v:3);

	for j:=1 to N do if (A[v,j]<>0) and Nnew[j] then Pg(j);

 end;

	Ôðàãìåíò îñíîâíîé ëîãèêè.

...

FillChar(Nnew,SizeOf(Nnew),true);

for i:=1 to N do if Nnew[i] then Pg(i);

...

	Â ñèëó âàæíîñòè äàííîãî àëãîðèòìà ðàññìîòðèì åãî íåðåêóðñèâíóþ ðåàëèçàöèþ. Ãëîáàëüíûå ñòðóêòóðû äàííûõ ïðåæíèå: A - ìàòðèöà ñìåæíîñòåé; Nnew - ìàññèâ ïðèçíàêîâ. Íîìåðà ïðîñìîòðåííûõ âåðøèí ãðàôà çàïîìèíàþòñÿ â ñòåêå St, óêàçàòåëü ñòåêà - ïåðåìåííàÿ yk.

procedure PG1(v:integer);

 var 	St:array[1..N] of integer;yk:integer;t,j:integer;pp:boolean;

begin

 FillChar(St,SizeOf(St),0); yk:=0;

Inc(yk);St[yk]:=v;Nnew[v]:=false;

while yk<>0 do begin {ïîêà ñòåê íå ïóñò}

	t:=St[yk];	{âûáîð “ñàìîé âåðõíåé“ âåðøèíû èç ñòåêà}

	j:=0;pp:=false;

	repeat

		if (A[t,j+1] <>0) and Nnew[j+1] then pp:=true

		 else Inc(j);

	until pp or (j>=N); {íàéäåíà íîâàÿ âåðøèíà èëè âñå âåðøèíû, 				ñâÿçàííûå ñ äàííîé âåðøèíîé, ïðîñìîòðåíû} 

	if pp then begin 

			Inc(yk);St[yk]:=j+1;Nnew[j+1]:=false;{äîáàâëÿåì â ñòåê}

		end

	 else Dec(yk); {“óáèðàåì” âåðøèíó èç ñòåêà}

 end;

end;			



3.2.2. Ïîèñê â øèðèíó

Èäåÿ ìåòîäà. Ñóòü (â ñæàòîé ôîðìóëèðîâêå) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ðàññìîòðåòü âñå âåðøèíû, ñâÿçàííûå ñ òåêóùåé. Ïðèíöèï âûáîðà ñëåäóþùåé âåðøèíû - âûáèðàåòñÿ òà, êîòîðàÿ áûëà ðàíüøå ðàññìîòðåíà. Äëÿ ðåàëèçàöèè äàííîãî ïðèíöèïà íåîáõîäèìà ñòðóêòóðà äàííûõ “î÷åðåäü”. 
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	Ïðèìåð. Èñõîäíûé ãðàô íà ëåâîì ðèñóíêå. Íà ïðàâîì ðèñóíêå ðÿäîì ñ âåðøèíàìè â ñêîáêàõ óêàçàíà î÷åðåäíîñòü ïðîñìîòðà âåðøèí ãðàôà.



	Ïðèâåäåì ïðîöåäóðó ðåàëèçàöèè äàííîãî ìåòîäà îáõîäà âåðøèí ãðàôà.

	Ëîãèêà ïðîñìîòðà âåðøèí.

procedure PW(v:integer);

  var 	Og:array[1..N] of 0..N;	{î÷åðåäü}

	yk1,yk2:integer;	{óêàçàòåëè î÷åðåäè, yk1 - çàïèñü; yk2 - ÷òåíèå}

	j:integer;	

   begin

	FillChar(Og,SizeOf(Og),0);yk1:=0;yk2:=0;{íà÷àëüíàÿ èíèöèàëèçàöèÿ}

	Inc(yk1);Og[yk1]:=v;Nnew[v]:=false;{â î÷åðåäü - âåðøèíó v}

	while yk2<yk1 do begin	{ïîêà î÷åðåäü íå ïóñòà}

	 Inc(yk2);v:=Og[yk2];write(v:3);{“áåðåì” ýëåìåíò èç î÷åðåäè}

	 for j:=1 to N do {ïðîñìîòð âñåõ âåðøèí, ñâÿçàííûõ ñ âåðøèíîé v}

	   if (A[v,j]<>0) and Nnew[j] then begin{åñëè âåðøèíà ðàíåå íå ïðîñìîòðåíà}

		 Inc(yk1);Og[yk1]:=j;Nnew[j]:=false;{çàíîñèì åå â î÷åðåäü}

		end;

	end;

   end;	



3.3. Äåðåâüÿ

3.3.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ. Ñòÿãèâàþùèå äåðåâüÿ

	Äåðåâîì íàçûâàþò ïðîèçâîëüíûé ñâÿçíûé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô áåç öèêëîâ.  Åãî ìîæíî îïðåäåëèòü è ïî-äðóãîìó: ñâÿçíûé ãðàô, ñîäåðæàùèé N âåðøèí è N-1 ðåáåð, ëèáî ãðàô, â êîòîðîì êàæäàÿ ïàðà âåðøèí ñîåäèíåíà îäíîé è òîëüêî îäíîé ïðîñòîé öåïüþ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñâÿçíîãî íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G=<V,E> êàæäîå äåðåâî <V,T>, ãäå T(E íàçûâàþò ñòÿãèâàþùèì äåðåâîì (êàðêàñîì, îñòîâîì). Ðåáðà òàêîãî äåðåâà íàçûâàþò âåòâÿìè, à îñòàëüíûå ðåáðà ãðàôà - õîðäàìè. 

	Ïðèìå÷àíèå. Ïîíÿòèå öèêëà áóäåò äàíî ïîçæå. Â äàííîé òåìå îãðàíè÷èìñÿ åãî èíòóèòèâíûì ïîíèìàíèåì.

	×èñëî ðàçëè÷íûõ êàðêàñîâ ïîëíîãî ñâÿçíîãî íåîðèåíòèðîâàííîãî ïîìå÷åííîãî ãðàôà ñ N âåðøèíàìè áûëî íàéäåíî âïåðâûå Êýëè è ðàâíî N(N-2).

	Ïðèìåð. Ãðàô è åãî êàðêàñû.
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	Ïîèñê ñòÿãèâàþùåãî äåðåâà (êàðêàñà). Ðàññìîòðèì äâà àëãîðèòìà íàõîæäåíèÿ êàðêàñîâ (îäíîãî), îñíîâàííûõ íà ìåòîäàõ ïðîñìîòðà ãðàôà ïîèñêîì â ãëóáèíó è â øèðèíó.  Ãðàô îïèñûâàåòñÿ ìàòðèöåé ñìåæíîñòè A, ìàññèâ Nnew (array[1..N] of boolean) ñëóæèò äëÿ õðàíåíèÿ ïðèçíàêîâ. Çíà÷åíèå Nnew[i], ðàâíîå true, ãîâîðèò î òîì, ÷òî âåðøèíà ñ íîìåðîì i åùå íå ïðîñìîòðåíà.  Äëÿ õðàíåíèÿ ðåáåð, îáðàçóþùèõ êàðêàñ, áóäåì èñïîëüçîâàòü ñòðóêòóðó äàííûõ Tree (array[1..2,1..N] of integer). 

	Èçâåñòíî, ÷òî êàê ïðè ïîèñêå â ãëóáèíó, òàê è ïðè ïîèñêå â øèðèíó ïðîñìàòðèâàþòñÿ âñå âåðøèíû ñâÿçíîãî ãðàôà. Èñïîëüçîâàíèå ìàññèâà Nnew îáåñïå÷èâàåò “ïîäêëþ÷åíèå” î÷åðåäíîãî ðåáðà ê êàðêàñó áåç îáðàçîâàíèÿ öèêëîâ. Äåéñòâèòåëüíî, öèêë îáðàçóåòñÿ, åñëè ìû ñîåäèíÿåì äâå ïðîñìîòðåííûå âåðøèíû. Íî â íàøåì ñëó÷àå “ïîäêëþ÷àåòñÿ” ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå ïðîñìîòðåííóþ âåðøèíó ñ íåïðîñìîòðåííîé. È íàêîíåö, ïî ñàìîé ëîãèêå ìåòîäîâ ïîèñêà â ãëóáèíó è â øèðèíó ìû ñòðîèì ñâÿçíûé ãðàô. 

	Ïîñòðîåíèå êàðêàñà äëÿ ñâÿçíîãî ãðàôà ìåòîäîì ïîèñêà â ãëóáèíó.

procedure Tree_Depth(v:integer); {ðåêóðñèâíàÿ ïðîöåäóðà}

	{A, Nnew, Tree, yk - ãëîáàëüíûå ñòðóêòóðû äàííûõ}

  var i:integer;

	begin

	  Nnew[v]:=false;

	  for i:=1 to N do if (A[v,i]<>0) and Nnew[i] then begin

				{äîáàâëÿåì âåòâü â êàðêàñ}

				 Inc(yk);Tree[1,yk]:=v;Tree[2,yk]:=i;

				 Tree_Depth(i);

				end;

	end;

{ôðàãìåíò îñíîâíîé ëîãèêè}

begin

	FillChar(Nnew,SizeOf(Nnew),true);yk:=0;

	Tree_Depth(1); {ñòðîèì îò ïåðâîé âåðøèíû}

	<âûâîä êàðêàñà>;

end.

	Ïîñòðîåíèå êàðêàñà äëÿ ñâÿçíîãî ãðàôà ìåòîäîì ïîèñêà â øèðèíó.

procedure Tree_Width(v:integer);

{A, Tree, yk - ãëîáàëüíûå ñòðóêòóðû äàííûõ}

  var  Nnew:array[1..N] of boolean;

	Turn:array[1..N] of integer;yr,yw,i:integer;

 begin

   FillChar(Nnew,SizeOf(Nnew),true);

   FillChar(Turn,SizeOf(Turn),0);yr:=0;yw:=0;

   Inc(yw); Turn[yw]:=v;Nnew[v]:=false;

   while yw<>yr do begin

	Inc(yr);v:=Turn[yr];

	for i:=1 to N do  if (A[v,i]<>0) and Nnew[i] then begin

				 Inc(yw);Turn[yw]:=i;Nnew[i]:=false;

				 Inc(yk);Tree[1,yk]:=v;Tree[2,yk]:=i;

				end;

    end;

 end;

	Ïðèìåð. Ãðàô è åãî êàðêàñû, ïîñòðîåííûå ìåòîäàìè ïîèñêà â ãëóáèíó è â øèðèíó. Â êðóãëûõ ñêîáêàõ óêàçàíà î÷åðåäíîñòü ïðîñìîòðà âåðøèí ãðàôà ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì ïîèñêå.
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3.3.2. Ïîðîæäåíèå âñåõ êàðêàñîâ ãðàôà

	Äàíî. Ñâÿçíûé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G=<V,E>.	Íàéòè. Âñå êàðêàñû ãðàôà. 

	Êàðêàñû íå çàïîìèíàþòñÿ. Èõ íåîáõîäèìî ïåðå÷èñëèòü. Äëÿ ïîðîæäåíèÿ î÷åðåäíîãî êàðêàñà ðàíåå ïîñòðîåííûå íå ïðèâëåêàþòñÿ, èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî ïîñëåäíèé. Ìíîæåñòâî âñåõ êàðêàñîâ ãðàôà G äåëèòñÿ íà äâà êëàññà: ñîäåðæàùèå âûäåëåííîå ðåáðî <v,u> è íå ñîäåðæàùèå. Êàðêàñû ïîñëåäîâàòåëüíî ñòðîÿòñÿ â ãðàôàõ G<v,u> è  G-<v,u>. Êàæäûé èç ãðàôîâ G<v,u> è G-<v,u> ìåíüøå, ÷åì G. Ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå ýòîãî øàãà óìåíüøàåò ãðàôû äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò ïîñòðîåí î÷åðåäíîé êàðêàñ, ëèáî ãðàôû ñòàíóò íåñâÿçíûìè è íå èìåþùèìè êàðêàñîâ.

	Äëÿ ðåàëèçàöèè èäåè ïîñòðîåíèÿ êàðêàñîâ ãðàôà G èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ñòðóêòóðû äàííûõ:

î÷åðåäü - Turn (array[1..N] of integer) ñ íèæíèì (down) è âåðõíèì (up) óêàçàòåëÿìè;

ìàññèâ ïðèçíàêîâ Nnew (ñì. ïðåäûäóùåå çàíÿòèå);

ñïèñîê ðåáåð, îáðàçóþùèõ êàðêàñ - Tree (ñì. ïðåäûäóùåå çàíÿòèå);

÷èñëî ðåáåð â ñòðîÿùåìñÿ êàðêàñå - numb.

	Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ïåðåìåííûõ:

		.....

FillChar(Nnew,SizeOf(Nnew),true);

FillChar(Tree,SizeOf(Tree),0);

Nnew[1]:=false;

{*â î÷åðåäü çàíîñèì ïåðâóþ âåðøèíó*}

Turn[1]:=1; down:=1;up:=2; numb:=0;

		......

Procedure Solve(v,q:integer); 

{*v - íîìåð âåðøèíû, èç êîòîðîé âûõîäèò ðåáðî *}

{*q - íîìåð âåðøèíû, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîé ñëåäóåò èñêàòü î÷åðåäíîå 

     ðåáðî êàðêàñà *}

  var j:integer;

  begin

	if down>=up then exit;

	j:=q;

	while (j<=N) and (numb<N-1) do begin {*ïðîñìîòð ðåáåð, 						âûõîäÿùèõ èç âåðøèíû ñ íîìåðîì v *}

	  if (A[v,j]<>0) and Nnew[j] then begin {*åñòü ðåáðî, è âåðøèíû ñ 							íîìåðîì  j åùå íåò â êàðêàñå *}

	   {*âêëþ÷àåì ðåáðî â êàðêàñ*}

	    Nnew[j]:=false;

	     inc(numb);Tree[1,numb]:=v;Tree[2,numb]:=j;

	     {*âêëþ÷àåì âåðøèíó ñ íîìåðîì j â î÷åðåäü*}

	     Turn[up]:=j;inc(up);

	      Solve(v,j+1); {*ïðîäîëæàåì ïîñòðîåíèå êàðêàñà*}

	     {*èñêëþ÷àåì ðåáðî èç êàðêàñà*}

	      dec(up);Nnew[j]:=true; dec(numb);

	    end;		

	   inc(j);

	 end;

 if numb=N-1 then begin <âûâîä êàðêàñà>; exit end;

{*âñå ðåáðà, âûõîäÿùèå èç âåðøèíû ñ íîìåðîì v, ïðîñìîòðåíû*}

{* ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåé âåðøèíå èç î÷åðåäè è òàê äî òåõ ïîð,

     ïîêà íå áóäåò ïîñòðîåí êàðêàñ *}

 if j=N+1 then begin     inc(down);

				Solve(Turn[down],1);

				dec(down);

		     end;

end; {*Solve*}

3.3.3. Êàðêàñ ìèíèìàëüíîãî âåñà. Ìåòîä Êðàñêàëà

	Äàíî. Ñâÿçíûé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G=<V,E>. Ðåáðà èìåþò âåñ. Ãðàô îïèñûâàåòñÿ ïåðå÷íåì ðåáåð ñ óêàçàíèåì èõ âåñà. Ìàññèâ P (array[1..3,1..N*(N-1) div 2] of integer). Ðåçóëüòàò. Êàðêàñ ñ ìèíèìàëüíûì ñóììàðíûì âåñîì Q=<V,T>, ãäå T(E.

	Ïðèìåð. Ãðàô è ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ êàðêàñà ïî ìåòîäó Êðàñêàëà.

�

Øàã 1. Íà÷àòü ñ âïîëíå  íåñâÿçíîãî ãðàôà G, ñîäåðæàùåãî N âåðøèí.

Øàã 2. Óïîðÿäî÷èòü ðåáðà ãðàôà G â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ èõ âåñîâ.

Øàã 3. Íà÷àâ ñ ïåðâîãî ðåáðà â ýòîì ïåðå÷íå, äîáàâëÿòü ðåáðà â ãðàôå Q, ñîáëþäàÿ óñëîâèå: äîáàâëåíèå íå äîëæíî ïðèâîäèòü ê ïîÿâëåíèþ öèêëà â Q.

Øàã 4. Ïîâòîðÿòü øàã 3 äî òåõ ïîð, ïîêà ÷èñëî ðåáåð â Q  íå ñòàíåò ðàâíûì N-1. Ïîëó÷èâøååñÿ äåðåâî ÿâëÿåòñÿ êàðêàñîì ìèíèìàëüíîãî âåñà.

	Êàêèå ñòðóêòóðû äàííûõ òðåáóþòñÿ äëÿ ðåàëèçàöèè øàãà 3? Ââåäåì ìàññèâ ìåòîê âåðøèí ãðàôà (Mark:array[1..N] of integer). Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ ìàññèâà ðàâíû íîìåðàì ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèí (Mark[i]=i äëÿ i îò 1 äî N). Ðåáðî âûáèðàåòñÿ â êàðêàñ â òîì ñëó÷àå, åñëè âåðøèíû, ñîåäèíÿåìûå èì, èìåþò ðàçíûå çíà÷åíèÿ ìåòîê. Â ýòîì ñëó÷àå öèêëû íå îáðàçóþòñÿ. Äëÿ ïðèìåðà, ïðèâåäåííîãî âûøå, ïðîöåññ èçìåíåíèÿ Mark ïîêàçàí â òàáëèöå.



Íîìåð èòåðàöèè�Ðåáðî�Çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ Mark��íà÷àëüíîå çíà÷åíèå�-�[1,2,3,4,5]��1�<1,4>�[1,2,3,1,5]��2�<4,5>�[1,2,3,1,1]��3�<2,3>�[1,2,2,1,1]��4�<2,5>�[1,1,1,1,1]��	È ëîãèêà ýòîãî ôðàãìåíòà.

procedure Chang_Mark(l,m:integer);

 {ìàññèâ Mark ãëîáàëüíûé}

 var i,t:integer;

 begin

	if m<l then begin t:=l;l:=m;m:=t end;

	for i:=1 to N do if Mark[i]=m then Mark[i]:=l;

 end;

	Ôðàãìåíò îñíîâíîé ÷àñòè ëîãèêè.

program Tree1;

 const N=..;

 var   P:array[1..3,1..N*(N-1) div 2] of integer;

	Mark:array[1..N] of integer;k,i,t:integer; 

	M:integer;{êîëè÷åñòâî ðåáåð ãðàôà}

 begin

 <ââîä îïèñàíèÿ ãðàôà - ìàññèâ P>;

 <ñîðòèðîâêà ìàññèâà P ïî çíà÷åíèÿì âåñîâ ðåáåð>;

 for i:=1 to N do Mark[i]:=i;

 k:=0;t:=M;

 while k<N-1 do begin i:=1;

  while (i<=t) and (Mark[P[1,i]]=Mark[P[2,i]])  and (P[1,i]<>0) do Inc(i);

  Inc(k);

  <âûâîä èëè çàïîìèíàíèå ðåáðà êàðêàñà>;

  Change_Mark(Mark[P[1,i]],Mark[P[2,i]]);

  end;

 end;

3.3.4. Êàðêàñ ìèíèìàëüíîãî âåñà. Ìåòîä Ïðèìà

	Äàíî. Ñâÿçíûé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G=<V,E>. Ðåáðà èìåþò âåñ. Ãðàô îïèñûâàåòñÿ ìàòðèöåé ñìåæíîñòè A (array[1..N,1..N] of integer). Ýëåìåíò ìàòðèöû, íå ðàâíûé íóëþ, îïðåäåëÿåò âåñ ðåáðà. Ðåçóëüòàò. Êàðêàñ ñ ìèíèìàëüíûì ñóììàðíûì âåñîì Q=<V,T>, ãäå T(E.

	Îòëè÷èå îò ìåòîäà Êðàñêàëà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íà êàæäîì øàãå ñòðîèòñÿ äåðåâî, à íå àöèêëè÷åñêèé ãðàô. Äëÿ ðåàëèçàöèè ìåòîäà íåîáõîäèìû äâå âåëè÷èíû ìíîæåñòâåííîãî òèïà SM è SP (set of 1..N). Ïåðâîíà÷àëüíî çíà÷åíèåì SM ÿâëÿþòñÿ âñå âåðøèíû ãðàôà, à SP ïóñòî. Åñëè ðåáðî <i,j>  âêëþ÷àåòñÿ â T, òî íîìåðà âåðøèí i è j èñêëþ÷àþòñÿ èç SM è äîáàâëÿþòñÿ â SP.

�

	Ïðèìåð. Ãðàô è åãî êàðêàñ.

�

												







�



�















Ëîãèêà ïîñòðîåíèÿ êàðêàñà.

procedure Tree2;

	{A - ãëîáàëüíàÿ ñòðóêòóðà äàííûõ}

 var  SM,SP:set of 1..N; min,i,j,l,k,t:integer;

 begin

	min:=maxint; SM:=[1..N];SP:=[];{âêëþ÷àåì ïåðâîå ðåáðî â êàðêàñ}

	for i:=1 to N-1 do  for j:=i+1 to N do 

	  if (A[i,j]<min) and (A[i,j]<>0) then begin min:=A[i,j];l:=i;t:=j; end;

	 SP:=[l,t];SM:=SM-[l,t];	<âûâîäèì èëè çàïîìèíàåì ðåáðî <l,t>>;

	{îñíîâíîé öèêë}

	while SM<>[] do begin

	 min:=maxint;l:=0;t:=0;

	 for i:=1 to N do if Not(i in SP) then for j:=1 to N do 

				if (j in SP) and (A[i,j]<min) and (A[i,j]<>0) then

				    begin min:=A[j,k]; l:=i;t:=j;end;

	 SP:=SP+[l];SM:=SM-[l];  <âûâîäèì èëè çàïîìèíàåì ðåáðî <l,t>>;

	end;

   end;		



3.4. Ñâÿçíîñòü

3.4.1. Äîñòèæèìîñòü

	Ïóòåì (èëè îðèåíòèðîâàííûì ìàðøðóòîì) îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äóã, â êîòîðîé  êîíå÷íàÿ âåðøèíà âñÿêîé äóãè, îòëè÷íîé îò ïîñëåäíåé, ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíîé âåðøèíîé ñëåäóþùåé.

	Ïðîñòîé ïóòü - ýòî ïóòü, â êîòîðîì êàæäàÿ äóãà èñïîëüçóåòñÿ íå áîëåå îäíîãî ðàçà.

	Ýëåìåíòàðíûé ïóòü - ýòî ïóòü, â êîòîðîì êàæäàÿ âåðøèíà èñïîëüçóåòñÿ íå áîëåå îäíîãî ðàçà.	

	Åñëè ñóùåñòâóåò ïóòü èç âåðøèíû ãðàôà v â âåðøèíó u, òî ãîâîðÿò, ÷òî u äîñòèæèìà èç v. Ìàòðèöó äîñòèæèìîñòåé R îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

R[v,u]=�EMBED Unknown���

�

	Ìíîæåñòâî R(v) - ýòî ìíîæåñòâî òàêèõ âåðøèí ãðàôà G, êàæäàÿ èç êîòîðûõ  ìîæåò áûòü äîñòèãíóòà èç âåðøèíû v.  Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ã(v) ìíîæåñòâî òàêèõ âåðøèí ãðàôà G, êîòîðûå äîñòèæèìû èç v ñ èñïîëüçîâàíèåì ïóòåé äëèíû 1. Ã2(v) - ýòî Ã(Ã(v)), òî åñòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ïóòåé äëèíû 2 è òàê äàëåå. Â ýòîì ñëó÷àå:

	R(v)={v}(Ã(v)(Ã2(v)(...(Ãp(v).

Ïðè ýòîì p - íåêîòîðîå êîíå÷íîå çíà÷åíèå, âîçìîæíî, äîñòàòî÷íî áîëüøîå.  

	Ïðèìåð(äëÿ ðèñóíêà). R(1)={1}({2,5}({1,6}({2,5,4}({1,6,7}={1,2,4,5,6,7}

	Âûïîëíÿÿ ýòè äåéñòâèÿ äëÿ êàæäîé âåðøèíû ãðàôà, ìû ïîëó÷àåì ìàòðèöó äîñòèæèìîñòåé R. 

procedure Reach; {ôîðìèðîâàíèå ìàòðèöû R, ãëîáàëüíîé ïåðåìåííîé}

{èñõîäíûå äàííûå - ìàòðèöà ñìåæíîñòè A, ãëîáàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ}

 var 	S,T:set of 1..N;i,j,l:integer;

begin

	FillChar(R,SizeOf(R),0);

	 for i:=1 to N do begin {äîñòèæèìîñòü èç âåðøèíû ñ íîìåðîì i}

	 	T:=[i];

		repeat

			S:=T;

			for l:=1 to N do if l in S then{ïî ñòðîêàì ìàòðèöû A, 							ïðèíàäëåæàùèì ìíîæåñòâó S}

			 for j:=1 to N do if A[l,j]=1 then T:=T+[j];

		until S=T;{åñëè T íå èçìåíèëîñü, òî íàéäåíû âñå âåðøèíû 				ãðàôà, äîñòèæèìûå èç âåðøèíû ñ íîìåðîì i}

		for j:=1 to N do if j in T then R[i,j]:=1;

	end;

end;

	Ìàòðèöó êîíòðäîñòèæèìîñòåé Q îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Q[v,u]=�EMBED Unknown���

	Ìíîæåñòâîì Q(v) ãðàôà G ÿâëÿåòñÿ  ìíîæåñòâî òàêèõ âåðøèí, ÷òî èç ëþáîé åãî âåðøèíû ìîæíî äîñòèãíóòü âåðøèíó v. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñòîëáåö v ìàòðèöû Q ñîâïàäàåò ñî ñòðîêîé v ìàòðèöû R, òî åñòü Q=Rt, ãäå Rt - ìàòðèöà, òðàíñïîíèðîâàííàÿ ê ìàòðèöå äîñòèæèìîñòåé R.

	Äëÿ ïðèìåðà íà ðèñóíêå ìàòðèöû A, R è Q èìåþò âèä:

		0 1 0 0 1 0 0 	1 1 0 1 1 1 1		1 1 1 0 1 0 0

		1 0 0 0 0 0 0		1 1 0 1 1 1 1		1 1 1 0 1 0 0

		0 1 0 1 0 0 0		1 1 1 1 1 1 1		0 0 1 0 0 0 0

	A=	0 0 0 0 0 0 1	R=	0 0 0 1 0 1 1	Q=	1 1 1 1 1 1 1

		1 0 0 0 0 1 0		1 1 0 1 1 1 1		1 1 1 0 1 0 0

		0 0 0 1 0 0 0		0 0 0 1 0 1 1		1 1 1 1 1 1 1

		0 0 0 0 0 1 0		0 0 0 1 0 1 1		1 1 1 1 1 1 1 





	Äîïîëíåíèÿ.

	1. Ãðàô íàçûâàåòñÿ òðàíçèòèâíûì, åñëè èç ñóùåñòâîâàíèÿ äóã (v,u) è (u,t) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå äóãè (v,t). Òðàíçèòèâíûì çàìûêàíèåì ãðàôà G=(V,E) ÿâëÿåòñÿ ãðàô Gz=(V,E(E’), ãäå E’ - ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå ìíîæåñòâî äóã, íåîáõîäèìûõ äëÿ òîãî, ÷òîáû ãðàô Gz áûë òðàíçèòèâíûì. Ðàçðàáîòàòü ïðîãðàììó äëÿ íàõîæäåíèÿ òðàíçèòèâíîãî çàìûêàíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà G. 

	2. R(v) - ìíîæåñòâî âåðøèí, äîñòèæèìûõ èç v, à Q(u) - ìíîæåñòâî âåðøèí, èç êîòîðûõ ìîæíî äîñòèãíóòü u. Îïðåäåëèòü, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ìíîæåñòâî R(v)(Q(u). Ðàçðàáîòàòü ïðîãðàììó íàõîæäåíèÿ ýòîãî òèïà ìíîæåñòâ.

3.4.2. Îïðåäåëåíèå ñâÿçíîñòè

	Îïðåäåëåíèÿ. Íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G ñâÿçåí, åñëè ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí ïóòü â G ìåæäó êàæäîé ïàðîé âåðøèí i è j. Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G ñâÿçåí, åñëè íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô, ïîëó÷àþùèéñÿ èç G ïóòåì óäàëåíèÿ îðèåíòàöèè ðåáåð, ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì. Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñèëüíî ñâÿçåí, åñëè äëÿ êàæäîé ïàðû âåðøèí i è j ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí îðèåíòèðîâàííûé ïóòü èç i â j è ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç  j â i. Ìàêñèìàëüíûé ñâÿçíûé ïîäãðàô ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ñâÿçíîé êîìïîíåíòîé ãðàôà G. Ìàêñèìàëüíûé ñèëüíî ñâÿçíûé ïîäãðàô íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ñâÿçíîé êîìïîíåíòîé. 

�

	Ðàññìîòðèì àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ñèëüíûõ êîìïîíåíò ãðàôà. Èäåÿ äîñòàòî÷íà ïðîñòà. Äëÿ âûøåïðèâåäåííîãî ïðèìåðà  çíà÷åíèå R(1)={1}({2,5}({6}({4}({7}={1,2,4,5,6,7}, à Q(1)={1} ( {2,5} ({3}. Ïåðåñå÷åíèå ýòèõ ìíîæåñòâ äàåò ìíîæåñòâî C(1)={1,2,5} âåðøèí ãðàôà G, îáðàçóþùèõ ñèëüíóþ êîìïîíåíòó, êîòîðîé ïðèíàäëåæèò âåðøèíà ãðàôà ñ íîìåðîì 1. Ïðîäîëæèì ðàññìîòðåíèå: R(3)={1,2,3,4,5,6,7}, Q(3)={3} è C(3)={3}; R(4)={4}({7}({6}={4,6,7} è Q(4)={4}({6}({7}={4,6,7} è Ñ(4)={4,6,7}. Èòàê, ìû íàøëè ñèëüíûå êîìïîíåíòû ãðàôà G. Ãðàô G*=(V*,E*) îïðåäåëèì òàê: êàæäàÿ åãî âåðøèíà ïðåäñòàâëÿåò ìíîæåñòâî âåðøèí íåêîòîðîé ñèëüíîé êîìïîíåíòû ãðàôà G, äóãà (i*, j*) cóùåñòâóåò â G* òîãäà è òîëüêî  òîãäà, êîãäà â G ñóùåñòâóåò äóãà (i,j), òàêàÿ, ÷òî i ïðèíàäëåæèò êîìïîíåíòå, ñîîòâåòñòâóþùåé âåðøèíå i*, à j - êîìïîíåíòå, ñîîòâåòñòâóþùåé âåðøèíå j*. Ãðàô G* íàçûâàåòñÿ êîíäåíñàöèåé ãðàôà G. 

	Äîïîëíåíèÿ.

	1. Äîêàçàòü, ÷òî â êîíäåíñàöèè ãðàôà íå ñîäåðæèòñÿ öèêëîâ.

	2. Äîêàçàòü, ÷òî â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå êàæäàÿ âåðøèíà i ìîæåò ïðèíàäëåæàòü òîëüêî îäíîé ñèëüíîé êîìïîíåíòå. 

	3. Â ãðàôå åñòü ìíîæåñòâî âåðøèí P, èç êîòîðûõ äîñòèæèìà ëþáàÿ âåðøèíà ãðàôà è êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì â òîì ñìûñëå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâà â P, îáëàäàþùåãî òàêèì ñâîéñòâîì äîñòèæèìîñòè. Ýòî ìíîæåñòâî âåðøèí íàçûâàåòñÿ áàçîé ãðàôà. Ïîêàçàòü, ÷òî â P íåò äâóõ âåðøèí, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò îäíîé è òîé æå ñèëüíîé êîìïîíåíòå ãðàôà G. 

	Ïîêàçàòü, ÷òî ëþáûå äâå áàçû ãðàôà G èìåþò îäíî è òî æå ÷èñëî âåðøèí. 

	Ðàçðàáîòàòü ïðîãðàììó íàõîæäåíèÿ áàçû ãðàôà. Ñõåìà ðåøåíèÿ. Áàçà P* êîíäåíñàöèè G* ãðàôà G ñîñòîèò èç òàêèõ âåðøèí ãðàôà G*, â êîòîðûå íå çàõîäÿò ðåáðà. Ñëåäîâàòåëüíî, áàçû ãðàôà G ìîæíî ñòðîèòü òàê: èç êàæäîé ñèëüíîé êîìïîíåíòû ãðàôà G, ñîîòâåòñòâóþùåé âåðøèíå áàçû P* êîíäåíñàöèè G*, íàäî âçÿòü ïî îäíîé âåðøèíå - ýòî è áóäåò áàçîé ãðàôà G.

3.4.3. Äâóñâÿçíîñòü

	Èíîãäà íåäîñòàòî÷íî çíàòü, ÷òî ãðàô ñâÿçåí. Ìîæåò âîçíèêíóòü âîïðîñ, íàñêîëüêî “ñèëüíî ñâÿçåí” ñâÿçíûé ãðàô. Íàïðèìåð, â ãðàôå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü âåðøèíà, óäàëåíèå êîòîðîé âìåñòå ñ èíöèäåíòíûìè åé ðåáðàìè ðàçúåäèíÿåò îñòàâøèåñÿ âåðøèíû. Òàêàÿ âåðøèíà íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ñî÷ëåíåíèÿ, èëè ðàçäåëÿþùåé âåðøèíîé. Ãðàô, ñîäåðæàùèé òî÷êó ñî÷ëåíåíèÿ, íàçûâàåòñÿ ðàçäåëèìûì. Ãðàô áåç òî÷åê ñî÷ëåíåíèÿ íàçûâàåòñÿ äâóñâÿçíûì èëè íåðàçäåëèìûì. Ìàêñèìàëüíûé äâóñâÿçíûé ïîäãðàô ãðàôà íàçûâàåòñÿ äâóñâÿçíîé êîìïîíåíòîé èëè áëîêîì.

	Ïðèìåð. Ðàçäåëèìûé ãðàô è åãî äâóñâÿçíûå êîìïîíåíòû. Òî÷êè ñî÷ëåíåíèÿ âåðøèíû ñ íîìåðàìè 4, 5 è 7.



�

	Òî÷êó ñî÷ëåíåíèÿ ìîæíî îïðåäåëèòü èíà÷å. Âåðøèíà  t ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñî÷ëåíåíèÿ, åñëè ñóùåñòâóþò âåðøèíû u è v, îòëè÷íûå îò t, òàêèå, ÷òî êàæäûé ïóòü èç u â v (ïðåäïîëàãàåì, ÷òî  ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí) ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó ñ íîìåðîì t. 
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	Íàøà çàäà÷à - íàéòè òî÷êè ñî÷ëåíåíèÿ è äâóñâÿçíûå êîìïîíåíòû ãðàôà. Îñíîâíàÿ èäåÿ. Åñòü äâóñâÿçíûå êîìïîíåíòû G1, G2, G3, G4 è G5 è òî÷êè ñî÷ëåíåíèÿ 1, 2, 3. Îñóùåñòâëÿåì ïîèñê â ãëóáèíó èç âåðøèíû t, ïðèíàäëåæàùåé G1. Ìû ìîæåì ïåðåéòè èç G1 â G2, ïðîõîäÿ ÷åðåç âåðøèíó 1. Íî ïî ñâîéñòâó ïîèñêà â ãëóáèíó âñå ðåáðà G2 äîëæíû áûòü ïðîéäåíû äî òîãî, êàê ìû âåðíåìñÿ â 1. Ïîýòîìó G2 ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç ðåáåð, êîòîðûå ïðîõîäÿòñÿ ìåæäó çàõîäàìè â âåðøèíó 1. Äëÿ äðóãèõ ÷óòü ñëîæíåå. Èç G1 ïîïàäàåì â G3, çàòåì â G4 è G5. Ïðåäûñòîðèþ ïðîöåññà ïðîõîæäåíèÿ ðåáåð áóäåì õðàíèòü â ñòåêå. Òîãäà ïðè âîçâðàùåíèè â G4 èç G5 ÷åðåç âåðøèíó 3 âñå ðåáðà G5 áóäóò íà âåðõó ñòåêà. Ïîñëå èõ óäàëåíèÿ, òî åñòü âûâîäà äâóñâÿçíîé êîìïîíåíòû èç ñòåêà, íà âåðõó ñòåêà áóäóò ðåáðà G4, è â ìîìåíò ïðîõîæäåíèÿ âåðøèíû 2 ìû ìîæåì èõ îïÿòü âûâåñòè. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ðàñïîçíàòü òî÷êè ñî÷ëåíåíèÿ, òî, ïðèìåíÿÿ ïîèñê â ãëóáèíó è õðàíÿ ðåáðà â ñòåêå â òîé î÷åðåäíîñòè, â êàêîé îíè ïðîõîäÿòñÿ, ìîæíî îïðåäåëèòü äâóñâÿçíûå êîìïîíåíòû. Ðåáðà, íàõîäÿùèåñÿ íà âåðõó ñòåêà â ìîìåíò îáðàòíîãî ïðîõîäà ÷åðåç òî÷êó ñî÷ëåíåíèÿ, îáðàçóþò äâóñâÿçíóþ êîìïîíåíòó. 
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	Èòàê, ïðîáëåìà ñ òî÷êàìè ñî÷ëåíåíèÿ. Ðàññìîòðèì ãðàô. Â ïðîöåññå ïðîñìîòðà â ãëóáèíó âñå ðåáðà ðàçáèâàþòñÿ íà òå, êîòîðûå ñîñòàâëÿþò äåðåâî (êàðêàñ), è ìíîæåñòâî îáðàòíûõ ðåáåð. Îáðàòíûå ðåáðà âûäåëåíû íà ðèñóíêå áîëåå æèðíûìè ëèíèÿìè.

	×òî íàì ýòî äàåò? Ïóñòü î÷åðåäíîñòü ïðîñìîòðà âåðøèí â ïðîöåññå ïîèñêà â ãëóáèíó ôèêñèðóåòñÿ ìåòêàìè â ìàññèâå Num. Äëÿ íàøåãî ïðèìåðà Num - (1,2,3,4,5,6,7,9,8). Åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì îáðàòíîå ðåáðî (v,u), è v íå ïðåäîê u, òî èíôîðìàöèþ î òîì, ÷òî Num[v] áîëüøå Num[u], ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîìåòêè âåðøèí v è u êàê âåðøèí, ïðèíàäëåæàùèõ îäíîé êîìïîíåíòå äâóñâÿçíîñòè. Ìàññèâ Num èñïîëüçîâàòü äëÿ ýòèõ öåëåé íåëüçÿ, ïîýòîìó ââåäåì äðóãîé ìàññèâ Lowpg  è ïîñòàðàåìñÿ ïîìåòèòü âåðøèíû ãðàôà, ïðèíàäëåæàùèå îäíîé êîìïîíåíòå äâóñâÿçíîñòè îäíèì çíà÷åíèåì ìåòêè â ýòîì ìàññèâå. Ïåðâîíà÷àëüíîå çíà÷åíèå ìåòêè ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî ýëåìåíòà ìàññèâà Num. Ïðè íàõîæäåíèè îáðàòíîãî ðåáðà (v,u) åñòåñòâåííîé âûãëÿäèò îïåðàöèÿ: Lowpg[v]:=Min(Lowpg[v],Num[u]) - èçìåíåíèÿ çíà÷åíèÿ ìåòêè âåðøèíû v, òàê êàê âåðøèíû v è u èç îäíîé êîìïîíåíòû äâóñâÿçíîñòè. Ê ýòîé ëîãèêå íåîáõîäèìî äîáàâèòü ñìåíó çíà÷åíèÿ ìåòêè ó âåðøèíû v ðåáðà (v,u) íà âûõîäå èç ïðîñìîòðà â ãëóáèíó â òîì ñëó÷àå, åñëè çíà÷åíèå ìåòêè âåðøèíû u ìåíüøå, ÷åì ìåòêà âåðøèíû v (Lowpg[v]:= Min(Lowpg[v],Lowpg[u])). Äëÿ íàøåãî ïðèìåðà ìàññèâ ìåòîê Lowpg èìååò âèä: (1,1,1,2,4,4,4,9,8). Îñòàëîñü îïðåäåëèòü ìîìåíò âûâîäà êîìïîíåíòû äâóñâÿçíîñòè. Ìû ðàññìàòðèâàåì ðåáðî (v,u),  è îêàçûâàåòñÿ, ÷òî çíà÷åíèå Lowpg[u] áîëüøå èëè ðàâíî çíà÷åíèþ Num[v]. Ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïðè ïðîñìîòðå â ãëóáèíó ìåæäó âåðøèíàìè v è u íå áûëî îáðàòíûõ ðåáåð. Âåðøèíà v - òî÷êà ñî÷ëåíåíèÿ, è íåîáõîäèìî âûâåñòè î÷åðåäíóþ êîìïîíåíòó äâóñâÿçíîñòè, íà÷èíàþùóþñÿ ñ âåðøèíû v. 

	Èòàê, ëîãèêà.

procedure Dvy(v,p:integer);{âåðøèíà p - ïðåäîê âåðøèíû v}

{ìàññèâû A, Num, Lowpg è ïåðåìåííàÿ nm - ãëîáàëüíûå}

 var u:integer;

 begin

	Inc(nm);Num[v]:=nm;Lowpg[v]:=Num[v];

	for u:=1 to N do 

	 if A[v,u]<>0 then if Num[u]=0 then begin

				<ñîõðàíèòü ðåáðî (v,u) â ñòåêå>;

				 Dvy(u,v);

				 Lowpg[v]:=Min(Lowpg[v],Lowpg[u]);

				{ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ ìèíèìàëüíîå èç äâóõ 					÷èñåë }

				 if Lowpg[u]>=Num[v] then <âûâîä 										êîìïîíåíòû>;

				end

				else if (u<>p) and (Num[v]>Num[u]) then begin

				{u íå ñîâïàäàåò ñ ïðåäêîì âåðøèíû v}

					<ñîõðàíèòü ðåáðî (v,u) â ñòåêå>;

					Lowpg[v]:=Min(Lowpg[v],Num[u]);

					end;

end;



	Ôðàãìåíò îñíîâíîé ëîãèêè:

....

FillChar(Num,SizeOf(Num),0);

FillChar(Lowpg,SizeOf(Lowpg),0);

nm:=0;

for v:=1 to N do if Num[v]=0 then Dvy(v,0);

....

	Äîïîëíåíèå. Ìîñòîì ãðàôà G íàçûâàåòñÿ êàæäîå ðåáðî, óäàëåíèå êîòîðîãî ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ÷èñëà ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ãðàôà. Ðàçðàáîòàòü ïðîãðàììó íàõîæäåíèÿ âñåõ ìîñòîâ ãðàôà. Ïîêàæèòå, ÷òî ìîñòû ãðàôà äîëæíû áûòü â êàæäîì êàðêàñå ãðàôà G. Êàêèì îáðàçîì çíàíèå ìîñòîâ ãðàôà ìîæåò èçìåíèòü (óñêîðèòü) ëîãèêó íàõîæäåíèÿ âñåõ åãî êàðêàñîâ? 



3.5. Öèêëû

3.5.1. Ýéëåðîâû öèêëû

	Îïðåäåëåíèå.  Ýéëåðîâ öèêë — ýòî òàêîé öèêë, êîòîðûé ïðîõîäèò ðîâíî îäèí ðàç ïî êàæäîìó ðåáðó.

	Òåîðåìà. Ñâÿçíûé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G ñîäåðæèò ýéëåðîâ öèêë òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëî âåðøèí íå÷åòíîé ñòåïåíè ðàâíî íóëþ.

	Íå âñå ãðàôû èìåþò ýéëåðîâû öèêëû, íî åñëè ýéëåðîâ öèêë ñóùåñòâóåò, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî , ñëåäóÿ âäîëü ýòîãî öèêëà, ìîæíî íàðèñîâàòü ãðàô íà áóìàãå, íå îòðûâàÿ îò íåå êàðàíäàøà.  Äàí ãðàô G, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ òåîðåìû. Òðåáóåòñÿ íàéòè ýéëåðîâ öèêë. Èñïîëüçóåòñÿ ïðîñìîòð ãðàôà ìåòîäîì ïîèñêà â ãëóáèíó, ïðè ýòîì ðåáðà óäàëÿþòñÿ. Ïîðÿäîê ïðîñìîòðà (íîìåðà âåðøèí)  çàïîìèíàåòñÿ. Ïðè îáíàðóæåíèè âåðøèíû, èç êîòîðîé íå âûõîäÿò ðåáðà, ìû èõ óäàëèëè,  åå íîìåð çàïèñûâàåòñÿ â ñòåê, è ïðîñìîòð ïðîäîëæàåòñÿ îò ïðåäûäóùåé âåðøèíû. Îáíàðóæåíèå âåðøèí ñ íóëåâûì ÷èñëîì ðåáåð ãîâîðèò î òîì, ÷òî íàéäåí öèêë. Åãî ìîæíî óäàëèòü, ÷åòíîñòü âåðøèí (êîëè÷åñòâî âûõîäÿùèõ ðåáåð ) ïðè ýòîì íå èçìåíèòñÿ. Ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà åñòü ðåáðà. Â ñòåêå ïîñëå ýòîãî áóäóò çàïèñàíû íîìåðà âåðøèí ãðàôà â ïîðÿäêå, ñîîòâåòñòâóþùåì ýéëåðîâó öèêëó.



	Ëîãèêà.

procedure Search(v:integer);

{*ãëîáàëüíûå ïåðåìåííûå*}

{*A - ìàòðèöà ñìåæíîñòè, Ñv - ñòåê*}

{* yk - óêàçàòåëü ñòåêà*}

 var j:integer;

 begin 

		for j:=1 to N do if A[v,j]<>0 then begin

				A[v,j]:=0;A[j,v]:=0;Search(j)

				end;

	Inc(yk);

	Cv[yk]:=v;

�

 end;

	Ïðèìåð ãðàôà è ñîäåðæèìîå ñòåêà Cv ïîñëå ðàáîòû ïðîöåäóðû Search.









3.5.2. Ãàìèëüòîíîâû öèêëû
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	Îïðåäåëåíèå. Ãðàô íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì, åñëè â íåì èìååòñÿ öèêë, ñîäåðæàùèé êàæäóþ âåðøèíó ýòîãî ãðàôà. Ñàì öèêë òàêæå íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì.

	Íå âñå ñâÿçíûå ãðàôû ãàìèëüòîíîâû.



	Äàí ñâÿçíûé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G. Òðåáóåòñÿ íàéòè âñå ãàìèëüòîíîâû öèêëû ãðàôà, åñëè îíè åñòü.

	Ìåòîä ðåøåíèÿ - ïåðåáîð ñ âîçâðàòîì (backtracking). Íà÷èíàåì ïîèñê ðåøåíèÿ, íàïðèìåð, ñ ïåðâîé âåðøèíû ãðàôà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óæå íàéäåíû ïåðâûå k êîìïîíåíò ðåøåíèÿ. Ðàññìàòðèâàåì ðåáðà, âûõîäÿùèå èç ïîñëåäíåé âåðøèíû. Åñëè åñòü òàêèå, ÷òî èäóò â ðàíåå íå ïðîñìîòðåííûå âåðøèíû, òî âêëþ÷àåì ýòó âåðøèíó â ðåøåíèå è ïîìå÷àåì åå êàê ïðîñìîòðåííóþ. Ïîëó÷åíà (k+1) êîìïîíåíòà ðåøåíèÿ. Åñëè òàêîé âåðøèíû íåò, òî âîçâðàùàåìñÿ ê ïðåäûäóùåé âåðøèíå è ïûòàåìñÿ íàéòè ðåáðî èç íåå, âûõîäÿùåå â äðóãóþ âåðøèíó. Ðåøåíèå ïîëó÷åíî ïðè ïðîñìîòðå âñåõ âåðøèí ãðàôà è âîçìîæíîñòè äîñòè÷ü èç ïîñëåäíåé ïåðâîé âåðøèíû. Ðåøåíèå (öèêë) âûâîäèòñÿ, è ïðîäîëæàåòñÿ ïðîöåññ íàõîæäåíèÿ ñëåäóþùèõ öèêëîâ. Ïðèìåð ãðàôà è ÷àñòü äåðåâà, ïîêàçûâàþùåãî ìåõàíèçì ðàáîòû äàííîãî ìåòîäà.

�



	Ëîãèêà ðåøåíèÿ.

procedure Gm(k:integer); {* k - íîìåð èòåðàöèè*}

{*ãëîáàëüíûå ïåðåìåííûå*}

{* A - ìàòðèöà ñìåæíîñòè, St - ìàññèâ äëÿ õðàíåíèÿ ïîðÿäêà ïðîñìîòðà âåðøèí ãðàôà, Nnew - ìàññèâ ïðèçíàêîâ: âåðøèíà ïðîñìîòðåíà èëè íåò*}

  var j,v:integer;

  begin 

	v:=St[k-1]; {*íîìåð ïîñëåäíåé âåðøèíû*}

	for j:=1 to N do if (A[v,j]<>0)  then {*åñòü ðåáðî ìåæäó 

							âåðøèíàìè ñ íîìåðàìè v è j*}

				if (k=N+1) and (j=1) then <âûâîä öèêëà>

				  else if Nnew[j] then {*âåðøèíà íå 										ïðîñìîòðåíà*}

					begin St[k]:=j;Nnew[j]:=false;

						    Gm(k+1);Nnew[j]:=true;end;

  end;  

	Ôðàãìåíò îñíîâíîé ëîãèêè.

......

St[1]:=1;Nnew[1]:=false; Gm(2]);

......

3.5.3. Ôóíäàìåíòàëüíîå ìíîæåñòâî öèêëîâ

	Êàðêàñ (V,T) ñâÿçíîãî íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G=<V,E> ñîäåðæèò N-1 ðåáðî, ãäå N - êîëè÷åñòâî âåðøèí G. Êàæäîå ðåáðî, íå ïðèíàäëåæàùåå T, òî åñòü ëþáîå ðåáðî èç E-T, ïîðîæäàåò â òî÷íîñòè îäèí öèêë ïðè äîáàâëåíèè åãî ê T. Òàêîé öèêë ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ôóíäàìåíòàëüíîãî ìíîæåñòâà öèêëîâ ãðàôà G îòíîñèòåëüíî êàðêàñà T. Ïîñêîëüêó êàðêàñ ñîñòîèò èç N-1 ðåáðà, â ôóíäàìåíòàëüíîì ìíîæåñòâå öèêëîâ ãðàôà G îòíîñèòåëüíî ëþáîãî êàðêàñà èìååòñÿ M-N+1 öèêëîâ, ãäå M - êîëè÷åñòâî ðåáåð â G.
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	Ïðèìåð ãðàôà, åãî êàðêàñà è ìíîæåñòâà ôóíäàìåíòàëü-íûõ öèêëîâ.

	Ïîèñê â ãëóáèíó ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ïîäõîäîì, èñïîëüçóåìûì äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ öèêëîâ. Ñòðîèòñÿ êàðêàñ, à êàæäîå îáðàòíîå ðåáðî ïîðîæäàåò öèêë îòíîñèòåëüíî ýòîãî êàðêàñà. Äëÿ âûâîäà öèêëîâ íåîáõîäèìî õðàíèòü ïîðÿäîê îáõîäà ãðàôà ïðè ïîèñêå â ãëóáèíó (íîìåðà âåðøèí) - ìàññèâ St, à äëÿ îïðåäåëåíèÿ îáðàòíûõ ðåáåð âåðøèíû ñëåäóåò “ìåòèòü” (ìàññèâ Gnum) â òîé î÷åðåäíîñòè, â êîòîðîé îíè ïðîñìàòðèâàþòñÿ. Åñëè äëÿ ðåáðà <v,j> îêàçûâàåòñÿ, ÷òî çíà÷åíèå ìåòêè âåðøèíû ñ íîìåðîì j ìåíüøå, ÷åì çíà÷åíèå ìåòêè âåðøèíû ñ íîìåðîì v, òî ðåáðî îáðàòíîå è íàéäåí öèêë.

	Íà÷àëüíàÿ èíèöèàëèçàöèÿ ïåðåìåííûõ.

		......

num:=0;yk:=0;

for j:=1 to N do Gnum[j]:=0;

		.......

	Ëîãèêà.  

procedure Circl(v:integer);

{ãëîáàëüíûå ïåðåìåííûå: À - ìàòðèöà ñìåæíîñòè ãðàôà; St - ìàññèâ äëÿ õðàíåíèÿ íîìåðîâ âåðøèí ãðàôà â òîì ïîðÿäêå, â êîòîðîì îíè èñïîëüçóþòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè êàðêàñà; yk - óêàçàòåëü çàïèñè â ìàññèâ St; Gnum - äëÿ êàæäîé âåðøèíû â ñîîòâåòñòâóþùåì ýëåìåíòå ìàññèâà ôèêñèðóåòñÿ íîìåð øàãà (num), íà êîòîðîì îíà ïðîñìàòðèâàåòñÿ ïðè ïîèñêå â ãëóáèíó}

 var j:integer;

 begin

	Inc(yk);St[yk]:=v;Inc(num);

	Gnum[v]:=num;

	for j:=1 to N do if A[v,j]<>0 then

				if Gnum[j]=0 then Circl[j] {âåðøèíà j íå 										ïðîñìîòðåíà}

				{j íå ïðåäûäóùàÿ âåðøèíà ïðè ïðîñìîòðå, è 					îíà áûëà ïðîñìîòðåíà ðàíåå}	

				 else if (j<>St[yk-1]) and (Gnum[j]<Gnum[v]) then

					<âûâîä öèêëà èç St>;

	Dec(yk);

 end;



Äîïîëíåíèÿ. 

Íàçâàíèå “ôóíäàìåíòàëüíûé” ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî êàæäûé öèêë ãðàôà ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç öèêëîâ ýòîãî ìíîæåñòâà. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâ A è B îïðåäåëèì îïåðàöèþ ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè A(B=(A(B)\(A(B). Èçâåñòíî [9], ÷òî ïðîèçâîëüíûé öèêë ãðàôà G ìîæíî îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèòü êàê ñèììåòðè÷åñêóþ ðàçíîñòü íåêîòîðîãî ÷èñëà ôóíäàìåíòàëüíûõ öèêëîâ. Îäíàêî íå ïðè âñåõ îïåðàöèÿõ ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè ïîëó÷àþòñÿ öèêëû (âûðîæäåííûé ñëó÷àé). Èññëåäîâàòåëüñêàÿ ðàáîòà - ðàçðàáîòàòü ïðîãðàììó íàõîæäåíèÿ âñåõ öèêëîâ ãðàôà.

3.6. Êðàò÷àéøèå ïóòè

3.6.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Âûâîä ïóòè

	Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Äàí îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G=<V,E>, âåñà äóã - À[i,j] (i,j=1..N, ãäå N - êîëè÷åñòâî âåðøèí ãðàôà), íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ âåðøèíû - s, t(V. Âåñà äóã çàïèñàíû â ìàòðèöå ñìåæíîñòè A, åñëè âåðøèíû i è j íå ñâÿçàíû äóãîé, òî A[i,j]=(. Ïóòü ìåæäó s è t îöåíèâàåòñÿ  ( A[i,j].  Íàéòè ïóòü ñ ìèíèìàëüíîé îöåíêîé. 				    i,j(ïóòè	

�

	Ïðèìåð.

	Êðàò÷àéøèé ïóòü èç 1 â 4 ïðîõîäèò ÷åðåç 3-þ è 2-þ âåðøèíû è èìååò îöåíêó 6.

Îñîáûé ñëó÷àé - êîíòóðû ñ îòðèöàòåëüíîé îöåíêîé.

	Ïðèìåð.

�

	Ïðè s=1 è t=5, îáõîäÿ êîíòóð 3(4( 2( 3 äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç, ìîæíî ñäåëàòü òàê, ÷òî îöåíêà ïóòè ìåæäó âåðøèíàìè 1 è 5 áóäåò ìåíüøå ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà. Îöåíêó ïóòè íàçîâåì åãî âåñîì èëè äëèíîé. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ãðàôû áåç êîíòóðîâ îòðèöàòåëüíîãî âåñà.

	Íàì íåîáõîäèìî íàéòè êðàò÷àéøèé ïóòü, òî åñòü ïóòü ñ ìèíèìàëüíûì âåñîì, ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè ãðàôà. Ýòà çàäà÷à ðàçáèâàåòñÿ íà äâå ïîäçàäà÷è:  ñàì ïóòü è  çíà÷åíèå ìèíèìàëüíîãî âåñà .  Îáîçíà÷èì åå ÷åðåç D[s,t]. Íåèçâåñòíû àëãîðèòìû, îïðåäåëÿþùèå òîëüêî D[s,t], âñå îíè îïðåäåëÿþò îöåíêè îò âåðøèíû s äî âñåõ îñòàëüíûõ âåðøèí ãðàôà.  Îïðåäåëèì D, êàê  array[1..n] of integer. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû îïðåäåëèëè çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ ìàññèâà D - ðåøèëè âòîðóþ ïîäçàäà÷ó.  Îïðåäåëèì ñàì êðàò÷àéøèé ïóòü. Äëÿ s  è t ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåðøèíà v, ÷òî D[t]=D[v]+A[v,t].  Çàïîìíèì v (íàïðèìåð, â ñòåêå) . Ïîâòîðèì ïðîöåññ ïîèñêà âåðøèíû u, òàêîé, ÷òî D[v]=D[u]+A[u,v], è òàê äî òåõ ïîð, ïîêà íå äîéäåì äî âåðøèíû ñ íîìåðîì s. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü t, v, u, ..., s äàåò êðàò÷àéøèé ïóòü.

procedure Way(s,t:integer);

{D, A - ãëîáàëüíûå ñòðóêòóðû äàííûõ} 

 var   	v,u:integer;

	Stack - ëîêàëüíàÿ ñòðóêòóðà äàííûõ äëÿ õðàíåíèÿ íîìåðîâ âåðøèí;	

	procedure Print;

	{âûâîäèò ñîäåðæèìîå Stack}

	  begin

		...

	  end;

begin

	<ïî÷èñòèòü Stack>;

	<çàíåñòè âåðøèíó ñ íîìåðîì t â Stack>;v:=t;

	while v<>s do begin

		u:=<íîìåð âåðøèíû, äëÿ êîòîðîé D[v]=D[u]+A[u,v]>;

		<çàíåñòè âåðøèíó ñ íîìåðîì v â Stack>;

		v:=u;

	 end;

end;

	Èòàê, ïóòü ïðè èçâåñòíîì D íàõîäèòü ìû óìååì. Îñòàëîñü íàó÷èòüñÿ  îïðåäåëÿòü çíà÷åíèÿ êðàò÷àéøèõ ïóòåé, òî åñòü ýëåìåíòû ìàññèâà D. Èäåÿ âñåõ èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïî äàííîé ìàòðèöå âåñîâ A âû÷èñëÿþòñÿ ïåðâîíà÷àëüíûå âåðõíèå îöåíêè. À çàòåì ïûòàþòñÿ èõ óëó÷øèòü äî òåõ ïîð, ïîêà ýòî âîçìîæíî. Ïîèñê óëó÷øåíèÿ, íàïðèìåð äëÿ D[v], çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè âåðøèí u, òàêèõ, ÷òî D[u]+A[u,v]<D[v]. Åñëè òàêàÿ âåðøèíà u åñòü, òî çíà÷åíèå D[v] ìîæíî çàìåíèòü íà D[u]+A[u,v].

3.6.2. Àëãîðèòì Äåéêñòðû

	Äàíî. Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G=<V,E>, s - âåðøèíà èñòî÷íèê; 

ìàòðèöà ñìåæíîñòè A (A:array[1..n,1..n] of integer); äëÿ ëþáûõ u, v(V âåñ äóãè íåîòðèöàòåëüíûé (A[u,v](0).Ðåçóëüòàò. Ìàññèâ êðàò÷àéøèõ ðàññòîÿíèé - D. 

	Â äàííîì àëãîðèòìå ôîðìèðóåòñÿ ìíîæåñòâî âåðøèí T, äëÿ êîòîðûõ åùå íå âû÷èñëåíà îöåíêà ðàññòîÿíèå è, ýòî ãëàâíîå,  ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå â D ïî ìíîæåñòâó âåðøèí, ïðèíàäëåæàùèõ T, ñ÷èòàåòñÿ îêîí÷àòåëüíîé îöåíêîé äëÿ âåðøèíû, íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ýòîò ìèíèìóì.  Ñ òî÷êè çðåíèÿ çäðàâîãî ñìûñëà ýòîò ôàêò äîñòàòî÷íî î÷åâèäåí. Äðóãîé “çàõîä” â ýòó âåðøèíó âîçìîæåí ïî ïóòè, ñîäåðæàùåìó áîëüøåå êîëè÷åñòâî äóã, à òàê êàê âåñà íåîòðèöàòåëüíû, òî è îöåíêà ïóòè áóäåò áîëüøå.  Â êíèãàõ [11], [12]  ìîæíî íàéòè äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà.

	Ïðèìåð



�



Åãî ìàòðèöà ñìåæíîñòè:

	(  3  7  (  (  (

	1  (  2  (  (  1

A=  	(  1  (  4   4  (

	( (  (  (  1  5

	( (  1   (  ( 3

	( (  (   2  ( (



	Â òàáëèöå  ïðèâåäåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàãîâ (èòåðàöèé) ðàáîòû àëãîðèòìà.  Íà ïåðâîì øàãå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå D  äîñòèãàåòñÿ íà âòîðîé âåðøèíå. Îíà èñêëþ÷àåòñÿ èç ìíîæåñòâà T, è óëó÷øåíèå îöåíêè äî îñòàâøèõñÿ âåðøèí (3,4,5,6) èùåòñÿ íå ïî âñåì âåðøèíàì, à òîëüêî îò âòîðîé.



¹ èòåðàöèè�D[1]�D[2]�D[3]�D[4]�D[5]�D[6]�           T��    1�0�3�7�(�(�(�[2,3,4,5,6]��    2 �0�3�5�(�11�4�[3,4,5,6]��    3�0�3�5�6�(�4�[3,4,5]��    4�0�3�5�6�9�4�[4,5]��    5�0�3�5�6�7�4�[5]�� procedure Distance;

	{A, D, s - ãëîáàëüíûå}

  var    v,u: integer;T:set of 1..N;

   begin{èíèöèàëèçàöèÿ D}

	for v(V do D[v]:=A[s,v];

	D[s]:=0; T:=[1..N]-[s];

	{îñíîâíîé öèêë}

	while T<>[ ] do begin

	  u:=<òî çíà÷åíèå l, ïðè êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ  min(D[l])>;	

	  T:=T-[u];							 l(T

	 for v(T  do D[v]:=min(D[v],D[u]+A[u,v]);

           end;

   end;	

	Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ïðîïîðöèîíàëüíî N2.



3.6.3. Ïóòè â áåñêîíòóðíîì ãðàôå

	Äàíî. Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G=<V,E> áåç êîíòóðîâ, âåñà äóã ïðîèçâîëüíû. Ðåçóëüòàò. Ìàññèâ êðàò÷àéøèõ ðàññòîÿíèé(äëèí) D îò ôèêñèðîâàííîé âåðøèíû äî âñåõ îñòàëüíûõ. Óòâåðæäåíèå. Â ïðîèçâîëüíîì áåñêîíòóðíîì ãðàôå âåðøèíû ìîæíî ïåðåíóìåðîâàòü òàê, ÷òî äëÿ êàæäîé äóãè <i,j>  íîìåð âåðøèíû i áóäåò ìåíüøå íîìåðà âåðøèíû j.

	Ïðèìåð.

�



Ââåäåì ñëåäóþùèå ñòðóêòóðû äàííûõ:

ìàññèâ NumIn, NumIn[i] îïðåäåëÿåò ÷èñëî äóã, âõîäÿùèõ â âåðøèíó ñ íîìåðîì i;

ìàññèâ Num, Num[i] îïðåäåëÿåò íîâûé íîìåð âåðøèíû i;

ìàññèâ Stack, äëÿ õðàíåíèÿ íîìåðîâ âåðøèí, â êîòîðûå çàõîäèò íóëåâîå êîëè÷åñòâî äóã. Ðàáîòà ñ  ìàññèâîì îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ïðèíöèïó ñòåêà;

ïåðåìåííàÿ nm, òåêóùèé íîìåð âåðøèíû.

Ñóòü àëãîðèòìà. Âåðøèíà i, èìåþùàÿ íóëåâîå çíà÷åíèå NumIn, çàíîñèòñÿ â Stack, åé ïðèñâàèâàåòñÿ òåêóùåå çíà÷åíèå nm(çàïîìèíàåòñÿ â Num), è èçìåíÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ NumIn äëÿ âñåõ âåðøèí, ñâÿçàííûõ ñ i.  Ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà Stack íå ïóñò.  Òðàññèðîâêà ðàáîòû àëãîðèòìà äëÿ íàøåãî ïðèìåðà ïðèâåäåíà â òàáëèöå. 

¹ èòåðàöèè�NumIn�Num�Stack�Nm��íà÷àëüíàÿ�[2,2,2,1,0,1]�[0,0,0,0,0,0]�[5]�0��1�[2,2,1,0,0,1]�[0,0,0,0,1,0]�[4]�1��2�[1,2,0,0,0,1]�[0,0,0,2,1,0]�[3]�2��3�[0,2,0,0,0,0]�[0,0,3,2,1,0]�[6,1]�3��4�[0,1,0,0,0,0]�[0,0,3,2,1,4]�[1]�4��5�[0,0,0,0,0,0]�[5,0,3,2,1,4]�[2]�5��6�[0,0,0,0,0,0]�[5,6,3,2,1,4]� [ ]�6��procedure Change_Num;

	{A, Num - ãëîáàëüíûå ñòðóêòóðû äàííûõ}

 var     NumIn,Stack:array[1..N] of integer;

	i,j,u,nm,yk:integer;

 begin

	{èíèöèàëèçàöèÿ äàííûõ}

	FillChar(NumIn,SizeOf(NumIn),0);

	for i:=1 to N do

	 for j:=1 to N do if A[i,j]<>0 then Inc(NumIn[j]);

	nm:=0;yk:=0;

	for i(V do if NumIn[i]=0 then begin Inc(yk);Stack[yk]:=i; end;

	{îñíîâíîé öèêë}

	while yk<>0 do begin

	  u:=Stack[yk];Dec[yk];Inc(nm);Num[u]:=nm;

	  for i:=1 to n do

	   if A[u,i]<>0 then  begin   Dec(NumIn[i]); 

					if NumIn[i]=0 then begin

					 Inc(yk); Stack[yk]:=i; end;

				end;

	end;

 end;

	Èòàê, ïóñòü äëÿ ãðàôà G âûïîëíåíî óñëîâèå óòâåðæäåíèÿ è íàì íåîáõîäèìî íàéòè êðàò÷àéøèå ïóòè (èõ äëèíû) îò ïåðâîé âåðøèíû äî âñåõ îñòàëüíûõ .  Ïóñòü ìû íàõîäèì îöåíêó äëÿ âåðøèíû ñ íîìåðîì i. Äîñòàòî÷íî ïðîñìîòðåòü âåðøèíû, èç êîòîðûõ èäóò äóãè â âåðøèíó ñ íîìåðîì i. Îíè èìåþò ìåíüøèå íîìåðà, è îöåíêè äëÿ íèõ óæå èçâåñòíû. Îñòàåòñÿ âûáðàòü ìåíüøóþ èç íèõ. 

procedure Distance;

	{D, A - ãëîáàëüíûå]

	var i,j:integer;

	begin

	  D[1]:=0;

	  for i:=2 to N do D[i]:=(;

	{îñíîâíîé öèêë}

     	 for i:=2 to N do

	  for j:=1 to i-1 do if A[j,i]<>( then D[i]:=min(D[i],D[j]+A[j,i]);

	end;

	Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ïðîïîðöèîíàëüíî N2.



3.6.4. Êðàò÷àéøèå ïóòè ìåæäó âñåìè ïàðàìè âåðøèí.

 Àëãîðèòì Ôëîéäà

	Äàíî. Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G=<V,E> ñ ìàòðèöåé âåñîâ A(array[1..N,1..N] of integer). Ðåçóëüòàò. Ìàòðèöà D êðàò÷àéøèõ ðàññòîÿíèé ìåæäó âñåìè ïàðàìè âåðøèí ãðàôà è êðàò÷àéøèå ïóòè.

	Èäåÿ àëãîðèòìà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Dm[i,j]  îöåíêó êðàò÷àéøåãî ïóòè èç i â j ñ ïðîìåæóòî÷íûìè âåðøèíàìè èç ìíîæåñòâà [1..m]. Òîãäà èìååì: D0[i,j]:=A[i,j] è D(m+1)[i,j]=min{Dm[i,j],Dm[i,m+1]+Dm[m+1,j]}.  Âòîðîå ðàâåíñòâî òðåáóåò ïîÿñíåíèÿ. Ïóñòü ìû íàõîäèì êðàò÷àéøèé ïóòü èç i â j c ïðîìåæóòî÷íûìè âåðøèíàìè èç ìíîæåñòâà [1..(m+1)]. Åñëè ýòîò ïóòü íå ñîäåðæèò âåðøèíó (m+1), òî D(m+1)[i,j]=Dm[i,j]. Åñëè æå îí ñîäåðæèò ýòó âåðøèíó, òî åãî ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå ÷àñòè îò i äî (m+1) è îò (m+1)  äî j. 

	Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ïðîïîðöèîíàëüíî N3.

 procedure Distance; {A, D - ãëîáàëüíûå ñòðóêòóðû äàííûõ}

  var m,i,j:integer;

  begin

	for i:=1 to N do  for j:=1 to N do D[i,j]:=A[i,j];

	for i:=1 to N do D[i,i]:=0;

	for m:=1 to N do  for i:=1 to N do for j:=1 to N do {îñíîâíîé 											öèêë}

	D[i,j]:=min{D[i,j],D[i,m]+D[m,j]};

  end;	

�

	Ïðèìåð





	

Ïðèìå÷àíèå. Âåðõíèé èíäåêñ ó D óêàçûâàåò íîìåð èòåðàöèè (çíà÷åíèå m â ïðîöåäóðå Distance).

	 0  1  2  1 		0  1  2  1						0  1  2  1

	 2  0  7  (		2  0  4  3						2  0  4  3

D0=    6  5  0  2	D1= 	6  5  0  2	D2=D1	D3= D2	D4=	3  4  0  2

	1  (  4  0		1  2  3  0						1  2  3  0

	Ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïàðàìè âåðøèí äàåò D. Äëÿ âûâîäà ñàìèõ êðàò÷àéøèõ ïóòåé ââåäåì ìàòðèöó M òîãî æå òèïà, ÷òî è D. Ýëåìåíò M[i,j] îïðåäåëÿåò ïðåäïîñëåäíþþ âåðøèíó êðàò÷àéøåãî ïóòè èç i â j.

	Ïðîöåäóðà Distance ïðåòåðïèò íåáîëüøèå èçìåíåíèÿ. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà D[i,j] áîëüøå D[i,m]+D[m,j], èçìåíÿåòñÿ íå òîëüêî D[i,j], íî è M[i,j].  M[i,j]  ïðèñâàèâàåòñÿ çíà÷åíèå M[m,j]. Äëÿ íàøåãî ïðèìåðà èçìåíåíèÿ M âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì.

	1  1  1  1		1  1  1  1					1  1  1  1

	2  2  2  2		2  2  1  1					2  2  1  1

M0=	3  3  3  3  	M1= 	3  3  3  3  M2=M1	M3=M2	M4=	4  1  3  3

	4  4  4  4		4  1  1  4					4  1  1  4

	Íàïðèìåð, íåîáõîäèìî âûâåñòè êðàò÷àéøèé ïóòü èç 3-é âåðøèíû âî 2-þ.  Ýëåìåíò M[3,2] ðàâåí 1, ïîýòîìó ñìîòðèì íà ýëåìåíò M[3,1]. Îí ðàâåí ÷åòûðåì. Ñðàâíèâàåì M[3,4] c 3-é. Åñòü ñîâïàäåíèå, ìû ïîëó÷èëè êðàò÷àéøèé ïóòü: 3(4(1( 2.

procedure All_Way(i,j:integer);{âûâîä ïóòè ìåæäó âåðøèíàìè i è j}

	begin

		if M[i,j]=i then  if i=j write(i) else write(i,’-’,j)

		 else begin All_Way(i,M[i,j]);All_Way(M[i,j],j);end;

	end;									

�

3.7. Íåçàâèñèìûå è äîìèíèðóþùèå ìíîæåñòâà 

	Çàäà÷à ïîèñêà ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà âåðøèí V ãðàôà G, óäîâëåòâîðÿþùèõ îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì, ñâîéñòâàì, âîçíèêàåò äîñòàòî÷íî ÷àñòî.

3.7.1. Íåçàâèñèìûå ìíîæåñòâà

	Äàí íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G=(V,E). Íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî âåðøèí åñòü ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà G, òàêîå, ÷òî ëþáûå äâå âåðøèíû â íåì íå ñìåæíû, òî åñòü íèêàêàÿ ïàðà âåðøèí íå ñîåäèíåíà ðåáðîì. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîå ïîäìíîæåñòâî S, ñîäåðæàùååñÿ â V, è òàêîå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå S ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí ñìåæíûõ ñ S ïóñòî, ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì âåðøèí.

	Ïðèìåð.

�

	Ìíîæåñòâà âåðøèí (1, 2), (3, 4, 5), (4, 7), (5, 6) - íåçàâèñèìûå. Íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, êîãäà íåò äðóãîãî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà, â êîòîðîå îíî áû âõîäèëî. Åñëè Q ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâîì âñåõ íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ ãðàôà G, òî ÷èñëî

([G]=max(S(

	S(Q	

íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì íåçàâèñèìîñòè ãðàôà G, à ìíîæåñòâî S*, íà êîòîðîì ýòîò ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ, íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøèì íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì.  Äëÿ íàøåãî ïðèìåðà ([G]=3, à S* åñòü (3, 4, 5).

	Ïîíÿòèå, ïðîòèâîïîëîæíîå ìàêñèìàëüíîìó íåçàâèñèìîìó ìíîæåñòâó, åñòü ìàêñèìàëüíûé ïîëíûé ïîäãðàô (êëèêà). Â ìàêñèìàëüíîì íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå íåò ñìåæíûõ âåðøèí, â êëèêå âñå âåðøèíû ïîïàðíî ñìåæíû. Ìàêñèìàëüíîå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ãðàôà G ñîîòâåòñòâóåò êëèêå ãðàôà G’, ãäå G’ - äîïîëíåíèå ãðàôà G.

 	Äëÿ íàøåãî ïðèìåðà äîïîëíåíèå G’ ïðèâåäåíî íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå, êëèêà ãðàôà G’ ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìàëüíîìó íåçàâèñèìîìó ìíîæåñòâó ãðàôà G. ×èñëî íåçàâèñèìîñòè  ãðàôà G’ ðàâíî 4, ìàêñèìàëüíîå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî (2, 5, 7, 8), åìó ñîîòâåòñòâóåò êëèêà ãðàôà G.

�



3.7.2. Ìåòîä ãåíåðàöèè âñåõ ìàêñèìàëüíûõ íåçàâèñèìûõ

 ìíîæåñòâ ãðàôà

	Çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïåðåáîðîì âàðèàíòîâ. “Èçþìèíêîé” ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå íåîáõîäèìîñòè çàïîìèíàòü ãåíåðèðóåìûå ìíîæåñòâà ñ öåëüþ ïðîâåðêè èõ íà ìàêñèìàëüíîñòü ïóòåì ñðàâíåíèÿ ñ ðàíåå ñôîðìèðîâàííûìè ìíîæåñòâàìè. Èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîì ðàñøèðåíèè òåêóùåãî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà (k - íîìåð øàãà èëè íîìåð èòåðàöèè â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ). Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ìû íå ìîæåì ðàñøèðèòü òåêóùåå ðåøåíèå, òî íàéäåíî ìàêñèìàëüíîå íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî. Âûâåäåì åãî è ïðîäîëæèì ïðîöåññ ïîèñêà. Áóäåì õðàíèòü òåêóùåå ðåøåíèå â ìàññèâå Ss (Ss:array[1..N] of integer), åãî ïåðâûå k ýëåìåíòîâ îïðåäåëÿþò òåêóùåå ðåøåíèå. Ëîãèêà âûâîäà.

	procedure Print(k:integer);

	 var i:byte;

	 begin

		writeln;for i:=1 to k do write(Ss[i],’ ‘);

	  end; 

	Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ íàì ïðèäåòñÿ ìíîãîêðàòíî ðàññìàòðèâàòü âåðøèíû ãðàôà, ñìåæíûå ñ äàííîé. Ïðè îïèñàíèè ãðàôà ìàòðèöåé ñìåæíîñòè - ýòî ïðîñìîòð ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðîêè, ïðè îïèñàíèè ñïèñêàìè ñâÿçè - ïðîñìîòð ñïèñêà. Óïðîñòèì íàõîæäåíèå ñìåæíûõ âåðøèí çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ íîâîãî ñïîñîáà îïèñàíèÿ ãðàôà. Èñïîëüçóåì ìíîæåñòâåííûé òèï äàííûõ. Ââåäåì òèï äàííûõ:

	type Sset=set of 1..N; è ïåðåìåííóþ

	var	A:array[1..N] of Sset;	. 

Èòàê, ÷òîáû îïðåäåëèòü âåðøèíû ãðàôà, ñìåæíûå ñ âåðøèíîé i, íåîáõîäèìî ïðîñòî âûçâàòü ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò ìàññèâà A. 

�

	Ïðèìåð.

Îñíîâíàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà â âûáîðå î÷åðåäíîé âåðøèíû ãðàôà. Ââåäåì ïåðåìåííóþ Gg äëÿ õðàíåíèÿ íîìåðîâ âåðøèí - êàíäèäàòîâ íà ðàñøèðåíèå òåêóùåãî ðåøåíèÿ. Çíà÷åíèå ïåðåìåííîé ôîðìèðóåòñÿ íà  êàæäîì øàãå k. ×òî ÿâëÿåòñÿ èñõîäíîé èíôîðìàöèåé äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ Gg? Î÷åâèäíî, ÷òî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî âåðøèí,  ñâîå äëÿ êàæäîãî øàãà (èòåðàöèè) àëãîðèòìà. Ëîãè÷åñêè ïðàâîìåðíî ðàçáèòü ýòî ìíîæåñòâî âåðøèí íà íå èñïîëüçîâàííûå ðàíåå (Qp) è èñïîëüçîâàííûå ðàíåå (Qm). Èçìåíåíèå çíà÷åíèé Qp è Qm ïðîèñõîäèò ïðè âîçâðàòå íà âûáîð k-ãî ýëåìåíòà ìàêñèìàëüíîãî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà. Ìû âûáèðàëè íà k øàãå, íàïðèìåð, âåðøèíó ñ íîìåðîì i, è åñòåñòâåííî èñêëþ÷åíèå åå èç Qp è Qm ïðè ïîèñêå ñëåäóþùåãî ìàêñèìàëüíîãî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà. Êðîìå òîãî, ïðè ïåðåõîäå ê øàãó ñ íîìåðîì (k+1) èç òåêóùèõ ìíîæåñòâ Qp è Qm äëÿ ñëåäóþùåãî øàãà íåîáõîäèìî èñêëþ÷èòü âåðøèíû, ñìåæíûå ñ âåðøèíîé i, âûáðàííîé íà äàííîì øàãå (èç îïðåäåëåíèÿ íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà) è, ðàçóìåòñÿ, ñàìó âåðøèíó i. Èòàê, îáùàÿ ëîãèêà.  

procedure Find(k:integer; Qp,Qm:Sset);

 var 	Gg:Sset;

 	i:byte;

 begin

	if (Qp=[ ]) and (Qm=[ ]) then begin Print(k);exit end;

	{÷åðíûé ÿùèê À}

	<ôîðìèðîâàíèå ìíîæåñòâà êàíäèäàòîâ Gg äëÿ ðàñøèðåíèÿ 	òåêóùåãî ðåøåíèÿ (k ýëåìåíòîâ â ìàññèâå Ss) ïî çíà÷åíèÿì Qp 	è Qm>; 

	i:=1;

	while i<=N do begin

		if i in Gg then begin

		 Ss[k]:=i;

		 Find(k+1,Qp-A[i]-[i],Qm-A[i]-[i]);

		{÷åðíûé ÿùèê Á}

		 <èçìåíåíèå Qp, Qm äëÿ ýòîãî óðîâíÿ (çíà÷åíèÿ k) è, 			ñîîòâåòñòâåííî, èçìåíåíèå ìíîæåñòâà êàíäèäàòîâ Gg>;

		end;

	  Inc(i);

	end;{while}

 end;{Find}

	Ïðîäîëæèì óòî÷íåíèå ëîãèêè. Íàì ïîòðåáóåòñÿ ïðîñòàÿ ôóíêöèÿ ïîäñ÷åòà êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ â ïåðåìåííûõ òèïà Sset.

	function Number(A:Sset):byte;

	 var i, cnt:byte;

	 begin

		cnt:=0;for i:=1 to N do if i in A then Inc(cnt);Number:=cnt;

	 end;

	Èñïîëüçóåì ìåòîä òðàññèðîâêè äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè äàëüíåéøóþ ëîãèêó óòî÷íåíèÿ ðåøåíèÿ. Áóäåì äåëàòü ðàçðûâû òàáëèöû äëÿ âíåñåíèÿ ïîÿñíåíèé â ðàáîòó ÷åðíûõ ÿùèêîâ. 

k�Qp�Qm�Gg�Ss�Ïðèìå÷àíèÿ��1�[1..5]�[ ]�[1..5]�(1)�Âûáèðàåì ïåðâóþ âåðøèíó��2�[4,5]�[ ]�[4,5]�(1,4)�Èòàê, ïåðâîå óòî÷íåíèå ÷åðíîãî ÿùèêà À.��	if Qm<>[ ] then <÷åðíûé ÿùèê ÀÀ >

			else Gg:=Qp;

	Åãî ñóòü â òîì, ÷òî åñëè âûáèðàòü èç ðàíåå èñïîëüçîâàííûõ âåðøèí íå÷åãî, òî ìíîæåñòâî êàíäèäàòîâ ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì Qp, è äàëåå ïî ëîãèêå ìû “òóïî” âûáèðàåì ïåðâóþ âåðøèíó èç Qp. Ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó âûçîâó ïðîöåäóðû Find.

3�[ ]�[ ]�[ ]�(1,4)�Âûâîä ïåðâîãî ìàêñèìàëüíîãî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà è âûõîä â ïðåäûäóùóþ êîïèþ Find.��2�[5]�[4]�[5]�(1,5)�Èñêëþ÷àåì âåðøèíó 4 èç Qp è âêëþ÷àåì åå â Qm.��Ïðîäîëæàåò ðàáîòó öèêë while ïðîöåäóðû Find. Âûáèðàåì ñëåäóþùóþ âåðøèíó - ýòî âåðøèíà 5. È âûçûâàåì ïðîöåäóðû Find ñ äðóãèìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ.

3�[ ]�[ ]�[ ]�(1,5)�Âûâîä âòîðîãî ìàêñèìàëüíîãî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà.��2�[ ]�[4,5]�[ ]��Öèêë while çàêîí÷åí, âûõîä â ïðåäûäóùóþ êîïèþ ïðîöåäóðû Find.��Óòî÷íåíèå ÷åðíîãî ÿùèêà Á. Ïåðâîå: íåîáõîäèìî èñêëþ÷èòü âåðøèíó i èç Qp è âêëþ÷èòü åå â Qm. Âòîðîå: ñëåäóåò îòêîððåêòèðîâàòü ìíîæåñòâî Gg. Âûáîð íà ýòîì øàãå âåðøèí, íå ñìåæíûõ ñ i, ïðèâåäåò ê ãåíåðàöèè ïîâòîðÿþùèõñÿ ìàêñèìàëüíûõ íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ, ïîýòîìó ñëåäóåò âûáèðàòü âåðøèíû èç ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ Qp è A[i]. Èòàê, ÷åðíûé ÿùèê Á.   

  	Qp:=Qp-[i];Qm:=Qm+[i];

	if Number(Qp*A[i])<Number(Gg) then Gg:=Qp*A[i]&Gg; Ñëåäóþùèé øàã - âûõîä â ïðåäûäóùóþ âåðñèþ Find, ïðè ýòîì çíà÷åíèå k ðàâíî 1.

1�[2..5]�[1]�[1..5]��Îäíàêî ïîñëå ðàáîòû ÷åðíîãî ÿùèêà Á èìååì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ��1�[2..5]�[1]�[2..3]�(2)���2�[3,5]�[ ]�[3,5]�(2,3)���3�[5]�[ ]�[5]�(2,3,5)���4�[ ]�[ ]�[ ]��Âûâîä òðåòüåãî ìàêñèìàëüíîãî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà.��3�[ ]�[5]�[ ]����2�[5]�[3]�[ ]��Ñîãëàñíî ëîãèêå ÷åðíîãî ÿùèêà Á ìíîæåñòâî êàíäèäàòîâ Gg ñòàíîâèòñÿ ïóñòûì.��1�[3..5]�[1,2]�[2,3]�(3)���2�[5]�[2]���Èòàê, ìû ïåðâûé ðàç ïîïàäàåì â ïðîöåäóðó Find, è ìíîæåñòâî Gm ïðè ýòîì íå ïóñòî.��Äîëæíà ðàáîòàòü ëîãèêà ÷åðíîãî ÿùèêà ÀÀ. Çàìå÷àíèå 1. Åñëè ñóùåñòâóåò âåðøèíà j, ïðèíàäëåæàùàÿ Qm, òàêàÿ, ÷òî ïåðåñå÷åíèå A[j] è Qp ïóñòî, òî äàëüíåéøåå ïîñòðîåíèå ìàêñèìàëüíîãî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà áåññìûñëåííî - âåðøèíû èç A[j] íå ïîïàäóò â íåãî. Çàìå÷àíèå 2. Åñëè íåò âåðøèí èç Qm, óäîâëåòâîðÿþùèõ ïåðâîìó çàìå÷àíèþ, òî êàêóþ âåðøèíó èç Qp ñëåäóåò âûáèðàòü? Îòâåò: âåðøèíó i((Qp(A[j]) äëÿ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ j(Qm,  ïðè÷åì ìîùíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ A[j] è Qp ìèíèìàëüíà. Äàííûé âûáîð ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü ïåðåáîð. Èòàê, ëîãèêà ÷åðíîãî ÿùèêà ÀÀ.

	begin 

	 delt:=N+1;

	 for j:=1 to N do if j in Qm then if Number(A[j]*Qp)<delt then

				 begin i:=j; delt:=Number(A[j]*Qp);end;

 	 Gg:=Qp*A[i];

	end

	Çàêîí÷èì òðàññèðîâêó ïðèìåðà.

2�[5]�[2]�[ ]����1�[5]�[1,2,3]�[ ]��Âûõîä â îñíîâíóþ ïðîãðàììó.��Ìû íàøëè âñå ìàêñèìàëüíûå íåçàâèñèìûå ìíîæåñòâà.



3.7.3. Äîìèíèðóþùèå ìíîæåñòâà

	Äëÿ ãðàôà G=(V,E) äîìèíèðóþùåå ìíîæåñòâî âåðøèí åñòü ìíîæåñòâî âåðøèí S(V, òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîé âåðøèíû j, íå âõîäÿùåé â S, ñóùåñòâóåò ðåáðî, èäóùåå èç íåêîòîðîé âåðøèíû ìíîæåñòâà S â âåðøèíó j. Äîìèíèðóþùåå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì, åñëè íåò äðóãîãî äîìèíèðóþùåãî ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùåãîñÿ â íåì.

	Ïðèìåð. 

�

Äîìèíèðóþùèå ìíîæåñòâà (1, 2, 3), (4, 5, 6, 7, 8, 9), (1, 2,  3, 8, 9), (1,2, 3, 7) è ò. ä. Ìíîæåñòâà (1, 2, 3), (4, 5, 6, 7, 8, 9)  ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàëüíûìè. Åñëè Q - ñåìåéñòâî âñåõ ìèíèìàëüíûõ äîìèíèðóþùèõ ìíîæåñòâ ãðàôà, òî ÷èñëî ([G]=min(S(

		S(Q

íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì äîìèíèðîâàíèÿ ãðàôà, à ìíîæåñòâî S*, íà êîòîðîì ýòîò ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ, íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøèì äîìèíèðóþùèì ìíîæåñòâîì. Äëÿ íàøåãî ïðèìåðà ([G]=3.

	Çàäà÷à. Ïóñòü ãîðîä ìîæíî èçîáðàçèòü êàê êâàäðàò, ðàçäåëåííûé íà 16 ðàéîíîâ. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî îïîðíûé ïóíêò ìèëèöèè, ðàñïîëîæåííûé â êàêîì-ëèáî ðàéîíå, ìîæåò êîíòðîëèðîâàòü íå òîëüêî ýòîò ðàéîí, íî è ãðàíè÷àùèå ñ íèì ðàéîíû. Òðåáóåòñÿ íàéòè íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ïóíêòîâ ìèëèöèè è ìåñòà èõ ðàçìåùåíèÿ, òàêèå, ÷òîáû êîíòðîëèðîâàëñÿ âåñü ãîðîä.

�EMBED PBrush���

	Ïðåäñòàâèì êàæäûé ðàéîí âåðøèíîé ãðàôà è ðåáðàìè ñîåäèíèì òîëüêî òå âåðøèíû, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ñîñåäíèì ðàéîíàì. Íàì íåîáõîäèìî íàéòè ÷èñëî äîìèíèðîâàíèÿ ãðàôà è õîòÿ áû îäíî íàèìåíüøåå äîìèíèðóþùåå ìíîæåñòâî. Äëÿ äàííîé çàäà÷è ([G]=4, è îäíî èç íàèìåíüøèõ ìíîæåñòâ åñòü (3, 5, 12, 14). Ýòè âåðøèíû âûäåëåíû íà ðèñóíêå.

3.7.4. Çàäà÷à î íàèìåíüøåì ïîêðûòèè

�EMBED PBrush���

	Ðàññìîòðèì ãðàô. Íà ðèñóíêå ïîêàçàíà åãî ìàòðèöà ñìåæíîñòè À è òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà ñìåæíîñòè ñ åäèíè÷íûìè äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè À*. Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ

äîìèíèðóþùåãî ìíîæåñòâà ãðàôà G ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å íàõîæäåíèÿ òàêîãî íàèìåíüøåãî ìíîæåñòâà ñòîëáöîâ â

ìàòðèöå À*, ÷òî êàæäàÿ ñòðîêà ìàòðèöû ñîäåðæèò åäèíèöó õîòÿ áû â îäíîì èç âûáðàííûõ ñòîëáöîâ. Çàäà÷ó î ïîèñêå íàèìåíüøåãî ìíîæåñòâà ñòîëáöîâ, “ïîêðûâàþùåãî” âñå ñòðîêè ìàòðèöû, íàçûâàþò çàäà÷åé î íàèìåíüøåì ïîêðûòèè. Â îáùåì ñëó÷àå ìàòðèöà íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíîé, êðîìå òîãî, âåðøèíàì ãðàôà (ñòîëáöàì) ìîæåò áûòü ïðèïèñàí âåñ, â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî íàéòè ïîêðûòèå ñ íàèìåíüøåé îáùåé ñòîèìîñòüþ. Åñëè ââåäåíî äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå, ñóòü êîòîðîãî â òîì, ÷òîáû ëþáàÿ ïàðà ñòîëáöîâ íå èìåëà îáùèõ åäèíèö â îäíèõ è òåõ æå ñòðîêàõ, òî çàäà÷ó íàçûâàþò çàäà÷åé î íàèìåíüøåì ðàçáèåíèè.

Çàìå÷àíèå. 1. Åñëè íåêîòîðàÿ ñòðîêà ìàòðèöû À* èìååò åäèíèöó â åäèíñòâåííîì ñòîëáöå,  òî åñòü áîëüøå íåò ñòîëáöîâ, ñîäåðæàùèõ åäèíèöó â ýòîé ñòðîêå, òî äàííûé ñòîëáåö ñëåäóåò âêëþ÷àòü â ëþáîå ðåøåíèå. 2. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ñòîëáöîâ ìàòðèöû À*, èìåþùèõ åäèíèöû â êîíêðåòíîé ñòðîêå. Äëÿ íàøåãî ïðèìåðà: U1=(1, 6, 7, 8), U2=(1, 2, 5, 8), U3=(2, 3, 5), U4=(3, 4), U5=(2, 3, 4, 5), U6=(5, 6), U7=(6, 7), U8=(7,8). Âèäèì, ÷òî U4(U5. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî 5-þ ñòðîêó ìîæíî íå ðàññìàòðèâàòü, ïîñêîëüêó ëþáîå ìíîæåñòâî ñòîëáöîâ, ïîêðûâàþùåå 4-þ ñòðîêó, äîëæíî ïîêðûâàòü è 5-þ. ×åòâåðòàÿ ñòðîêà äîìèíèðóåò íàä ïÿòîé.

3.7.5. Ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è î íàèìåíüøåì ðàçáèåíèè

�EMBED PBrush���

	Ïîïûòàåìñÿ îñîçíàòü ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è, ðàññìàòðèâàÿ, êàê îáû÷íî, ïðèìåð. Ó íàñ åñòü îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, åãî ìàòðèöà ñìåæíîñòè è òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà ñìåæíîñòè ñ åäèíè÷íûìè äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè. Èññëåäóåì ñòðóêòóðó  ìàòðèöû À*. Íàñ èíòåðåñóåò, êàêèå ñòîëáöû ñîäåðæàò åäèíèöó â ïåðâîé ñòðîêå, êàêèå ñòîëáöû ñîäåðæàò åäèíèöó âî âòîðîé ñòðîêå è íå ñîäåðæàò â ïåðâîé è òàê äàëåå. Ñ ýòîé öåëüþ ìîæíî áûëî áû ïåðåñòàâëÿòü ñòîëáöû â ìàòðèöå À*, íî îñòàâèì åå “â ïîêîå”. Áóäåì èñïîëüçîâàòü äîïîëíèòåëüíóþ ìàòðèöó Bl, åå òèï:

	type Pr=array[1..MaxN,1..MaxN+1] of integer;

	var Bl:Pr;	, ãäå MaxN - ìàêñèìàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü çàäà÷è. Ïî÷åìó ïëþñ åäèíèöà (òåõíè÷åñêèé ïðèåì - “áàðüåð”), áóäåò ÿñíî èç ïîñëåäóþùåãî èçëîæåíèÿ (ïðîöåäóðà Press). 

	Ïðè èíèöèàëèçàöèè ìàòðèöà Bl äîëæíà èìåòü âèä:

â ïåðâîé ñòðîêå - [1 2 3 ..  N 0];

âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ.

Òî åñòü íàøå èñõîäíîå ïðåäïîëîæåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âñå ñòîëáöû ìàòðèöû À* èìåþò åäèíèöû â ïåðâîé ñòðîêå. Ïðîâåðèì åãî. Áóäåì ïðîñìàòðèâàòü ýëåìåíòû î÷åðåäíîé ñòðîêè (i) ìàòðèöû Bl. Åñëè Bl[i,j]<>0, òî ñî çíà÷åíèåì Bl[i,j], êàê íîìåðîì ñòîëáöà ìàòðèöû A*, ïðîâåðèì ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò À*. Ïðè åãî íåðàâåíñòâå íóëþ ýëåìåíò Bl îñòàåòñÿ íà ñâîåì ìåñòå, èíà÷å îí ïåðåïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùóþ ñòðîêó ìàòðèöû Bl, à ýëåìåíòû òåêóùåé ñòðîêè Bl ñäâèãàþòñÿ âïðàâî, ñæèìàþòñÿ (Press). Èòàê, äëÿ  N-1 ñòðîêè ìàòðèöû Bl. Äëÿ íàøåãî ïðèìåðà ìàòðèöà Bl ïîñëå ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ áóäåò èìåòü âèä:

�1 �3 �4� 6� 0� ... �0���2 �5 �7 �0�0� ....�0��Bl=�0�0�0�0�0�...�0��������......����0�0�0�0�0��0��	4 3 6 1 0 ...	0

	5 7 2 0   ... 	0

Bl=	0		0

		....

	0	...	0

	Â íàøåé çàäà÷å îïðåäåëåíû ñòîèìîñòè âåðøèí ãðàôà èëè ñòîèìîñòè ñòîëáöîâ ìàòðèöû À*, è íåîáõîäèìî íàéòè ðàçáèåíèå íàèìåíüøåé ñòîèìîñòè. Ïóñòü ñòîèìîñòè îïèñûâàþòñÿ â ìàññèâå Price (Price:array[1..MaxN] of integer) è äëÿ ïðèìåðà íà ðèñóíêå èìåþò çíà÷åíèÿ [15 13 4 3 8  9 10]. Îñòàëàñü ÷èñòî òåõíè÷åñêàÿ äåòàëü - îòñîðòèðîâàòü ýëåìåíòû êàæäîé ñòðîêè ìàòðèöû Bl ïî âîçðàñòàíèþ ñòîèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû À*. Ðåçóëüòèðóþùàÿ ìàòðèöà Bl èìååò âèä:

à ëîãèêà ôîðìèðîâàíèÿ ïðèâåäåíà íèæå ïî òåêñòó (Blocs).







 procedure Blocs;{âûäåëåíèÿ áëîêîâ}

	{Bl - ãëîáàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ} 

procedure Sort;

	{Price è Bl - ãëîáàëüíûå ïåðåìåííûå}

 begin

	...

 end;

procedure Press(i,j:integer);{Ñäâèãàåì ýëåìåíòû ñòðîêè ñ íîìåðîì i, 		íà÷èíàÿ ñ ïîçèöèè (ñòîëáöà) j, íà îäíó ïîçèöèþ âïðàâî}

	{Bl - ãëîáàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ}

  var k:integer;

   begin

	k:=j;

	while Bl[i,k]<>0 do begin{Ïîýòîìó ðàçìåðíîñòü ìàòðèöû ñ ïëþñ 		åäèíèöåé. Â ïîñëåäíåì ñòîëáöå ñòðîêè âñåãäà çàïèñàí 0.}

		Bl[i,k]:=Bl[i,k+1];

		Inc(k);

	end;{while}

   end;{Press}



 var i,j,cnt:integer;

 begin

	FillChar(Bl,SizeOf(Bl),0);

	for i:=1 to N do Bl[1,i]:=i;{ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ïåðâîì áëîêå âñå 						ñòîëáöû}

	for i:=1 to N-1 do begin

	 j:=1;cnt:=0;

	 while Bl[i,j]<>0 do begin

		if A*[i,Bl[i,j]]=0 then begin{ñòîëáåö íå â ýòîì áëîêå}

			Inc(cnt);

			Bl[i+1,cnt]:=Bl[i,j];{ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùóþ ñòðîêó}

			Press(i,j);

			Dec(j);

		end;{if}

 	  Inc(j);

	 end;{while}

	end; {for}

	Sort;

 end;{Blocs}

	Ïîñëå ýòîé ïðåäâàðèòåëüíîé ðàáîòû ìû èìååì âïîëíå “ïðèëè÷íóþ” îðãàíèçàöèþ äàííûõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïóòåì ïåðåáîðà âàðèàíòîâ. Ìàòðèöà Bl ðàçáèòà íà áëîêè, è íåîáõîäèìî âûáðàòü ïî îäíîìó ýëåìåíòó (åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå ñòðîêè åù¸ íå ïîêðûòû)  èç êàæäîãî áëîêà. Ïðîöåññ âûáîðà ñëåäóåò ïðîäîëæàòü äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäóò âêëþ÷åíû â “ïîêðûòèå” âñå ñòðîêè èëè îêàæåòñÿ, ÷òî íåêîòîðóþ ñòðîêó íåëüçÿ âêëþ÷èòü.

	Ïðîäîëæèì ðàññìîòðåíèå ìåòîäà. Åñëè ïðè ïîèñêå íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ ìû øëè “ñâåðõó âíèç”, ïîñëåäîâàòåëüíî óòî÷íÿÿ ëîãèêó, òî ñåé÷àñ ïîïðîáóåì èäòè “ñíèçó ââåðõ”, ñêëàäûâàÿ îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå èç ñäåëàííûõ “êèðïè÷èêîâ”. Êàê îáû÷íî, ñëåäóåò íà÷àòü ñî ñòðóêòóð äàííûõ. Âî-ïåðâûõ, ìû èùåì ëó÷øåå ðåøåíèå, òî åñòü òî ìíîæåñòâî ñòîëáöîâ, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì çàäà÷è (íåïåðåñå÷åíèå è “ïîêðûòèå” âñåãî ìíîæåñòâà ñòðîê), è ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü ýòîãî ìíîæåñòâà ìèíèìàëüíà. Çíà÷èò, íåîáõîäèìà ñòðóêòóðà äàííûõ äëÿ õðàíåíèÿ ýòîãî ìíîæåñòâà è çíà÷åíèÿ íàèëó÷øåé ñòîèìîñòè è, ñîîòâåòñòâåííî, ñòðóêòóðû äàííûõ äëÿ õðàíåíèÿ òåêóùåãî (î÷åðåäíîãî) ðåøåíèÿ è åãî ñòîèìîñòè. Âî-âòîðûõ, â ðåøåíèè ñòðîêà ìîæåò áûòü èëè íå áûòü. Ñëåäîâàòåëüíî, íàì òðåáóåòñÿ êàê-òî ôèêñèðîâàòü ýòó èíôîðìàöèþ. Èòàê, äàííûå.

	type Model=array[1..MaxN] of boolean;

	var	Sbetter:Model;Pbetter:integer;{ëó÷øåå ðåøåíèå}

		S:Model;P:integer;{òåêóùåå ðåøåíèå}

		R:Model;{R[i]=true - ïðèçíàê òîãî, ÷òî ñòðîêà i “ïîêðûòà” 				òåêóùèì ðåøåíèåì}

	Ëîãèêà âêëþ÷åíèÿ (èñêëþ÷åíèÿ) ñòîëáöà ñ íîìåðîì k â ðåøåíèå (èç ðåøåíèÿ) èìååò âèä:

procedure Include(k:integer); {âêëþ÷èòü ñòîëáåö â ðåøåíèå}

 {A*, R, Price, S, P - ãëîáàëüíûå ïåðåìåííûå}

  var j:integer;

  begin

	P:=P+Price[k];{òåêóùàÿ öåíà ðåøåíèÿ}

	S[k]:=true;{ñòîëáåö ñ íîìåðîì k â ðåøåíèå}

	for j:=1 to N do

	 if A*[j,k]=1 then R[j]:=true; {ñòðîêè, “ïîêðûòûå” ñòîëáöîì k}

  end;{Include}

procedure Exclude(k:integer);{èñêëþ÷èòü ñòîëáåö èç ðåøåíèÿ}

 var j:integer;

 begin

	p:=p-Price[k];

	S[k]:=false;

	for j:=1 to N do if (A*[j,k]=1) and R[j] then R[j]:=false;

 end;{Exclude}

	Ïðîâåðêà, ñôîðìèðîâàíî ëè ðåøåíèå, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïðîñìîòðåòü ìàññèâ R è îïðåäåëèòü, âñå ëè åãî ýëåìåíòû ðàâíû èñòèíå.

function Result:boolean;

 var j:integer;

 begin

	j:=1;

	while (j<=N) and R[j] do Inc(j);

	if j=N+1 then Result:=true else Result:=false;

 end; {Result}



	Êðîìå ïåðå÷èñëåííûõ “êèðïè÷èêîâ”, íàì íåîáõîäèìî óìåòü îïðåäåëÿòü, ìîæíî ëè ñòîëáåö ñ íîìåðîì k âêëþ÷àòü â ðåøåíèå. Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò ïðîñìîòðåòü ñòîëáåö ñ íîìåðîì k ìàòðèöû A* è ïðîâåðèòü, íåò ëè ñîâïàäåíèé åäèíè÷íûõ ýëåìåíòîâ ñî çíà÷åíèåì true ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ ìàññèâà R.

function Cross(k:integer):boolean; {ïåðåñå÷åíèå ñòîëáöà ñ ÷àñòè÷íûì 						ðåøåíèåì, ñôîðìèðîâàííûì ðàíåå}

 var j:integer;

 begin

	j:=1;

	while (j<=N) and Not(R[j] and (A*[j,k]=1)) do Inc(j);

	if j=N+1 then Cross:=true else Cross:=false;

 end;{Cross}

	Çàêëþ÷èòåëüíàÿ ëîãèêà ïîèñêà (Find) èìååò â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ íîìåð áëîêà (ñòðîêè ìàòðèöû Bl) - ïåðåìåííàÿ bloc è íîìåð ïîçèöèè â ñòðîêå. Ïåðâûé âûçîâ - Find(1,1).

procedure Find(bloc,jnd:integer);

 {ïåðåìåííûå ãëîáàëüíûå}

 begin

	if Result then begin if P<Pbetter then begin Pbetter:=P;

								Sbetter:=S;

							 end;

			end

	 else if Bl[bloc,jnd]=0 then exit

		else if Cross(Bl[bloc,jnd]) then begin

							Include(Bl[bloc,jnd]);

							Find(bloc+1,1);

							Exclude(Bl[bloc,jnd]);

							end

			else if R[bloc] then Find(bloc+1,1);

	 Find(bloc,jnd+1);

 end;{Find}

	Íàì îñòàëîñü äàòü îáùóþ ëîãèêó, íî ïîñëå âûïîëíåííîé ðàáîòû îíà íå âûçûâàåò çàòðóäíåíèé. 

program R_min;

 const MaxN=...;

 type ...  var ...

 procedure Init; {ââîä è èíèöèàëèçàöèÿ äàííûõ}

 	begin

	...

	end;

procedure Print;{âûâîä ðåçóëüòàòà}

	begin

	...

	end;

{ïðîöåäóðû è ôóíêöèè, ðàññìîòðåííûå ðàíåå}

  {îñíîâíàÿ ëîãèêà}

 begin

	Init;

	Blocs;

	Find(1,1);

	Print;

 end.		

3.8 Ðàñêðàñêè

3.8.1 Ïðàâèëüíûå ðàñêðàñêè

	Ïóñòü G=(V,E) - íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô. Ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ f:V({1,2,...,k}, ãäå k ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íàçûâàåòñÿ âåðøèííîé k-ðàñêðàñêîé ãðàôà G. Ðàñêðàñêà íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè f(u)(f(v), äëÿ ëþáûõ ñìåæíûõ âåðøèí u è v. Ãðàô, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíàÿ k-ðàñêðàñêà, íàçûâàåòñÿ k-ðàñêðàøèâàåìûì. Ìèíèìàëüíîå ÷èñëî k, ïðè êîòîðîì ãðàô G ÿâëÿåòñÿ k-ðàñêðàøèâàåìûì, íàçûâàåòñÿ õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì ãðàôà è îáîçíà÷àåòñÿ ((G).

�

	Ïðèìåð.((G)=3. Ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì öâåòîâ ãðàô ïðàâèëüíî ðàñêðàñèòü íåëüçÿ èç-çà íàëè÷èÿ òðåóãîëüíèêîâ. Ðÿäîì ñ “êðóæêàìè” - âåðøèíàìè ãðàôà - óêàçàíû íîìåðà öâåòîâ.

	Ìåòîä ïîëó÷åíèÿ ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêè. Èäåÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòà. Çàêðàøèâàåì î÷åðåäíóþ âåðøèíó â ìèíèìàëüíî âîçìîæíûé öâåò. Ââåäåì ñëåäóþùèå ñòðóêòóðû äàííûõ.

Const Nmax=100; {ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî âåðøèí ãðàôà}

Type V=0..Nmax;

	Ss=Set of V;

	My_array=array[1..Nmax] of V;

	Var Gr:My_array;{Gr - êàæäîé âåðøèíå ãðàôà îïðåäåëÿåòñÿ íîìåð öâåòà}

	Äëÿ ïðèìåðà, ïðèâåäåííîãî âûøå, ìàññèâ Gr èìååò âèä: Gr[1]=Gr[3]=Gr[5]=1; Gr[2]=Gr[4]=Gr[7]=2; Gr[6]=3.

 Ôðàãìåíò îñíîâíîé ëîãèêè.

....

<ôîðìèðîâàíèå îïèñàíèÿ ãðàôà>;

for i:=1 to N do Gr[i]:=Color(i,0);

<âûâîä ðåøåíèÿ>;

	Ïîèñê öâåòà ðàñêðàñêè äëÿ îäíîé âåðøèíû ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé ôóíêöèè:

function Color(i,t:V):integer;{i - íîìåð îêðàøèâàåìîé âåðøèíû, t - íîìåð öâåòà, ñ êîòîðîãî ñëåäóåò èñêàòü ðàñêðàñêó äàííîé âåðøèíû}

{A - ìàòðèöà ñìåæíîñòè, Gr - ðåçóëüòèðóþùèé ìàññèâ}

 var	Ws:Ss;

	j:byte;

 begin

	Ws:=[ ];

	for j:=1 to i-1 do {ôîðìèðóåì ìíîæåñòâî öâåòîâ, â êîòîðûå 			îêðàøåíû ñìåæíûå âåðøèíû ñ ìåíüøèìè íîìåðàìè}

	 if A[j,i]=1 then Ws:=Ws+[Gr[j]];

	j:=t;

	repeat {ïîèñê ìèíèìàëüíîãî íîìåðà öâåòà, â êîòîðûé ìîæíî 			îêðàñèòü äàííóþ âåðøèíó}

	 Inc(j);

	until Not(j in Ws);

�

	Color:=j;	

 end;

	Ïðèìåð. Ïîëó÷àåì ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó: Gr[1]=1, Gr[2]=Gr[4]=2, Gr[3]=3, Gr[5]=4. Îäíàêî ìèíèìàëüíîé ðàñêðàñêîé ÿâëÿåòñÿ: Gr[1]=1, Gr[2]=Gr[5]=2, è Gr[3]=Gr[4]=3, è õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ãðàôà ðàâíî òðåì. 





3.8.2. Ïîèñê ìèíèìàëüíîé ðàñêðàñêè âåðøèí ãðàôà

	Ìåòîä îñíîâàí íà ïðîñòîé èäåå[7], è â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îí äàåò òî÷íûé ðåçóëüòàò. Ïóñòü ïîëó÷åíà ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà ãðàôà, q - êîëè÷åñòâî öâåòîâ â ýòîé ðàñêðàñêå. Åñëè ñóùåñòâóåò ðàñêðàñêà, èñïîëüçóþùàÿ òîëüêî q-1 öâåòîâ, òî âñå âåðøèíû, îêðàøåííûå â öâåò q, äîëæíû áûòü îêðàøåíû â öâåò g, ìåíüøèé q. Ñîãëàñíî ëîãèêå ôîðìèðîâàíèÿ ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêè âåðøèíà áûëà îêðàøåíà â öâåò q, ïîòîìó ÷òî íå ìîãëà áûòü îêðàøåíà â öâåò ñ ìåíüøèì íîìåðîì. Ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìî ïîïðîáîâàòü èçìåíèòü öâåò ó âåðøèí, ñìåæíûõ ñ ðàññìàòðèâàåìîé. Íî êàê ýòî ñäåëàòü?  Íàéäåì âåðøèíó ñ ìèíèìàëüíûì íîìåðîì, îêðàøåííóþ â öâåò q, è ïðîñìîòðèì âåðøèíû, ñìåæíûå ñ íàéäåííîé. Ïîïûòàåìñÿ îêðàøèâàòü ñìåæíûå âåðøèíû íå â ìèíèìàëüíî âîçìîæíûé öâåò. Äëÿ ýòîãî íàõîäèì î÷åðåäíóþ ñìåæíóþ âåðøèíó è ñòàðàåìñÿ îêðàñèòü åå â äðóãîé öâåò. Åñëè ýòî ïîëó÷àåòñÿ, òî ïåðåêðàøèâàåì âåðøèíû ñ áîëüøèìè íîìåðàìè ïî ìåòîäó ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêè. Ïðè íåóäà÷å, êîãäà èçìåíèòü öâåò íå óäàëîñü èëè ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà íå óìåíüøèëà êîëè÷åñòâà öâåòîâ, ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåé âåðøèíå. È òàê, ïîêà íå áóäóò ïðîñìîòðåíû âñå ñìåæíûå âåðøèíû.

	Îïèøåì ëîãèêó, èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ Color ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà.

	var MaxC,MinNum,i:V;

	procedure MaxMin(var c,t:V);

	 begin

		...

	 end;

	 procedure Change(t:V);

	  begin

		...

	  end;

	begin

		<ââîä äàííûõ, èíèöèàëèçàöèÿ ïåðåìåííûõ>;

		for i:=1 to N do Gr[i]:=Color(i,0);{ïåðâàÿ ïðàâèëüíàÿ 									ðàñêðàñêà}

		MaxC:=0;MinNum:=0;

		repeat

		<íàéòè âåðøèíó ñ ìèíèìàëüíûì íîìåðîì(MinNum), èìåþùóþ ìàêñèìàëüíûé öâåò ðàñêðàñêè(MaxC) - ïðîöåäóðà MaxMin(MaxC,MinNum) >;

		<èçìåíèòü öâåò ðàñêðàñêè â ñîîòâåòñòâèè ñ îïèñàííîé 		èäååé - ïðîöåäóðà Change(MinNum)>;

		until MaxC=Gr[MinNum];

	<âûâîä ìèíèìàëüíîé ðàñêðàñêè>;

	end.

	Åñëè ðàáîòà ïðîöåäóðû MaxMin äîñòàòî÷íî î÷åâèäíà, òî Change  òðåáóåò äàëüíåéøåãî óòî÷íåíèÿ.

	procedure Change(t:V);

	 var 	r,q:V;

		Ws:Ss;

	function MaxCon(l:V;Rs:Ss):V;{íàõîäèì ñìåæíóþ ñ l âåðøèíó ñ 	íàèáîëüøèì íîìåðîì è íå ïðèíàäëåæàùóþ ìíîæåñòâó Rs}

		var i:V;

		begin

			for i:=l-1 downto 1 do

				if (A[l,i]=1) and( not(i in Rs) then begin 										MaxCon:=i;

										exit

									end

			MaxCon:=0;

		end;

	 begin

		Ws:=[];

		q:=MaxCon(t,Ws);

		while q<>0 do begin

			r:=Color(q,Gr[q]);

			if r<MaxC then <èçìåíèòü öâåò ó âåðøèí ñ íîìåðàìè 						áîëüøèìè t ïî ìåòîäó ïðàâèëüíîé 						ðàñêðàñêè> 

					else Ws:=Ws+[q];

			q:=MaxCon(t,Ws);

		end;

	end;

	Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïðè èçìåíåíèè öâåòà ó âåðøèí ñ íîìåðàìè, áîëüøèìè çíà÷åíèÿ t, ïî ìåòîäó ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêè ñëåäóåò çàïîìèíàòü â ðàáî÷èõ ïåðåìåííûõ çíà÷åíèÿ Gr è MaxC, òàê êàê ïðè íåóäà÷å ( ðàñêðàñêó íå óëó÷øèì) èõ íåîáõîäèìî âîññòàíàâëèâàòü, è íà ýòîì çàêîí÷èòü óòî÷íåíèå ëîãèêè.

	Ïðè ëþáîì óïîðÿäî÷åíèè âåðøèí äîïóñòèìûå öâåòà j äëÿ âåðøèíû ñ íîìåðîì i óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ j(i . Ýòî î÷åâèäíî, òàê êàê âåðøèíå i ïðåäøåñòâóåò i-1 âåðøèíà, è, ñëåäîâàòåëüíî, íèêàêîé öâåò j>i íå èñïîëüçîâàëñÿ. Èòàê, äëÿ âåðøèíû 1 äîïóñòèìûé öâåò 1, äëÿ 2 - öâåò 1 è 2 è òàê äàëåå. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ñêîðîñòè âû÷èñëåíèé âåðøèíû ñëåäóåò ïîìå÷àòü òàê, ÷òîáû ïåðâûå q âåðøèí îáðàçîâûâàëè íàèáîëüøóþ êëèêó ãðàôà G. Ýòî ïðèâåäåò ê òîìó, ÷òî êàæäàÿ èç ýòèõ âåðøèí èìååò îäèí äîïóñòèìûé öâåò è ïðîöåññ âîçâðàòà â àëãîðèòìå ìîæíî áóäåò çàêàí÷èâàòü ïðè äîñòèæåíèè âåðøèíû èç ýòîãî ìíîæåñòâà.

�EMBED PBrush����EMBED PBrush���

	Â àëãîðèòìå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî âåðøèíû ñìåæíûå ñ âåðøèíîé, îêðàøåííîé â ìàêñèìàëüíûé öâåò. Îäíàêî ñëåäóåò ðàáîòàòü è ñ âåðøèíàìè ÿâëÿþùèìèñÿ ñìåæíûìè äëÿ  ñìåæíûõ. Íà ðèñóíêå ïðèâåäåíû ïðèìåðû ãðàôîâ è èõ ðàñêðàñêè. Ïåðâàÿ öèôðà â êðóãëûõ ñêîáêàõ îáîçíà÷àåò çíà÷åíèå öâåòà ïðè ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêå, âòîðàÿ - ïðè ìèíèìàëüíîé. 



�EMBED PBrush���

�EMBED PBrush���



Äëÿ ãðàôîâ íà ïåðâîì è òðåòüåì ðèñóíêàõ àëãîðèòì äàåò ïðàâèëüíûé ðåçóëüòàò. Äëÿ ãðàôà íà âòîðîì ðèñóíêå íåîáõîäèìî ïðîñìàòðèâàòü âåðøèíû, íå ñìåæíûå äëÿ âåðøèíû ñ íîìåðîì 6, à äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ìîäèôèöèðîâàòü àëãîðèòì.  Ñàìûé èíòåðåñíûé ñëó÷àé íà ïîñëåäíåì ðèñóíêå. Ìû íå ìîæåì ïîëó÷èòü ìèíèìàëüíóþ ðàñêðàñêó ñ ïîìîùüþ ðàññìîòðåííîãî àëãîðèòìà, õîòÿ îíà, êîíå÷íî, ñóùåñòâóåò è ñîâïàäàåò ñ ïðåäûäóùåé.



3.8.3. Èñïîëüçîâàíèå çàäà÷è î íàèìåíüøåì ïîêðûòèè

 ïðè ðàñêðàñêå âåðøèí ãðàôà

	Ïðè ëþáîé ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêå ãðàôà G ìíîæåñòâî âåðøèí, îêðàøèâàåìûõ â îäèí è òîò æå öâåò, ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì. Ïîýòîìó ðàñêðàñêó ìîæíî ïîíèìàòü êàê ðàçáèåíèå âåðøèí ãðàôà íà íåçàâèñèìûå ìíîæåñòâà. Åñëè ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ìàêñèìàëüíûå íåçàâèñèìûå ìíîæåñòâà, òî ðàñêðàñêà - ýòî íå ÷òî èíîå, êàê ïîêðûòèå âåðøèí ãðàôà G ìíîæåñòâàìè ýòîãî òèïà. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà âåðøèíà ïðèíàäëåæèò íå îäíîìó ìàêñèìàëüíîìó íåçàâèñèìîìó ìíîæåñòâó, äîïóñòèìû ðàçëè÷íûå ðàñêðàñêè ñ îäíèì è òåì æå êîëè÷åñòâîì öâåòîâ. Ýòó âåðøèíó ìîæíî îêðàøèâàòü â öâåòà òåõ ìíîæåñòâ, êîòîðûì îíà ïðèíàäëåæèò.

	Èñõîäíûì ïîëîæåíèåì ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå âñåõ ìàêñèìàëüíûõ íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ  è õðàíåíèå èõ â íåêîòîðîé ìàòðèöå M (N*W), ãäå W - êîëè÷åñòâî ìàêñèìàëüíûõ íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ. Ýëåìåíò ìàòðèöû M[i,j] ðàâåí åäèíèöå, åñëè âåðøèíà ñ íîìåðîì i ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó ñ íîìåðîì j, è íóëþ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Åñëè çàòåì êàæäîìó ñòîëáöó ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå åäèíè÷íóþ ñòîèìîñòü, òî çàäà÷à ðàñêðàñêè íå ÷òî èíîå, êàê ïîèñê ìèíèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà ñòîëáöîâ â ìàòðèöå M, ïîêðûâàþùèõ âñå åå ñòðîêè. Êàæäûé ñòîëáåö ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííîìó öâåòó.

	1	2	3	4	5

1	1	1	0	0	0

2	1	0	0	1	0

3	0	0	1	0	0

4	0	0	1	1	1

5	0	1	0	0	1

A	*		*		*

B		*	*	*		

	Ïðèìåð. Èìååì ïÿòü ìàêñèìàëüíûõ íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ è äâà âàðèàíòà ðåøåíèÿ çàäà÷è î ïîêðûòèè (ñòðîêè A è B). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ âåðøèíà 4 ìîæåò áûòü îêðàøåíà êàê âî âòîðîé, òàê è â òðåòèé öâåòà. 

�	









3.9. Ïîòîêè â ñåòÿõ, ïàðîñî÷åòàíèÿ

3.9.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

	Îäíîé èç çàäà÷ òåîðèè ãðàôîâ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà, ïðîòåêàþùåãî îò íåêîòîðîé âåðøèíû s ãðàôà (èñòî÷íèêà) ê íåêîòîðîé âåðøèíå t (ñòîêó). Ïðè ýòîì êàæäîé äóãå (ãðàô îðèåíòèðîâàííûé) (i,j) ïðèïèñàíà íåêîòîðàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü Ñ(i,j), îïðåäåëÿþùàÿ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïîòîêà, êîòîðûé ìîæåò ïðîòåêàòü ïî äàííîé äóãå. Ñîäåðæàòåëüíûõ èíòåðïðåòàöèé çàäà÷è  äîñòàòî÷íî ìíîãî, è, áåçóñëîâíî,  îíè óñèëÿò è ñäåëàþò áîëåå ïîíÿòíûìè  ñëîæíûå çàíÿòèÿ ïî ýòîé ïðîáëåìàòèêå.

	Ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå îò s ê t áûë ïðåäëîæåí Ôîðäîì è Ôàëêåðñîíîì, è èõ “òåõíèêà ìåòîê” ñîñòàâëÿåò îñíîâó äðóãèõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ìíîãî÷èñëåííûõ çàäà÷, ÿâëÿþùèõñÿ  îáîáùåíèÿìè èëè ðàñøèðåíèÿìè óêàçàííîé çàäà÷è.

	Îäíèì èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ôàêòîâ òåîðèè ïîòîêîâ â ñåòÿõ ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå è ìèíèìàëüíîì ðàçðåçå. Ðàçðåçîì íàçûâàþò ìíîæåñòâî äóã, óäàëåíèå êîòîðûõ èç ñåòè ïðèâîäèò ê “ðàçðûâó” âñåõ ïóòåé, âåäóùèõ èç s â t. Ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ðàçðåçà - ýòî ñóììàðíàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü äóã, åãî ñîñòàâëÿþùèõ. Ðàçðåç ñ ìèíèìàëüíîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ íàçûâàþò ìèíèìàëüíûì ðàçðåçîì.

	Òåîðåìà (Ôîðä è Ôàëêåðñîí). Âåëè÷èíà êàæäîãî ïîòîêà èç s â t íå ïðåâîñõîäèò ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ìèíèìàëüíîãî ðàçðåçà, ðàçäåëÿþùåãî s è t, ïðè÷åì ñóùåñòâóåò ïîòîê, äîñòèãàþùèé ýòîãî çíà÷åíèÿ.

	Òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò ýêâèâàëåíòíîñòü çàäà÷ íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà è ìèíèìàëüíîãî ðàçðåçà, îäíàêî íå îïðåäåëÿåò ìåòîäà èõ ïîèñêà.

�

	Ïðèìåð. Ïîêàçàíà ñåòü, èñòî÷íèê - âåðøèíà 1, ñòîê - âåðøèíà 6, â êðóãëûõ ñêîáêàõ ó äóã óêàçàíû èõ ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè. Ìèíèìàëüíûé ðàçðåç - äóãè (1, 2) è (3, 4), ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî òåîðåìå ìàêñèìàëüíûé ïîòîê ðàâåí 4. Ðàçðåç îïðåäåëåí ïóòåì ïðîñòîãî ïåðåáîðà. Ëîãèêà åãî “ëîáîâîãî” ïîèñêà î÷åâèäíà. Îñóùåñòâëÿåì ïåðåáîð ïî äóãàì ïóòåì ãåíåðàöèè âñåõ âîçìîæíûõ ïîäìíîæåñòâ äóã. Äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà äóã ïðîâåðÿåì, ÿâëÿåòñÿ ëè îíî ðàçðåçîì. Åñëè ÿâëÿåòñÿ, òî âû÷èñëÿåì åãî ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü è ñðàâíèâàåì åå ñ ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì. Ïðè ïîëîæèòåëüíîì ðåçóëüòàòå ñðàâíåíèÿ çàïîìèíàåì ðàçðåç è èçìåíÿåì çíà÷åíèå ìèíèìóìà. Óäà÷íûé âûáîð äàííûõ ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ïðîãðàììíûé êîä êîìïàêòíûì, íî î÷åâèäíî, ÷òî äàæå ïðè íàëè÷èè ðàçëè÷íûõ îòñå÷åíèé â ïåðåáîðå ìåòîä ïðèìåíèì òîëüêî äëÿ íåáîëüøèõ ñåòåé.  Îäíàêî,  êàê íàéòè ìàêñèìàëüíûé ïîòîê, òî åñòü åãî ðàñïðåäåëåíèå ïî äóãàì, ïî - ïðåæíåìó îòêðûòûé âîïðîñ. 

	“Òåõíèêà ìåòîê” Ôîðäà è Ôàëêåðñîíà çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîì (èòåðàöèîííîì) ïîñòðîåíèè ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà ïóòåì ïîèñêà íà êàæäîì øàãå óâåëè÷èâàþùåéñÿ öåïè, òî åñòü ïóòè (ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äóã), ïîòîê ïî êîòîðîé ìîæíî óâåëè÷èòü. Ïðè ýòîì óçëû (âåðøèíû ãðàôà) ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ïîìå÷àþòñÿ. Îòñþäà è âîçíèê òåðìèí “ìåòêà”.
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	Ïðèìåð èç ðàáîòû [9]. Ðÿäîì ñ ïðîïóñêíûìè ñïîñîáíîñòÿìè äóã óêàçàíû ïîòîêè, ïîñòðîåííûå íà ýòèõ äóãàõ. Íà ðèñóíêå ïîòîê ÷åðåç ñåòü ðàâåí 10 è íàéäåíà óâåëè÷èâàþùàÿñÿ öåïî÷êà, âûäåëåííàÿ “æèðíûìè” ëèíèÿìè. Îáðàòèòå âíèìàíèå íà îðèåíòàöèþ äóã, 
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âõîäÿùèõ â öåïî÷êó. Ïî äàííîé öåïî÷êå ìîæíî ïðîïóñòèòü ïîòîê, ðàâíûé 1, ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü äóãè (5, 6). Èçìåíÿåì ñóììàðíûé ïîòîê, åãî çíà÷åíèå ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì 11. Ïîòîê óâåëè÷åí, íåîáõîäèìî ïðîäîëæèòü ïîèñê óâåëè÷èâàþùèõñÿ öåïî÷åê; åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî ïîñòðîèòü èõ íåëüçÿ, òî ðåçóëüòèðóþùèé ïîòîê ìàêñèìàëåí. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ äàííîãî ïðèìåðà ýòî çíà÷åíèå ïîòîêà îêîí÷àòåëüíîå.  Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, êàê èçìåíåí ïîòîê íà äóãàõ ñåòè â çàâèñèìîñòè îò èõ îðèåíòàöèè.

3.9.2. Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ñåòè

	Ðàññìîòðèì ìåòîä íà ïðèìåðå. Ïóñòü äàíà  ñåòü G=(V,E), óçëîì-èñòî÷íèêîì ÿâëÿåòñÿ âåðøèíà 1, óçëîì-ñòîêîì - âåðøèíà 6. Ïîñòðîèì ìàêñèìàëüíûé ïîòîê (F) ìåæäó ýòèìè âåðøèíàìè. Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå F íóëåâîå. Î÷åâèäíî, ÷òî ñòðóêòóðîé äàííûõ äëÿ îïèñàíèÿ F ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà òîãî æå òèïà, ÷òî è ìàòðèöà Ñ, â êîòîðîé îïðåäåëåíû ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè äóã.
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	Ïåðâàÿ èòåðàöèÿ. Ïðèñâîèì âåðøèíå 1 ìåòêó [1,@]. Ïåðâûé øàã. Ðàññìîòðèì äóãè, íà÷àëîì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ âåðøèíà 1 - äóãè (1,2) è (1,3). Âåðøèíû 2 è 3 íå ïîìå÷åíû, ïîýòîìó ïðèñâàèâàåì èì ìåòêè, äëÿ 

2-é - [1,2] è 3-é - [1,6]. ×òî ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ ìåòêè? Ïåðâàÿ öèôðà - íîìåð âåðøèíû, èç êîòîðîé èäåò ïîòîê, âòîðàÿ öèôðà - ÷èñëåííîå çíà÷åíèå ïîòîêà, êîòîðûé ìîæíî ïåðåäàòü ïî ýòîé äóãå. Âòîðîé øàã. Âûáåðåì ïîìå÷åííóþ, íî íå ïðîñìîòðåííóþ âåðøèíó. Ïåðâîé â ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðóêòóðå äàííûõ çàïèñàíà âåðøèíà 2. Ðàññìîòðèì äóãè, äëÿ êîòîðûõ îíà ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì - äóãè (2,4) è (2,5). Âåðøèíû 4 è 5 íå ïîìå÷åíû. Ïðèñâîèì èì ìåòêè - [2,2] è [2,2]. Èòàê, íà âòîðîì øàãå âåðøèíà 2 ïðîñìîòðåíà, âåðøèíû 3, 4, 5 ïîìå÷åíû, íî íå ïðîñìîòðåíû, îñòàëüíûå âåðøèíû íå ïîìå÷åíû. Òðåòèé øàã. Âûáèðàåì âåðøèíó 3. Ðàññìîòðèì äóãó (3,4). Âåðøèíà 4 ïîìå÷åíà. Ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåé âåðøèíå - ÷åòâåðòîé, ñîîòâåòñòâóþùàÿ äóãà - (4,6). Âåðøèíà 6 íå ïîìå÷åíà. Ïðèñâàèâàåì åé ìåòêó [4,2]. Ìû äîñòèãëè âåðøèíû-ñòîêà, òåì ñàìûì íàéäÿ ïóòü (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äóã), ïîòîê ïî êîòîðûì ìîæíî óâåëè÷èòü. Èíôîðìàöèÿ îá ýòîì ïóòè ñîäåðæàò ìåòêè âåðøèí. Â äàííîì ñëó÷àå ïóòü èëè óâåëè÷èâàþùàÿñÿ öåïî÷êà 1(2(4(6. Ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé ïîòîê, êîòîðûé ìîæíî ïåðåäàòü ïî äóãàì ýòîãî ïóòè, îïðåäåëÿåòñÿ âòîðîé öèôðîé ìåòêè âåðøèíû ñòîêà, òî åñòü 2. Ïîòîê â ñåòè ñòàë ðàâíûì 2. 

	Âòîðàÿ èòåðàöèÿ. Ïåðâûé øàã. Ïðèñâîèì âåðøèíå 1 ìåòêó [1,@]. Ðàññìîòðèì äóãè, íà÷àëîì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïîìå÷åííàÿ âåðøèíà 1. Ýòî äóãè (1,2) è (1,3). Âåðøèíà 2 íå ìîæåò áûòü ïîìå÷åíà, òàê êàê ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü äóãè (1,2) èñ÷åðïàíà. Âåðøèíå 3 ïðèñâàèâàåì ìåòêó [1,6]. Âòîðîé øàã. Âûáåðåì ïîìå÷åííóþ, íî íå ïðîñìîòðåííóþ âåðøèíó. Ýòî âåðøèíà 3. Ïîâòîðÿåì äåéñòâèÿ. Â ðåçóëüòàòå âåðøèíà 4 ïîëó÷àåò ìåòêó [3,2]. Òðåòèé øàã. Âûáèðàåì âåðøèíó 4, òîëüêî îíà ïîìå÷åíà è íå ïðîñìîòðåíà. Âåðøèíå 6 ïðèñâàèâàåì ìåòêó [4,1]. Ïî÷åìó òîëüêî îäíà åäèíèöà ïîòîêà? Íà ïðåäûäóùåé èòåðàöèè èçðàñõîäîâàíû äâå åäèíèöû ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè äàííîé äóãè, îñòàëàñü òîëüêî îäíà. Âåðøèíà-ñòîê äîñòèãíóòà. Íàéäåíà óâåëè÷èâàþùàÿ ïîòîê öåïî÷êà, ýòî 1(3(4(6, ïî êîòîðîé ìîæíî ”ïðîòàùèòü” åäèíè÷íûé ïîòîê. Ðåçóëüòèðóþùèé ïîòîê â ñåòè ðàâåí 3.
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	Òðåòüÿ èòåðàöèÿ. Âåðøèíå 1 ïðèñâàèâàåì ìåòêó [1,@]. Ïåðâûé øàã. Ðåçóëüòàò - ìåòêà [1,5] ó âåðøèíû 3. Âòîðîé øàã - ìåòêà [3,1] ó âåðøèíû 4. Òðåòèé øàã. Ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü äóãè(4,6) èçðàñõîäîâàíà ïîëíîñòüþ. Îäíàêî åñòü îáðàòíàÿ äóãà (2,4), ïî êîòîðîé ïåðåäàåòñÿ ïîòîê, íå ðàâíûé íóëþ (îáðàòèòå âíèìàíèå íà òåêñò, âûäåëåííûé êóðñèâîì - “èçþìèíêà” ìåòîäà). Ïîïðîáóåì ïåðåðàñïðåäåëèòü ïîòîê. Íàì íåîáõîäèìî ïåðåäàòü èç âåðøèíû 4 ïîòîê, ðàâíûé åäèíèöå (çàôèêñèðîâàí â ìåòêå âåðøèíû). Çàäåðæèì åäèíèöó ïîòîêà â âåðøèíå 2, òî åñòü âåðíåì åäèíèöó ïîòîêà èç âåðøèíû 4 â âåðøèíó 2. Ýòó îñîáåííîñòü çàôèêñèðóåì â ìåòêå âåðøèíû 2 - [-4,1]. Òîãäà åäèíèöó ïîòîêà èç âåðøèíû 4 ìû ïåðåäàäèì ïî ñåòè âìåñòî òîé, êîòîðàÿ çàäåðæàíà â âåðøèíå 2, à åäèíèöó ïîòîêà èç âåðøèíû 2 ïîïûòàåìñÿ “ïðîòîëêíóòü” ïî ñåòè, èñïîëüçóÿ äðóãèå äóãè. Èòàê, âåðøèíà 4 ïðîñìîòðåíà, âåðøèíà 2 ïîìå÷åíà, âåðøèíû 5 è 6 íå ïîìå÷åíû. ×åòâåðòûé è ïÿòûé øàãè î÷åâèäíû. Ïåðåäàåì åäèíèöó ïîòîêà èç âåðøèíû 2 â âåðøèíó 6 ÷åðåç âåðøèíó 5. Âåðøèíà-ñòîê äîñòèãíóòà, íàéäåíà öåïî÷êà 1(3(4(2(5(6, ïî êîòîðîé ìîæíî ïåðåäàòü ïîòîê, ðàâíûé åäèíèöå.  Ïðè ýòîì ïî ïðÿìûì äóãàì ïîòîê óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó, ïî îáðàòíûì - óìåíüøàåòñÿ. Ñóììàðíûé ïîòîê â ñåòè - 4 åäèíèöû.
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	×åòâåðòàÿ èòåðàöèÿ. Âåðøèíå 1 ïðèñâàèâàåì ìåòêó [1,@]. Ïåðâûé øàã. Ïîìå÷àåì âåðøèíó 3 - [1,4]. Âòîðîé øàã. Ðàññìàòðèâàåì ïîìå÷åííóþ, íî íå ïðîñìîòðåííóþ âåðøèíó 3. Îäíà äóãà - (3,4). Âåðøèíó 4 ïîìåòèòü íå ìîæåì - ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü äóãè èñ÷åðïàíà. Ïîìå÷åííûõ âåðøèí áîëüøå íåò, è âåðøèíà-ñòîê íå äîñòèãíóòà. Óâåëè÷èâàþùóþ ïîòîê öåïî÷êó ïîñòðîèòü íå ìîæåì. Íàéäåí ìàêñèìàëüíûé ïîòîê â ñåòè. Ìîæíî çàêàí÷èâàòü ðàáîòó.

	Èòàê, â ÷åì ñóòü “òåõíèêè ìåòîê” Ôîðäà è Ôàëêåðñîíà? Ïåðâîå. Íà êàæäîé èòåðàöèè âåðøèíû ñåòè ìîãóò íàõîäèòüñÿ â îäíîì èç òðåõ ñîñòîÿíèé: âåðøèíå ïðèñâîåíà ìåòêà, è îíà ïðîñìîòðåíà; âåðøèíå ïðèñâîåíà ìåòêà, è îíà íå ïðîñìîòðåíà, òî åñòü íå âñå ñìåæíûå ñ íåé âåðøèíû îáðàáîòàíû; âåðøèíà íå èìååò ìåòêè. Âòîðîå. Íà êàæäîé èòåðàöèè ìû âûáèðàåì ïîìå÷åííóþ, íî íå ïðîñìîòðåííóþ âåðøèíó v è ïûòàåìñÿ íàéòè âåðøèíó u, ñìåæíóþ ñ v, êîòîðóþ ìîæíî ïîìåòèòü. Ïîìå÷åííûå âåðøèíû îáðàçóþò ìíîæåñòâî âåðøèí ñåòè G, äîñòèæèìûå èç âåðøèíû-èñòî÷íèêà. Åñëè ñðåäè ýòèõ âåðøèí îêàæåòñÿ âåðøèíà-ñòîê, òî ýòî îçíà÷àåò óñïåøíûé ðåçóëüòàò ïîèñêà öåïî÷êè, óâåëè÷èâàþùåé ïîòîê, ïðè íåèçìåííîñòè ýòîãî ìíîæåñòâà ðàáîòà çàêàí÷èâàåòñÿ - ïîòîê èçìåíèòü íåëüçÿ. 

Àëãîðèòì. Âõîäíûå äàííûå. Îïèñàíèå ñåòè G=(V,E) ìàòðèöåé ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé Ñ[1..N,1..N], ãäå N - êîëè÷åñòâî âåðøèí. Âåðøèíà-èñòî÷íèê s è âåðøèíà-ñòîê t. Âûõîäíûå äàííûå. Ïîòîê, îïèñûâàåìûé ìàòðèöåé F[1..N,1..N]. Ðàáî÷èå ïåðåìåííûå. Ñòðóêòóðà äàííûõ äëÿ õðàíåíèÿ ìåòîê - P[1..N,1..2]. Ýëåìåíò P[i,1] - íîìåð âåðøèíû, èç êîòîðîé ìîæíî ïåðåäàòü ïîòîê, ðàâíûé P[i,2], â âåðøèíó ñ íîìåðîì i. Ëîãè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ Lg, çíà÷åíèå true - åñòü öåïî÷êà, óâåëè÷èâàþùàÿ ïîòîê, false - íåò.

	Îñíîâíàÿ ëîãèêà.

begin

	<ââîä äàííûõ è èíèöèàëèçàöèÿ ïåðåìåííûõ(Lg:=true)>;

	while Lg do begin

		FillChar(P,SizeOf(P),0);

		<ïðîöåäóðà ðàññòàíîâêè ìåòîê(Mark), åñëè âåðøèíó t íå ñìîãëè  ïîìåòèòü, òî Lg:=false; ðåçóëüòàò ðàáîòû - çíà÷åíèå P (ìåòêè âåðøèí) >;

		if Lg then <ïðîöåäóðà Stream(t) - èçìåíåíèå ïîòîêà ïî äóãàì íàéäåííîé öåïî÷êè îò âåðøèíû-ñòîêà t äî âåðøèíû-èñòî÷íèêà s; âõîäíûå äàííûå - ìàññèâ P, ðåçóëüòàò - èçìåíåííûé ìàññèâ F>;

	 end;

	<âûâîä ïîòîêà F>;

end.{êîíåö îáðàáîòêè}

	Óòî÷íèì ëîãèêó ðàññòàíîâêè ìåòîê (íåëó÷øèé âàðèàíò).

procedure Mark;

 var  M:set of 1..N;i,l:integer;

begin

 M:=[1..N]; {íåïðîñìîòðåííûå âåðøèíû}

 P[s,1]:=s;P[s,2]:=maxint;{ïðèñâîèì ìåòêó âåðøèíå-èñòî÷íèêó}

 l:=s;

 while (P[t,1]=0) and Lg do begin

	for i:=1 to N do {ïîèñê íåïîìå÷åííîé âåðøèíû}

	 if (P[i,1]=0) and ((C[l,i]<>0) or (C[i,l]<>0)) then 

		if F[l,i]<C[l,i] then begin{äóãà ïðÿìàÿ?}

			P[i,1]:=l; if P[l,2]<C[l,i]-F[l,i] then P[i,2]:=P[l,2]

					else P[i,2]:=C[l,i]-F[l,i];

			end

		else if F[i,l]>0 then begin{äóãà îáðàòíàÿ?}

				P[i,1]:=-l;

				if P[l,2]<F[i,l] then P[i,2]:=P[l,2] else P[i,2]:=F[i,l]; 

				end;

	M:=M-[l];{âåðøèíà ñ íîìåðîì l ïðîñìîòðåíà}

	l:=1;{íàõîäèì ïîìå÷åííóþ è íåïðîñìîòðåííóþ âåðøèíó}

	repeat Inc(l) until (l>N) or ((P[l,1]<>0) and (l in M));

	if l>N then Lg:=false;

 end;

end;

	Ëîãèêà èçìåíåíèÿ ïîòîêà F èìååò âèä:

procedure Stream(q:integer);

	begin

		{îïðåäåëÿåì òèï äóãè - ïðÿìàÿ èëè îáðàòíàÿ, çíàê ìèíóñ ó 			íîìåðà âåðøèíû - ïðèçíàê îáðàòíîé äóãè}

		if P[q,1]>0 then F[P[q,1],q]:=F[P[q,1],q]+P[t,2]

		 else F[q,abs(P[q,1])]:=F[q,abs(P[q,1])]-P[t,2];

		{åñëè íå âåðøèíà-èñòî÷íèê, òî ïåðåõîä ê ïðåäûäóùåé 			âåðøèíå öåïî÷êè}

		if abs(P[q,1])<>s then begin

			q:=abs(P[q,1]);Stream(q);end;

	end;

	Èòàê, ðàññìîòðåíèå ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ñåòè çàâåðøåíî. 

3.9.3. Íàèáîëüøåå ïàðîñî÷åòàíèå â äâóäîëüíîì ãðàôå 

	Ïàðîñî÷åòàíèåì â íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå G=(V,E) íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî ðåáåð M(E, òàêîå, ÷òî íèêàêèå äâà ðåáðà èç M íå èíöèäåíòíû îäíîé âåðøèíå. Âåðøèíû â G, íå ïðèíàäëåæàùèå íè îäíîìó ðåáðó ïàðîñî÷åòàíèÿ, íàçûâàþò ñâîáîäíûìè. Ãðàô G íàçûâàþò äâóäîëüíûì, åñëè åãî ìíîæåñòâî âåðøèí ìîæíî ðàçáèòü íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà - V=X(Y,  X(Y=(, ïðè÷åì êàæäîå ðåáðî e(E èìååò âèä e=(x,y), ãäå x(X, y(Y. Äâóäîëüíûé ãðàô áóäåì îáîçíà÷àòü G=(X,Y,E). 

	Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî ïàðîñî÷åòàíèÿ â äâóäîëüíîì ãðàôå ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â íåêîòîðîé ñåòè. Ðàññìîòðèì ñõåìó ñâåäåíèÿ. Íà ðèñóíêå ïîêàçàí èñõîäíûé äâóäîëüíûé ãðàô G. Ïîñòðîèì ñåòü S(G) ñ èñòî÷íèêîì s è ñòîêîì t ñëåäóþùèì îáðàçîì:

èñòî÷íèê s ñîåäèíèì äóãàìè ñ âåðøèíàìè èç ìíîæåñòâà X;

âåðøèíû èç ìíîæåñòâà Y ñîåäèíèì äóãàìè ñî ñòîêîì t;

íàïðàâëåíèå íà ðåáðàõ èñõîäíîãî ãðàôà áóäåò îò âåðøèí èç X ê âåðøèíàì èç Y;

ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü âñåõ äóã C[i,j]=1.  
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	Íàéäåì ìàêñèìàëüíûé ïîòîê èç s â t äëÿ ïîñòðîåííîé ñåòè. Îí ñóùåñòâóåò[11]. Íàñûùåííûå äóãè ïîòîêà (îíè âûäåëåíû “æèðíûìè” ëèíèÿìè íà ðèñóíêå ñîîòâåòñòâóþò ðåáðàì íàèáîëüøåãî  ïàðîñî÷åòàíèÿ èñõîäíîãî ãðàôà.

	Ïðèìå÷àíèå. Íàéäåííîå íàèáîëüøåå ïàðîñî÷åòàíèå íå åäèíñòâåííîå. Ïðîâåðüòå, ýòî ëè ïàðîñî÷åòàíèå ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà. Íàéäèòå äðóãèå ïàðîñî÷åòàíèÿ. 

	Ðàññìîòðèì äðóãîé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ íàèáîëüøåãî ïàðîñî÷åòàíèÿ â äâóäîëüíîì ãðàôå. Ââåäåì ïîíÿòèå ÷åðåäóþùåéñÿ öåïè èç X â Y îòíîñèòåëüíî äàííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ M. Ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî äóã P(E âèäà:

P={(x0,y1), (y1,x1), (x1,y2), ..., (yk,xk), (xk,yk+1)},

ãäå k>0, âñå âåðøèíû ðàçëè÷íû, x0 - ñâîáîäíàÿ âåðøèíà â X, yk+1 - ñâîáîäíàÿ âåðøèíà â Y, è êàæäàÿ âòîðàÿ äóãà ïðèíàäëåæèò M, òî åñòü

P(M={(y1,x1), (y2,x2), ..., (yk,xk)}.

	Òåîðåìà[3]. Ïàðîñî÷åòàíèå M â äâóäîëüíîì ãðàôå G íàèáîëüøåå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â G íå ñóùåñòâóåò ÷åðåäóþùåéñÿ öåïè îòíîñèòåëüíî M.
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	Òåîðåìà ïîäñêàçûâàåò ðåàëüíûé ïóòü íàõîæäåíèÿ 

íàèáîëüøåãî ïàðîñî÷åòàíèÿ. Ïóñòü íàéäåíî íåêîòîðîå ïàðîñî÷åòàíèå â ãðàôå G, íà ðèñóíêå îíî âûäåëåíî “æèðíûìè” ëèíèÿìè. Èùåì ÷åðåäóþùóþñÿ öåïü - åå äóãè âûäåëåíû ëèíèÿìè ñî ñòðåëêàìè.

Îíà ñîñòîèò èç “òîíêèõ” äóã è “æèðíûõ”, ïðè÷åì íà÷èíàåòñÿ è çàêàí÷èâàåòñÿ â ñâîáîäíûõ âåðøèíàõ. Äëèíà öåïè íå÷åòíà. Äåëàåì “òîíêèå” äóãè “æèðíûìè” è íàîáîðîò. Ïàðîñî÷åòàíèå óâåëè÷åíî íà åäèíèöó.

	Îáùàÿ ëîãèêà.

begin

	<ââîä è èíèöèàëèçàöèÿ äàííûõ>;

	<íàéòè ïåðâîå ïàðîñî÷åòàíèå>;

	while <åñòü ÷åðåäóþùàÿñÿ öåïî÷êà?> do <èçìåíèòü ïàðîñî÷åòàíèå>;

	<âûâîä ðåçóëüòàòà>;

end.

	Î÷åðåäü çà îïðåäåëåíèåì äàííûõ è ïîñëåäîâàòåëüíûì óòî÷íåíèåì ëîãèêè. Ãðàô îïèñûâàåòñÿ ìàòðèöåé À[N,M], ãäå N - êîëè÷åñòâî âåðøèí â ìíîæåñòâå X, à M â Y. Ïàðîñî÷åòàíèå áóäåì õðàíèòü â äâóõ îäíîìåðíûõ ìàññèâàõ XN è YM. Äëÿ ðàññìîòðåííîãî ïðèìåðà XN=[0,1,2,4] è YM=[2,3,0,4,0]. Óòî÷íåíèå ôðàãìåíòà “íàéòè ïåðâîå ïàðîñî÷åòàíèå” íå òðåáóåò ðàçúÿñíåíèé.

	for i:=1 to N do begin {íàçíà÷åíèå ïåðåìåííûõ i, j, pp ñëåäóåò 						î÷åâèäíî}

		j:=1; pp:=true;

		while (j<=M) and pp do begin

			if (A[i,j]=1) and (YM[j]=0) then begin 

									XN[i]:=j;YM[j]:=i;

									pp:=false;

								end;

			inc(j);

		 end;

	 end;

	Êàê ëó÷øå õðàíèòü ÷åðåäóþùóþñÿ öåïî÷êó, ó÷èòûâàÿ òðåáîâàíèå èçìåíåíèÿ ïàðîñî÷åòàíèÿ è ïðîäóìûâàÿ ëîãèêó å¸ ïîñòðîåíèÿ? Åñòåñòâåííî, ìàññèâ, ïóñòü ýòî áóäåò Chain:array[1..NMmax] of -NMmax.. NMmax, ãäå NMmax - ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî âåðøèí â ãðàôå,  è åãî çíà÷åíèå äëÿ ðàññìîòðåííîãî ïðèìåðà ðàâíî [1, -4, 4, -2, 3, -3], òî åñòü âåðøèíû èç ìíîæåñòâà YM õðàíÿòñÿ ñî çíàêîì ìèíóñ (âñïîìíèòå ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà). Èòàê, ïîèñê ÷åðåäóþùåéñÿ öåïî÷êè.

	function FindChain:boolean;

	 var p,yk,r:word;

		begin

		<èíèöèàëèçàöèÿ äàííûõ, â ÷àñòíîñòè yk:=1;>;

		<íàõîæäåíèå ñâîáîäíîé âåðøèíû â  XN>;

		if <âåðøèíà íå íàéäåíà> then begin FindChain:=false;exit;end;

		 p:=<íîìåð ïåðâîé ñâîáîäíîé âåðøèíû>;

		 Chain[yk]:=p;

		 repeat

			r:=<î÷åðåäíàÿ âåðøèíà èç Chain>;

			for <äëÿ âñåõ âåðøèí, ñâÿçàííûõ ñ r> do

			 if <âåðøèíà èç XN> 

				then begin if <ðåáðî “òîíêîå”> then 

						<âêëþ÷èòü ðåáðî â öåïî÷êó>

					 end

				else begin if <ðåáðî “òîëñòîå”> then 

						<âêëþ÷èòü ðåáðî â öåïî÷êó>

					end;

		 until <ïðîñìîòðåíû âñå âåðøèíû èç Chain> or <òåêóùàÿ 				âåðøèíà ïðèíàäëåæèò YM, è îíà ñâîáîäíà>;

		FindChar:=<òåêóùàÿ âåðøèíà ïðèíàäëåæèò YM, è îíà 						ñâîáîäíà>;

		end;

	Ïðîöåññ äàëüíåéøåãî óòî÷íåíèÿ ëîãèêè âûíåñåì â ñàìîñòîÿòåëüíóþ ÷àñòü ðàáîòû.



3.10. Ìåòîäû ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà

3.10.1. Ìåòîä ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè

Ïîïûòàåìñÿ îòêàçàòüñÿ îò ïåðåáîðà âàðèàíòîâ, ðàññìîòðåííîãî â ãëàâå 2. Íàéäåì ïåðâîå ðåøåíèå (ïåðâóþ îöåíêó), à çàòåì ïîïûòàåìñÿ  óëó÷øèòü îöåíêó, ïðîñìàòðèâàÿ òîëüêî ñîñåäíèå ãîðîäà íàéäåííîãî ïóòè. 

	Øàã 1. Ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå (ïåðâóþ îöåíêó). Ïðè ýòîì íå ñëåäóåò çàáûâàòü, ÷òî ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ïåðâîé îöåíêè ïðåäûäóùèì ìåòîäîì åãî ðàáîòà çàêàí÷èâàåòñÿ.

	Øàã 2. Ïîêà ïðîèñõîäèò óëó÷øåíèå ðåøåíèÿ, âûïîëíÿòü ñëåäóþùèé øàã, èíà÷å ïåðåéòè íà øàã 4.

Øàã 3. Äëÿ âñåõ ïàð íîìåðîâ ãîðîäîâ i,j,  óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó (1£i<j£n), ïðîâåðèòü:

di-1,i +di,j +dj,j+1 >di-1,j +dj,i  +di,j+1 äëÿ ñìåæíûõ ãîðîäîâ, òî åñòü  j=i+1

di-1,i +di,i+1 +dj-1,j +dj,j+1 >di-1,j +dj,i+1 +dj-1,i +di,j+1 äëÿ íåñìåæíûõ ãîðîäîâ. 

	Ïðèìå÷àíèå. Íà ðèñóíêå äàíû ãðàôè÷åñêèå èëëþñòðàöèè ïåðâîãî è âòîðîãî íåðàâåíñòâ. “Æèðíûìè” ëèíèÿìè îáîçíà÷åíû ó÷àñòêè ñòàðûõ ìàðøðóòîâ, “òîíêèìè” - íîâûõ. 
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Åñëè îäíî èç íåðàâåíñòâ âûïîëíÿåòñÿ, òî íàéäåíî ëó÷øåå ðåøåíèå. Ñëåäóåò îòêîððåêòèðîâàòü ðàíåå íàéäåííîå ðåøåíèå è âåðíóòüñÿ íà øàã 2.

Øàã 4. Çàêîí÷èòü ðàáîòó àëãîðèòìà.

Äëÿ ðåàëèçàöèè ëîãèêè (èç ðàññìîòðåííûõ  â ïðåäûäóùåì àëãîðèòìå ñòðóêòóð äàííûõ) äîñòàòî÷íî ìàòðèöû ðàññòîÿíèé (À) è ìàññèâà äëÿ õðàíåíèÿ ïóòè êîììèâîÿæåðà (Way). Âèä îáùåé ëîãèêè:

begin

init;{Ââîä èç ôàéëà ìàòðèöû ðàññòîÿíèé, èíèöèàëèçàöèÿ ãëîáàëüíûõ ïåðåìåííûõ}

	one_way;{Ïîèñê ïåðâîãî âàðèàíòà ïóòè êîììèâîÿæåðà}

local;{Ëîêàëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ}

out;{Âûâîä ðåçóëüòàòà}

	end.

	 Ïðèìå÷àíèå. Âëàäåíèå òåõíîëîãèÿìè “ñâåðõó âíèç” è “ñíèçó ââåðõ” - íåîáõîäèìûå ñîñòàâëÿþùèå ñòðóêòóðíîé ïàðàäèãìû ìûøëåíèÿ.

	Ïðîäîëæèì óòî÷íåíèå ëîãèêè. Ðàáîòà ïðîöåäóð init,  one_way, out äîñòàòî÷íî î÷åâèäíà. Åñòåñòâåííûì ïðèåìîì ÿâëÿåòñÿ âûíåñåíèå åå â ñàìîñòîÿòåëüíóþ ÷àñòü ðàáîòû øêîëüíèêîâ íà çàíÿòèè. Íàì íåîáõîäèìî óòî÷íèòü ïðîöåäóðó local. Ðàáîòàåì íå ñ ÷àñòíîñòÿìè, à íà ñîäåðæàòåëüíîì óðîâíå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû èìååì ôóíêöèè best1 è best2, èõ ïàðàìåòðû - èíäåêñû ýëåìåíòîâ ìàññèâà way, îïðåäåëÿþùèõ íîìåðà ãîðîäîâ â  ïóòè êîììèâîÿæåðà, à âûõîä åñòåñòâåííûé - èñòèíà èëè ëîæü, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà èëè íåò. Ðàññóæäàåì äàëüøå. Åñëè íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, òî íàì íåîáõîäèìî èçìåíèòü ïóòü (ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû ìàññèâà way). Ïîêà íå áóäåì çàíèìàòüñÿ äåòàëÿìè. Ïóñòü ýòó ðàáîòó âûïîëíÿåò ïðîöåäóðà swap, åå ïàðàìåòðû - èíäåêñû ýëåìåíòîâ ìàññèâà way). Ýòà ïðîöåäóðà, âåðîÿòíî, äîëæíà ñîîáùàòü î òîì, ÷òî îíà «÷òî-òî èçìåíèëà», èáî íàì íåîáõîäèìî ïðîäîëæàòü ðàáîòó äî òåõ ïîð, ïîêà ÷òî-òî ìåíÿåòñÿ, ïðîèñõîäÿò óëó÷øåíèÿ. Èòàê, ëîãèêà ïðîöåäóðû local.

Procedure local;

 var i,j:integer; change:boolean;

 <çäåñü ôóíêöèè best1 è best2, à òàêæå ïðîöåäóðà  swap>;

 begin

 repeat

	 change:=false;

	 for i:=1 to n-1 do

	  for j:=i+1 to n do

		if i=j+1 then begin if best1(i,j) then swap(i,j);end

		 else if (i=1) and (j=n) then begin if best1(i,j) then swap(i,j); end{Îá ýòîé ïðîâåðêå ëó÷øå ïåðâîíà÷àëüíî óìîë÷àòü, ÷òîáû áûëî î ÷åì ñïðîñèòü, «åñëè ñîâñåì áóäåò ïëîõî» - âñå ïîíèìàþò è íåò âîïðîñîâ}

			else if best2(i,j) then swap(i,j);

	until not(change);

end.

3.10.2. Àëãîðèòì Ýéëåðà

Ýòîò àëãîðèòì è ñëåäóþùèé ðàáîòîñïîñîáíû â òîì ñëó÷àå, åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà. Åãî ñóòü â òîì, ÷òî äëÿ ëþáîé òðîéêè ãîðîäîâ i, j, k (ìåæäó êîòîðûìè åñòü ñâÿçü) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî di,j+dj,k>di,k.  Ðàññìîòðèì èäåþ àëãîðèòìà.

Øàã1. Ñòðîèòñÿ êàðêàñ ìèíèìàëüíîãî âåñà (àëãîðèòìû Ïðèìà èëè   Êðàñêàëà). 

Ïðèìå÷àíèå. Ýòî íå åñòü ïåðâîå ïðèáëèæåíèå, êàê â ïðåäûäóùåì àëãîðèòìå.

Øàã 2. Ïóòåì äóáëèðîâàíèÿ êàæäîãî ðåáðà êàðêàñ ïðåîáðàçóåòñÿ â ýéëåðîâ ãðàô.

Øàã 3. Íàõîäèì â ïîñòðîåííîì ãðàôå ýéëåðîâ öèêë.

Øàã 4. Ýéëåðîâ öèêë ïðåîáðàçóåì â ãàìèëüòîíîâ öèêë (èëè ìàðøðóò êîììèâîÿæåðà). Ìåòîä ïðåîáðàçîâàíèÿ: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí ýéëåðîâà öèêëà ñîêðàùàåòñÿ òàê, ÷òîáû êàæäàÿ âåðøèíà ãðàôà â ïîëó÷èâøåìñÿ öèêëå âñòðå÷àëàñü ðîâíî îäèí ðàç.

 Øàã 5. Çàêîí÷èòü ðàáîòó àëãîðèòìà. Ïîëó÷åíî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è êîììèâîÿæåðà.

Ïîêàæåì , ÷òî ñòîèìîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèå CostAp íå ïðåâîñõîäèò óäâîåííîé ñòîèìîñòè îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ CostBet. Ïóñòü ñòîèìîñòü êàðêàñà - CostFr. Òîãäà CostFr<CostBet, òàê êàê  ïðè óäàëåíèè èç îïòèìàëüíîãî ïóòè êîììèâîÿæåðà ðåáðà ïîëó÷àåì êàðêàñ ñ âåñîì íå áîëüøèì, ÷åì CostAp. Èç ïðàâèëà ïîñòðîåíèÿ ýéëåðîâà  ãðàôà ïîëó÷àåì, ÷òî âåñ ïîñòðîåííîãî ýéëåðîâà öèêëà 2*ÑostFr. Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà îáåñïå÷èâàåò ðåçóëüòàò: ñëåäóþùóþ îöåíêó øàãà 4 - CostAp<2*CostFr, à çíà÷èò, CostAp<2*CostBet.

	Ðàññìîòðèì ïðèìåð.
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Äëÿ èñõîäíûõ äàííûõ, ïðèâåäåííûõ â ï. 2.1.7, íà ðèñóíêå æèðíûìè ëèíèÿìè âûäåëåí êàðêàñ ìèíèìàëüíîãî âåñà. Òîíêèå ëèíèè äîáàâëÿþòñÿ íà øàãå 2. Ïîëó÷àåì ýéëåðîâ ãðàô. Çàòåì ýéëåðîâ öèêë (ìàðøðóò) ïðåîáðàçóåòñÿ â ïóòü êîììèâîÿæåðà (øàã 4). Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà ìû ïîëó÷àåì: d2,9+d9,8>d2,8; d2,8+d8,1>d2,1; d2,1+d1,7>d2,7. Ñóììèðóÿ ëåâûå è ïðàâûå ÷àñòè íåðàâåíñòâ, ïîëó÷àåì: d2,9+d9,8+d8,1+d1,7>d2,7. Äëÿ ðàññìîòðåííîãî ïðèìåðà CostAp ðàâíà 202. Ýòî ~ 1.28*CostBet.

	Ñòðóêòóðû äàííûõ. Ïîìèìî íàçâàííûõ ðàíåå ìàññèâîâ À - ìàòðèöà ðàññòîÿíèé è ìàññèâà Way - õðàíåíèå èñêîìîãî ïóòè, òðåáóåòñÿ «÷òî-òî» äëÿ õðàíåíèå îïèñàíèÿ êàðêàñà. Ïóñòü ýòî áóäåò ìàññèâ B (B:array[1..Nmax,1..Nmax] of boolean). Ýëåìåíò B[i,j], ðàâíûé true, ãîâîðèò î òîì, ÷òî ðåáðî (i,j) ãðàôà ïðèíàäëåæèò êàðêàñó.

	Îáùàÿ ëîãèêà.

	Begin

		init;{ââîä îïèñàíèÿ - ìàòðèöà ðàññòîÿíèé; èíèöèàëèçàöèÿ äàííûõ}

		solve;{ðåøàòåëü}

		out;{âûâîä ðåçóëüòàòà}

	end. 

Ïðîöåäóðû init è out î÷åâèäíû (äîëæíû ïèñàòüñÿ «íà àâòîìàòå»). Óòî÷íÿåì ïðîöåäóðó solve. Ïåðâûé «íàáðîñîê».

	Procedure solve;

	 var ?

	 <ïðîöåäóðû è ôóíêöèè>;

	 begin

		init_solve;{èíèöèàëèçàöèÿ ïåðåìåííûõ ïðîöåäóðû solve}

		find_tree;{ïîñòðîåíèå êàðêàñà}

		eiler_way;{ïîèñê ýéëåðîâà öèêëà}

		komm_way;{ïîèñê ïóòè êîììèâîÿæåðà}

	end; 

	Ïðåæäå ÷åì ïðîäîëæàòü óòî÷íåíèå, íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ñòðóêòóðû äàííûõ ýòîé ÷àñòè ëîãèêè è âçàèìîäåéñòâèå åå ñîñòàâíûõ ÷àñòåé. Âî-ïåðâûõ, ïðè ïîñòðîåíèè êàðêàñà íåîáõîäèìî èìåòü ñïèñîê ðåáåð, îòñîðòèðîâàííûé â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èõ âåñîâ (àëãîðèòìû Êðàñêàëà è Ïðèìà). Ñëåäîâàòåëüíî, íà âõîäå ïðîöåäóðû find_tree ìàòðèöà ðàññòîÿíèé A, íà âûõîäå - B, ðàáî÷èå ñòðóêòóðû - ìàññèâ äëÿ õðàíåíèÿ ñïèñêà ðåáåð. Âíóòðåííèå ïðîöåäóðû: ôîðìèðîâàíèå ñïèñêà ðåáåð è ñîðòèðîâêè. Ïðîäîëæèì ðàññìîòðåíèå. Ýéëåðîâ öèêë íåîáõîäèìî ãäå-òî õðàíèòü, ïóñòü ýòî áóäåò ìàññèâ St (St:array[1..n*(n-1) div 2] of byte. Êîëè÷åñòâî íå íóëåâûõ ýëåìåíòîâ â St - çíà÷åíèå ïåðåìåííîé Count. Ýòè âåëè÷èíû îïèñûâàþòñÿ â ðàçäåëå ïåðåìåííûõ ïðîöåäóðû solve, èõ èíèöèàëèçàöèÿ - â ïðîöåäóðå init_solve.Ïðîöåäóðó ïîèñêà ýéëåðîâà öèêëà ñäåëàåì ðåêóðñèâíîé, ïîýòîìó ïåðâûé âûçîâ èçìåíèòñÿ - eiler_way(1). Âûáîð íà÷àëüíîé âåðøèíû ïðè ïîèñêå ýéëåðîâà öèêëà íå èìååò çíà÷åíèÿ.

	Èòàê, êëàññè÷åñêàÿ ëîãèêà ïîèñêà ýéëåðîâà öèêëà. Ïðèâîäèòñÿ ñ öåëüþ ïîêàçà ðàáîòû ïðîöåäóðû komm_way, èáî ïîñëåäíÿÿ íå åñòü ïîèñê ãàìèëüòîíîâà öèêëà â îáû÷íîé òðàêòîâêå. 

	procedure eiler_way(v:byte);

	 var j:integer;

	 begin

		for j:=1 to N do 

		 if b[v,j] then begin b[v,j]:=false;b[j,v]:=false;eiler_way(j);end;

		 inc(count);St[count]:=v;{çàíîñèì íîìåð âåðøèíû â ýéëåðîâ öèêë}

	end;

	procedure komm_way;

	 var s:set of 1..Nmax;

		i,j:integer;

	 begin

		i:=0;s:=[];

		for j:=1 to Count do{èñêëþ÷àåì ïîâòîðÿþùèåñÿ íîìåðà âåðøèí èç ýéëåðîâà öèêëà}

		 if Not(St[j] in s) then begin

inc(i);way[i]:=St[j];s:=s+[St[j]];

end;

	 end;

2.10.3. Àëãîðèòì Êðèñòîôèäåñà

Îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåãî  ëîãèêîé ïîñòðîåíèÿ ìàðøðóòà èç êàðêàñà ìèíèìàëüíîãî âåñà. Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà âûïîëíÿåòñÿ.

	Øàã 1. Ñòðîèòñÿ êàðêàñ ìèíèìàëüíîãî âåñà (àëãîðèòì Ïðèìà èëè Êðàñêàëà).

	Øàã 2. Íà ìíîæåñòâå âåðøèí êàðêàñà(îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç V), èìåþùèõ  íå÷åòíîå ÷èñëî ðåáåð êàðêàñà, íàõîäèòñÿ ïàðîñî÷åòàíèå ìèíèìàëüíîãî âåñà. Òàêèõ âåðøèí â ëþáîì êàðêàñå ÷åòíîå ÷èñëî. Ìåòîä ïîèñêà ïàðîñî÷åòàíèÿ  - ÷åðåäóþùèåñÿ öåïî÷êè.

	Øàã 3. Êàðêàñ ïðåîáðàçóåòñÿ â ýéëåðîâ ãðàô ïóòåì ïðèñîåäèíåíèÿ ðåáåð, ñîîòâåòñòâóþùèõ íàéäåííîìó ïàðîñî÷åòàíèþ.

	Øàã 4. Â ïîñòðîåííîì ãðàôå íàõîäèòñÿ ýéëåðîâ ìàðøðóò.

	Øàã 5. Ýéëåðîâ ìàðøðóò ïðåîáðàçóåòñÿ â ìàðøðóò êîììèâîÿæåðà:

	Èòàê, äàííûé ìåòîä îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåãî òîëüêî øàãàìè 2 è 3.

Âñå ýòàïû ðåàëèçóþòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Èçâåñòíî[1], ÷òî äëÿ ýòîãî ìåòîäà îöåíêà ïðèáëèæåííîãî ìåòîäà èìååò âèä CostAp<1.5*CostBest è ýòà îöåíêà ÿâëÿåòñÿ ëó÷øåé äëÿ ïðèáëèæåííûõ ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è î êîììèâîÿæåðå ñ íåðàâåíñòâîì òðåóãîëüíèêà. Íà äàííûõ èç ï. 2.1.7 íà ðèñóíêå ïîêàçàí ïðèìåð êàðêàñà (æèðíûìè ëèíèÿìè) è ïàðîñî÷åòàíèå ìèíèìàëüíîãî âåñà (òîíêèìè ëèíèÿìè), ïîñòðîåííîå íà âåðøèíàõ êàðêàñà ñ íå÷åòíûìè ñòåïåíÿìè. Ïóòü êîììèâîÿæåðà èìååò ñòîèìîñòü CostAp, ðàâíóþ 191, ÷òî ñîñòàâëÿåò ~ 1.2*CostBest.  
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Â ëîãèêó solve (ñì. ïðåäûäóùèé àëãîðèòì) äîáàâëÿåòñÿ ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ïàðîñî÷åòàíèÿ ìèíèìàëüíîãî âåñà (P). Íàçîâåì åå pair. Åå âõîäíûìè äàííûìè ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà B (îïèñûâàåò êàðêàñ), âûõîäíûìè - íîâàÿ ìàòðèöà Ñ (ýëåìåíòû ëîãè÷åñêîãî òèïà), ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãðàôó ïîëó÷àåìîìó äîáàâëåíèåì ê êàðêàñó ðåáåð P.  

Procedure pair;

 var ?; 

 <ïðîöåäóðû pair>;

 begin

	init_pair;{èíèöèàëèçàöèÿ ïåðåìåííûõ ïðîöåäóðû, ôîðìèðîâàíèå ìàññèâà ñ íîìåðàìè âåðøèí, èìåþùèõ íå÷åòíóþ ñòåïåíü}

	first;{ïîèñê ïåðâîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ}

	find;{ïîèñê P}

	ad;{äîáàâëåíèå ðåáåð, îáðàçóþùèõ P ê êàðêàñó  - ìàòðèöà Ñ}

end; 

Ïðèìå÷àíèå. Âîçìîæåí âàðèàíò óòî÷íåíèÿ ëîãèêè äî ðàáîòàþùåé ïðîãðàììû (ýòî óæå òåîðåòè÷åñêîå çàíÿòèå, êîòîðûå ìû î÷åíü íå ëþáèì). Îäíàêî ïåðåä ýòèì çàíÿòèåì øêîëüíèêè ïîâòîðÿþò ðàíåå èçó÷åííûå  àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ ïàðîñî÷åòàíèé â ãðàôå, òàê ÷òî íà ýòîé ñòàäèè äåòàëèçàöèè ìîæíî è îñòàíîâèòüñÿ. 

3.11. Çàäà÷è

1. Äàí îðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñ N âåðøèíàìè (N<50). Âåðøèíû è äóãè îêðàøåíû â öâåòà ñ íîìåðàìè îò 1 äî M (M(6). Óêàçàíû äâå âåðøèíû, â êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ ôèøêè èãðîêà è êîíå÷íàÿ âåðøèíà. Ïðàâèëî ïåðåìåùåíèÿ ôèøåê: èãðîê ìîæåò ïåðåäâèãàòü ôèøêó ïî äóãå, åñëè åå öâåò ñîâïàäàåò ñ öâåòîì âåðøèíû, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ äðóãàÿ ôèøêà; õîäû ìîæíî äåëàòü òîëüêî â íàïðàâëåíèè äóã ãðàôà; ïîî÷åðåäíîñòü õîäîâ íåîáÿçàòåëüíà. Èãðà çàêàí÷èâàåòñÿ åñëè îäíà èç ôèøåê äîñòèãàåò êîíå÷íîé âåðøèíû.

Íàïèñàòü ïðîãðàììó ïîèñêà êðàò÷àéøåãî ïóòè äî êîíå÷íîé âåðøèíû, åñëè îí ñóùåñòâóåò.

2. Íåêîòîðûå øêîëû ñâÿçàíû êîìïüþòåðíîé ñåòüþ. Ìåæäó øêîëàìè çàêëþ÷åíû ñîãëàøåíèÿ: êàæäàÿ øêîëà èìååò ñïèñîê øêîë-ïîëó÷àòåëåé, êîòîðûì îíà ðàññûëàåò ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå âñÿêèé ðàç, ïîëó÷èâ íîâîå áåñïëàòíîå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå (èçâíå ñåòè èëè èç äðóãîé øêîëû). Ïðè ýòîì, åñëè øêîëà Â åñòü â ñïèñêå ïîëó÷àòåëåé øêîëû À, òî øêîëà À ìîæåò íå áûòü â ñïèñêå ïîëó÷àòåëåé øêîëû Â.

Òðåáóåòñÿ íàïèñàòü ïðîãðàììó, îïðåäåëÿþùóþ ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî øêîë, êîòîðûì íàäî ïåðåäàòü ïî ýêçåìïëÿðó íîâîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ, ÷òîáû ðàñïðîñòðàíèòü åãî ïî âñåì øêîëàì ñåòè â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîãëàøåíèÿìè.

Êðîìå òîãî, íàäî îáåñïå÷èòü âîçìîæíîñòü ðàññûëêè íîâîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ èç ëþáîé øêîëû ïî âñåì îñòàëüíûì øêîëàì. Äëÿ ýòîãî ìîæíî ðàñøèðÿòü ñïèñêè ïîëó÷àòåëåé íåêîòîðûõ øêîë, äîáàâëÿÿ â íèõ íîâûå øêîëû. Òðåáóåòñÿ íàéòè ìèíèìàëüíîå ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî ðàñøèðåíèé ñïèñêîâ, ïðè êîòîðûõ ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå èç ëþáîé øêîëû äîñòèãëî áû âñåõ îñòàëüíûõ øêîë. Îäíî ðàñøèðåíèå îçíà÷àåò äîáàâëåíèå îäíîé íîâîé øêîëû-ïîëó÷àòåëÿ â ñïèñîê ïîëó÷àòåëåé îäíîé èç øêîë.

3. Çàäàí íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô. Ïðè ïðîõîæäåíèè ïî íåêîòîðûì ðåáðàì íåêîòîðûå (îïðåäåëåííûå çàðàíåå) ðåáðà ìîãóò èñ÷åçàòü èëè ïîÿâëÿòüñÿ.

Íàéòè êðàò÷àéøèé ïóòü èç âåðøèíû ñ íîìåðîì q â âåðøèíó ñ íîìåðîì w.

4. Çàäàíû äâà ÷èñëà N è M (20(M(N(150), ãäå N - êîëè÷åñòâî òî÷åê íà ïëîñêîñòè. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü äåðåâî èç M òî÷åê òàê, ÷òîáû îíî áûëî îïòèìàëüíûì. Äåðåâî íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì, åñëè ñóììà âñåõ åãî ðåáåð ìèíèìàëüíà. Âñå ðåáðà - ýòî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âåðøèíàìè, çàäàííûìè êîîðäèíàòàìè òî÷åê íà ïëîñêîñòè.

5. Äàíû äâà ÷èñëà N è M. Ïîñòðîèòü ãðàô èç N âåðøèí è M ðåáåð. Êàæäîé âåðøèíå ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî ðåáåð, âõîäÿùèõ â íåå. Ãðàô äîëæåí áûòü òàêèì, ÷òîáû ñóììà êâàäðàòîâ ýòèõ ÷èñåë áûëà ìèíèìàëüíà.

6. Çàäàí îðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñ N âåðøèíàìè, êàæäîìó ðåáðó êîòîðîãî ïðèïèñàí íåîòðèöàòåëüíûé âåñ. Òðåáóåòñÿ íàéòè ïðîñòîé öèêë, äëÿ êîòîðîãî ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå âåñîâ åãî ðåáåð áûëî áû ìèíèìàëüíî.

Ïðèìå÷àíèå. Öèêë íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè ÷åðåç êàæäóþ âåðøèíó îí ïðîõîäèò íå áîëåå îäíîãî ðàçà, ïåòëè â ãðàôå îòñóòñòâóþò.
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7. Êîìïüþòåðíàÿ ñåòü ñîñòîèò èç ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé äâóñòîðîííèìè êàíàëàìè ñâÿçè N êîìïüþòåðîâ (N íå ïðåâîñõîäèò 50, à êîëè÷åñòâî êàíàëîâ N+5), íîìåðà êîòîðûõ îò 1 äî N. Ýòà ñåòü ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñîîáùåíèÿ îò öåíòðàëüíîãî êîìïüþòåðà âñåì îñòàëüíûì. Êîìïüþòåð, ïîëó÷èâøèé ñîîáùåíèå, âëàäååò èì è ìîæåò ðàñïðîñòðàíÿòü åãî äàëüøå ïî ñåòè. Çàïðåùàåòñÿ ïåðåäàâàòü ñîîáùåíèÿ îäíîìó è òîìó æå êîìïüþòåðó äâàæäû. Âðåìÿ ïåðåäà÷è ñîîáùåíèÿ ïî êàíàëó ñâÿçè çàíèìàåò îäíó ñåêóíäó, ïðè ýòîì ïåðåäàþùèé è ïðèíèìàþùèé êîìïüþòåðû çàíÿòû íà âñå âðåìÿ ïåðåäà÷è äàííîãî ñîîáùåíèÿ. Íà ðèñóíêå ïðèâåäåí âîçìîæíûé âàðèàíò òàêîé ñåòè.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè öåíòðàëüíûé êîìïüþòåð ìîæåò ïåðåäàòü ñîîáùåíèå îäíîìó èç íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàííûõ ñ íèì êîìïüþòåðîâ, ò.å. ñîñåäó. Ïîñëå îêîí÷àíèÿ ïåðåäà÷è, ýòèì ñîîáùåíèåì áóäóò âëàäåòü îáà êîìïüþòåðà. Êàæäûé èç íèõ ìîæåò ïåðåäàòü ñîîáùåíèå îäíîìó èç ñâîèõ ñîñåäåé è òàê äàëåå, ïîêà âñå êîìïüþòåðû íå áóäóò âëàäåòü ñîîáùåíèåì. Äëÿ ñåòè, ïîêàçàííîé íà ðèñóíêå, âîçìîæíûé ïîðÿäîê ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñîîáùåíèÿ îò öåíòðàëüíîãî êîìïüþòåðà ñ íîìåðîì 6 èìååò âèä:

Ñåêóíäà 1: 6(4

Ñåêóíäà 2: 4(3

		6(7

Ñåêóíäà 3: 3(1

		4(5

Ñåêóíäà 4: 3(2

Íàïèñàòü ïðîãðàììó îïðåäåëåíèÿ è âûâîäà ïîðÿäêà ïåðåäà÷è ñîîáùåíèÿ çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ.

8. Âíóòðü êâàäðàòà ñ êîîðäèíàòàìè ëåâîãî íèæíåãî óãëà (0,0) è êîîðäèíàòàìè âåðõíåãî óãëà (100, 100) ïîìåñòèëè N (1(N(30) êâàäðàòèêîâ. Íåîáõîäèìî íàéòè êðàò÷àéøèé ïóòü èç òî÷êè (0,0) â òî÷êó (100,100), êîòîðûé áû íå ïåðåñåêàë íè îäíîãî èç ýòèõ êâàäðàòèêîâ. Îãðàíè÷åíèÿ:

äëèíà ñòîðîíû êàæäîãî êâàäðàòèêà ðàâíà 5;

ñòîðîíû êâàäðàòèêîâ ïàðàëëåëüíû îñÿì êîîðäèíàò;

êîîðäèíàòû âñåõ óãëîâ êâàäðàòèêîâ - öåëî÷èñëåííûå;

êâàäðàòèêè íå èìåþò îáùèõ òî÷åê.

9. Çàäàí íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñ N âåðøèíàìè, ïðîíóìåðîâàííûìè öåëûìè ÷èñëàìè îò 1 äî N. Íàïèñàòü ïðîãðàììó, êîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ðåøàåò ñëåäóþùèå çàäà÷è:

âûÿñíÿåò êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà;

íàõîäèò è âûäàåò âñå òàêèå ðåáðà, ÷òî óäàëåíèå ëþáîãî èç íèõ âåäåò ê óâåëè÷åíèþ ÷èñëà êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè;

îïðåäåëÿåò, ìîæíî ëè îðèåíòèðîâàòü âñå ðåáðà ãðàôà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó÷èâøèéñÿ ãðàô îêàçàëñÿ ñèëüíî ñâÿçíûì;

îðèåíòèðóåò ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ðåáåð, ÷òîáû ïîëó÷èâøèéñÿ ãðàô îêàçàëñÿ ñèëüíî ñâÿçíûì;

îïðåäåëÿåò ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ðåáåð, êîòîðûå ñëåäóåò äîáàâèòü â ãðàô, ÷òîáû îòâåò íà òðåòèé ïóíêò áûë óòâåðäèòåëüíûì.

10. Çàäàí îðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñ N (1(N(33) âåðøèíàìè, ïðîíóìåðîâàííûìè öåëûìè ÷èñëàìè îò 1 äî N. Íàïèøèòå ïðîãðàììó, êîòîðàÿ ïîäñ÷èòûâàåò êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ïóòåé ìåæäó âñåìè ïàðàìè âåðøèí ãðàôà.

11. Ðåáåíîê íàðèñîâàë êðóæêè è íåêîòîðûå èç íèõ ñîåäèíèë îòðåçêàìè. Êðóæêè îí ïîìåòèë öåëûìè ÷èñëàìè îò 1 äî N (1(N(30), à íà êàæäîì îòðåçêå ïîñòàâèë ñòðåëî÷êó. Çàòåì îí ïðèïèñàë êàæäîìó êðóæî÷êó âåñ â âèäå íåêîòîðîãî öåëîãî ÷èñëà è îïðåäåëèë íà÷àëüíûé è êîíå÷íûé êðóæî÷êè. Èç ïåðâîãî îí äîëæåí âûéòè, à âî âòîðîé ïîïàñòü.

Ðåáåíîê ðåøèë äëÿ ñåáÿ ñëåäóþùåå:

íàáðàòü ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî î÷êîâ;

ïî êàæäîìó îòðåçêó ïðîéòè ðîâíî îäèí ðàç;

åñëè â êðóæîê îí ïîïàäàåò ïðè äâèæåíèè ïî íàïðàâëåíèþ ñòðåëêè, òî ê ñóììàðíîìó êîëè÷åñòâó î÷êîâ âåñ ýòîãî êðóæêà ïðèáàâëÿåòñÿ;

åñëè â êðóæîê îí ïîïàäàåò ïðè äâèæåíèè ïðîòèâ íàïðàâëåíèÿ ñòðåëêè, òî èç ñóììàðíîãî êîëè÷åñòâà î÷êîâ âåñ ýòîãî êðóæêà âû÷èòàåòñÿ.

Íàïèñàòü ïðîãðàììó, êîòîðàÿ áû ïîìîãëà ðåáåíêó ïîñòðîèòü ïóòü, óäîâëåòâîðÿþùèé âñåì ýòèì òðåáîâàíèÿì.
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