ìåëãéé ðï íáôåíáôéþåóëïê ìïçéëå é ôåïòéé áìçïòéôíïœ

î. ë. œÅÒÅÝÁÇÉÎ, á. ûÅÎØ

ñúùëé é éóþéóìåîéñ

íÏÓËŒÁ, 2000 íãîíï ââë 22.12

œ31 î. ë. œÅÒÅÝÁÇÉÎ, á. ûÅÎØ. ìÅËÃÉÉ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÅ É ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ. ñÚÙËÉ É ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ. í.: íãîíï, 2000, ??? c.

ëÎÉÇÁ ÎÁÐÉÓÁÎÁ ÐÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁÍ ÌÅËÃÉÊ É ÓÅÍÉÎÁÒÏŒ, ÐÒÏŒÏÄÉŒÛÉÈÓÑ ÁŒÔÏÒÁÍÉ ÄÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏŒ ÍÌÁÄÛÉÈ ËÕÒÓÏŒ ÍÅÈÍÁÔÁ íçõ. œ ÎÅÊ ÒÁÓÓËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÐÏ- ÎÑÔÉÑÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÉ (ÌÏÇÉËÁ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ, ÑÚÙËÉ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ŒÙÒÁÚÉÍÏÓÔØ, ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ŒÙÓËÁ- ÚÙŒÁÎÉÊ, ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÅ ÔÅÏÒÉÉ, ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ, ÎÁÞÁÌÁ ÔÅÏÒÉÉ ÍÏÄÅÌÅÊ).

ôÅËÓÔÙ, ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ËÎÉÇÕ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÏ ÒÁÓ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÑÅÍÙÍÉ É ÄÏÓÔÕÐÎÙ ÐÏ ÁÄÒÅÓÕ

ftp://ftp.mccme.ru/users/shen/logic/firstord

ISBN 5-900916-39-1

ëÎÉÇÁ ÉÚÄÁÎÁ ÐÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏŒÏÊ ÐÏÄÄÅÒÖËÅ òÏÓÓÉÊÓËÏÇÏ ÆÏÎÄÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÊ (ÐÒÏÅËÔ 00-01-14085)

rffi.ps © î. ë. œÅÒÅÝÁÇÉÎ, á. ûÅÎØ, 2000 © íãîíï, 2000

éÚÄÁÔÅÌØÓÔŒÏ íÏÓËÏŒÓËÏÇÏ ãÅÎÔÒÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ôÅÈÎÉÞÅÓËÉÊ ÒÅÄÁËÔÏÒ œ. œ. ûÕŒÁÌÏŒ ìÉÃÅÎÚÉÑ ìò Ć071150 ÏÔ 11.04.95 Ç.

ðÏÄÐÉÓÁÎÏ Œ ÐÅÞÁÔØ ??.??.??. æÏÒÍÁÔ 84 × 108=32.

ðÅÞÁÔØ ÏÆÓÅÔÎÁÑ. ðÅÞ. Ì. 5;5 ôÉÒÁÖ ????. úÁËÁÚ Ć?.

íãîíï 121002, íÏÓËŒÁ, âÏÌØÛÏÊ œÌÁÓØÅŒÓËÉÊ ÐÅÒ., 11

ïÇÌÁŒÌÅÎÉÅ

ðÒÅÄÉÓÌÏŒÉÅ 5

1. ìÏÇÉËÁ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ 9 1.1. œÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÑ É ÏÐÅÒÁÃÉÉ . . . . . . . . . . 9 1.2. ðÏÌÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓŒÑÚÏË . . . . . . . . . . . . 18 1.3. óÈÅÍÙ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ . . . 25

2. éÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ 48 2.1. éÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ (éœ) . . . . . . . 48 2.2. œÔÏÒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ 58 2.3. ðÏÉÓË ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒÁ É ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ

ÓÅËŒÅÎÃÉÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64 2.4. éÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÁÑ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÌÏÇÉËÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

3. ñÚÙËÉ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ 88 3.1. æÏÒÍÕÌÙ É ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ . . . . . . . . . 88 3.2. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ . . . . . . . . . . . 94 3.3. œÙÒÁÚÉÍÙÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÙ . . . . . . . . . . . . 97 3.4. œÙÒÁÚÉÍÏÓÔØ Œ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ . . . . . . . . . 101 3.5. îÅŒÙÒÁÚÉÍÙÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÙ: ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ . 105 3.6. üÌÉÍÉÎÁÃÉÑ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ . . . . . . . . . . . . 109 3.7. áÒÉÆÍÅÔÉËÁ ðÒÅÓÂÕÒÇÅÒÁ . . . . . . . . . . 121 3.8. ôÅÏÒÅÍÁ ôÁÒÓËÏÇÏ { úÁÊÄÅÎÂÅÒÇÁ . . . . . . 124 3.9. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ . . . . . . . 137 3.10. éÇÒÁ üÒÅÎÆÏÊÈÔÁ . . . . . . . . . . . . . . . 144 3.11. ðÏÎÉÖÅÎÉÅ ÍÏÝÎÏÓÔÉ . . . . . . . . . . . . . 151

4. éÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ 158 4.1. ïÂÝÅÚÎÁÞÉÍÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ . . . . . . . . . . . 158 4.2. áËÓÉÏÍÙ É ÐÒÁŒÉÌÁ ŒÙŒÏÄÁ . . . . . . . . . 160 4.3. ëÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ . . . 168 4.4. œÙŒÏÄÙ Œ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ . . . . . . 172 4.5. ðÏÌÎÏÔÁ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ . . . . . . 180

4 ïÇÌÁŒÌÅÎÉÅ

4.6. ðÅÒÅÉÍÅÎÏŒÁÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ . . . . . . . . 190 4.7. ðÒÅÄŒÁÒčÎÎÁÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ . . . . . . 194 4.8. ôÅÏÒÅÍÁ üÒÂÒÁÎÁ . . . . . . . . . . . . . . . 198 4.9. óËÏÌÅÍÏŒÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ . . . . . . . . . . . . 201

5. ôÅÏÒÉÉ É ÍÏÄÅÌÉ 206 5.1. áËÓÉÏÍÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ . . . . . . . . . . . . . . 206 5.2. ðÏŒÙÛÅÎÉÅ ÍÏÝÎÏÓÔÉ . . . . . . . . . . . . . 210 5.3. ðÏÌÎÙÅ ÔÅÏÒÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . 215 5.4. îÅÐÏÌÎÙÅ É ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÙÅ ÔÅÏÒÉÉ . . . . . 229 5.5. äÉÁÇÒÁÍÍÙ É ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ . . . . . . . . . . 237 5.6. õÌØÔÒÁÆÉÌØÔÒÙ É ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØ . . . . . . 246 5.7. îÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ . . . . . . . . . . . . 256

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ 274

ðÒÅÄÍÅÔÎÙÊ ÕËÁÚÁÔÅÌØ 278

õËÁÚÁÔÅÌØ ÉÍčÎ 289

ðÒÅÄÉÓÌÏŒÉÅ

îÁÛÅÍÕ ÕÞÉÔÅÌÀ,

œìáäéíéòõ áîäòååœéþõ õóðåîóëïíõ,

Ë 70-ÌÅÔÉÀ

ðÒÅÄÌÁÇÁÅÍÁÑ ŒÁÛÅÍÕ ŒÎÉÍÁÎÉÀ ËÎÉÇÁ ÎÁÐÉÓÁÎÁ ÐÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁÍ ÌÅËÃÉÊ ÄÌÑ ÍÌÁÄÛÅËÕÒÓÎÉËÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÞÉ- ÔÁÌÉÓØ ÁŒÔÏÒÁÍÉ Œ ÒÁÚÎÙÅ ÇÏÄÙ ÎÁ ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉ- ÞÅÓËÏÍ ÆÁËÕÌØÔÅÔÅ íçõ. (œ ÜÔÏÊ ÓÅÒÉÉ ÕÖÅ ŒÙÛÌÉ ËÎÉÇÉ ĂîÁÞÁÌÁ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒĄ É ĂœÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉĄ.)

ãÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÉÄÅÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÉ ŒÏÓÈÏÄÉÔ ÅÝč Ë ìÅÊÂÎÉÃÕ É ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ ÍÁ- ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ Œ ŒÉÄÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÓÉÍŒÏÌÏŒ É ÏÐÅÒÉÒÏŒÁÔØ Ó ÎÉÍÉ ÐÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÐÒÁŒÉ- ÌÁÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅ- ÒÑÔØ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÉ, ÎÅ ŒÎÉËÁÑ Œ ÉÈ ÓÍÙÓÌ.

õÓÉÌÉÑÍÉ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏŒ É ÌÏÇÉËÏŒ ŒÔÏ- ÒÏÊ ÐÏÌÏŒÉÎÙ XIX É ÐÅÒŒÏÊ ÐÏÌÏŒÉÎÙ XX ŒÅËÁ (âÕÌØ, ëÁÎÔÏÒ, æÒÅÇÅ, ðÅÁÎÏ, òÁÓÓÅÌ, õÁÊÔÈÅÄ, ãÅÒÍÅÌÏ, æÒÅÎ- ËÅÌØ, çÉÌØÂÅÒÔ, ÆÏÎ îÅÊÍÁÎ, çčÄÅÌØ É ÄÒÕÇÉÅ) ÜÔÁ ÐÒÏ- ÇÒÁÍÍÁ ÂÙÌÁ Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ ŒÙÐÏÌÎÅÎÁ. ðÒÉÎÑÔÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÔÏÞÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÕÔ- ŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ (ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÈ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÔÅÏÒÉÊ), Á ŒÓÑËÏÅ ÓÔÒÏÇÏÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ Œ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ŒÙŒÏÄ Œ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ (ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÐÏÄÞÉÎÑÀÝÕÀÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÐÒÏÓÔÙÍ ÐÒÁŒÉÌÁÍ). œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÓÍÙÓÌÅ ÜÔÏ ÄÁÖÅ ÓÔÁÌÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ: ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÓÔÒÏÇÉÍ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅŒÅÓÔÉ ÎÁ ÑÚÙË ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ.

ôÁË ÞÔÏ ÖÅ, ÔÅÐÅÒØ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÍÏÇÕÔ ÄÒÕÖÎÏ ÕÊÔÉ ÎÁ ÐÅÎÓÉÀ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÖÎÏ ÏÔËÒÙŒÁÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÍÐØÀÔÅÒÏŒ, ÚÁÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏŒÁÎ- ÎÙÈ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ÐÒÁŒÉÌÁÍÉ ÔÅÏÒÉÉ

ÍÎÏÖÅÓÔŒ? ëÏÎÅÞÎÏ, ÎÅÔ, ÐÒÉÞčÍ ÓÒÁÚÕ ÐÏ ÎÅÓËÏÌØËÉÍ ÐÒÉÞÉÎÁÍ.

îÁÞÎčÍ Ó ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÁÛÉÎÁ, ŒÙÄÁÀÝÁÑ Ó ÂÏÌØÛÏÊ ÓËÏ- ÒÏÓÔØÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ (É ÉÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ), ÈÏÔÑ É ŒÏÚÍÏÖÎÁ, ÎÏ ÂÅÓÐÏÌÅÚÎÁ. äÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÜÔÉÈ ŒÅÒÎÙÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅ ÂÕÄÕÔ ÎÅÉÎÔÅÒÅÓÎÙ- ÍÉ. æÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÌÏÇÉËÁ ÇÏŒÏÒÉÔ, ËÁËÉÅ ÐÒÁŒÉÌÁ ÎÁÄÏ ÓÏ- ÂÌÀÄÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÁÔØ ŒÅÒÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÎÏ ÎÅ ÇÏŒÏ- ÒÉÔ, Œ ËÁËÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ ÉÈ ÎÁÄÏ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÞÔÏ-ÔÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÅ.

ëÁÚÁÌÏÓØ ÂÙ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁÐÕÓÔÉÔØ ÍÁÛÉÎÕ É ÖÄÁÔØ, ÐÏËÁ ÏÎÁ ÎÅ ÄÏËÁÖÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÅ ÎÁÓ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (ÐÒÏÐÕÓËÁÑ ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ). ðÒÏÂÌÅÍÁ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÆÏÒ- ÍÁÌØÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓËÏÌØËÏ-ÎÉÂÕÄØ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÄÌÉÎÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÞÅÓÔØ ÅÇÏ ÞÅÌÏŒÅË ÎÅ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ. ðÒÅÄÓÔÁŒØÔÅ ÓÅÂÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÍÉÌÌÉÏÎÏŒ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÈ ÛÁÇÏŒ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ËÁÖÄÙÊ ÏÔÄÅÌØÎÙÊ ÛÁÇ, ÎÏ ÔÁË É ÎÅ ÐÏÎÉÍÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ | ÍÎÏÇÏ ÌÉ Œ ÎčÍ ÐÒÏËÕ?

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÐÒÏË ŒÓč-ÔÁËÉ ÅÓÔØ: ÍÙ ÕÚÎÁčÍ, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏ, ÈÏÔÑ ÔÁË É ÎÅ ÐÏÎÉ- ÍÁÅÍ, ÐÏÞÅÍÕ. ôÁË ÞÔÏ É ÔÁËÁÑ ÍÁÛÉÎÁ ÂÙÌÁ ÂÙ ÐÏÌÅÚ- ÎÁ. õŒÙ, É ÜÔÏÇÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÎÅ ÕÄÁčÔÓÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÁ ÐÏ- ÉÓË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓËÏÌØËÏ-ÎÉÂÕÄØ ÓÌÏÖÎÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅ- ÎÉÑ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍÉ ÓÅÊÞÁÓ ÍÅÔÏÄÁÍÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÁÓÔÒÏÎÏÍÉ- ÞÅÓËÉ ÂÏÌØÛÏÅ ŒÒÅÍÑ (ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÓÅÂÅ, ÞÔÏ ÍÁÛÉÎÁ ÒÁÂÏÔÁÅÔ Ó ÐÒÅÄÅÌØÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÊ ÐÏ ÚÁËÏÎÁÍ ÆÉ- ÚÉËÉ ÓËÏÒÏÓÔØÀ).

íÏÖÎÏ ÕÍÅÒÉÔØ ÁÍÂÉÃÉÉ É ÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÕÀ ÚÁÄÁÞÕ: ÐÕÓÔØ ÍÁÛÉÎÁ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ, ÚÁÐÉ- ÓÁÎÎÙÅ ÞÅÌÏŒÅËÏÍ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÁÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ. åÓÌÉ ÍÁÛÉÎÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÐÏÍÏÞØ ÎÁÍ ÞÔÏ-ÔÏ ÏÔËÒÙÔØ, ÐÕÓÔØ ÏÎÁ ÈÏÔÑ ÂÙ ÐÒÏŒÅÒÉÔ, ÎÅ ÐÒÏÐÕÓÔÉÌÉ ÌÉ ÍÙ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÛÁÇÁ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ.

éÚ ŒÓÅÈ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÜÔÁ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÒÅÁÌÉÓÔÉÞÎÏÊ. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÐÏËÁ ÞÔÏ ÒÁÂÏÔÙ É Œ ÜÔÏÍ

ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ÎÅ ÕÛÌÉ ÄÁÌÅËÏ: ÆÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÄÏËÁ- ÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ Œ ŒÉÄÅ, ÐÒÉÇÏÄÎÏÍ ÄÌÑ ÍÁÛÉÎÎÏÊ ÐÒÏŒÅÒËÉ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÏÌÇÉÍ É ÓËÕÞÎÙÍ ÄÅÌÏÍ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÅ Õ ÍÁÔÅÍÁ- ÔÉËÏŒ ÎÅ ÈŒÁÔÁÅÔ ÜÎÔÕÚÉÁÚÍÁ É ÔÅÒÐÅÎÉÑ. á ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÔØ ÕÄÏÂÎÙÅ ÓÒÅÄÓÔŒÁ ÔÁËÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ÐÏËÁ ÎÅ ÕÄÁÌÏÓØ.

ëÏÒÏÞÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÒÅŒÏÌÀÃÉÏÎÎÁÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÏÓÎÏŒÁÎÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÏÓÕÝÅ- ÓÔŒÉÌÁÓØ, ÎÏ ÎÅÚÁÍÅÔÎÏ: ÐÏÄ ÚÄÁÎÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÐÏÄŒÅÌÉ ÎÏŒÙÊ (É ÄÏŒÏÌØÎÏ ÐÒÏÞÎÙÊ) ÆÕÎÄÁÍÅÎÔ, ÎÏ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÏ ÖÉÌØÃÏŒ ÐÒÏ ÜÔÏ ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÎÅ ÚÎÁÀÔ.

ôÁË ÞÔÏ ÖÅ, ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÌÏÇÉËÁ ÂÅÓÐÏÌÅÚÎÁ? îÉ Œ ËÏÅÍ ÓÌÕÞÁÅ: ÏÎÁ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÆÉÌÏÓÏÆÓËÉÊ ÉÎÔÅÒÅÓ Ë ÏÓÎÏŒÁÎÉÑÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÎÏ É ÓÏ- ÄÅÒÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÒÁÓÉŒÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÁÖ- ÎÙ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÎÏ É ÄÌÑ computer science.

œ ÜÔÏÊ ËÎÉÖËÅ ÍÙ ÒÁÓÓËÁÖÅÍ ÏÂ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÃÅÎÔÒÁÌØ- ÎÙÈ ÐÏÎÑÔÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÉ | ÑÚÙËÁÈ É ÉÓ- ÞÉÓÌÅÎÉÑÈ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. œ ÜÔÉÈ ÑÚÙËÁÈ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÔØ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÓŒÑÚËÉ ĂÉĄ, ĂÉÌÉĄ, ĂÅÓÌÉ . . . ÔÏĄ, Á ÔÁËÖÅ ËŒÁÎÔÏÒÙ ĂÄÌÑ ŒÓÅÈĄ É ĂÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔĄ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÉÈ ÓÒÅÄÓÔŒ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÆÏÒÍÁÌÉÚÁÃÉÉ ÍÁÔÅÍÁ- ÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÏÒÉÊ É ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÒÏÓÔÙÅ ÆÏÒ- ÍÁÌØÎÙÅ ÐÒÁŒÉÌÁ, ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÔÒÁÖÁÀÝÉÅ ÓÍÙÓÌ ÜÔÉÈ ÌÏ- ÇÉÞÅÓËÉÈ ÓÒÅÄÓÔŒ.

áŒÔÏÒÙ ÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ ÅÝč ÒÁÚ ÐÏÂÌÁÇÏÄÁÒÉÔØ ÓŒÏÅÇÏ ÕÞÉÔÅÌÑ, œÌÁÄÉÍÉÒÁ áÎÄÒÅÅŒÉÞÁ õÓÐÅÎÓËÏÇÏ, ÌÅË- ÃÉÉ, ÔÅËÓÔÙ É ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏŒÌÉÑÌÉ ÎÁ ÎÉÈ (É ÎÁ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÉ), ŒÅÒÏÑÔÎÏ, ÄÁÖÅ Œ ÂÏÌØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÞÅÍ ÁŒÔÏÒÙ ÜÔÏ ÏÓÏÚÎÁÀÔ.

ðÒÉ ÐÏÄÇÏÔÏŒËÅ ÔÅËÓÔÁ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÙ ÚÁÐÉÓÉ á. åŒ- ÆÉÍØÅŒÓËÏÇÏ É á. òÏÍÁÝÅÎËÏ (ËÏÔÏÒÙÊ ÔÁËÖÅ ÐÒÏÞčÌ ÐÒÅÄŒÁÒÉÔÅÌØÎÙÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ËÎÉÇÉ É ÎÁÛčÌ ÔÁÍ ÎÅÍÁÌÏ ÏÛÉÂÏË).

ïÒÉÇÉÎÁÌ-ÍÁËÅÔ ËÎÉÇÉ ÐÏÄÇÏÔÏŒÌÅÎ Åč ÒÅÄÁËÔÏÒÏÍ, œ. œ. ûÕŒÁÌÏŒÙÍ; ÂÅÚ ÅÇÏ ÎÁÓÔÏÊÞÉŒÏÓÔÉ (ŒÐÌÏÔØ ÄÏ ÇÏ- ÔÏŒÎÏÓÔÉ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÚÁ ÏÛÉÂËÉ) ÏÒÉÇÉ- ÎÁÌ-ÍÁËÅÔ ŒÒÑÄ ÌÉ ÐÏÑŒÉÌÓÑ ÂÙ Ë ËÁËÏÍÕ-ÌÉÂÏ ÓÒÏËÕ. ïÎ

ÖÅ ŒÍÅÓÔÅ Ó í. á. õÛÁËÏŒÙÍ (ÎÁÛÅÄÛÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÏÛÉÂÏË) ÐÏÄÇÏÔÏŒÉÌ ÐÒÅÄÍÅÔÎÙÊ ÕËÁÚÁÔÅÌØ. íÙ ÐÒÉÚÎÁÔÅÌØÎÙ ÔÁËÖÅ ë. ó. íÁËÁÒÙÞÅŒÕ É à. ó. íÁ- ËÁÒÙÞÅŒÕ, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÎÉÍÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÞÌÉ ŒčÒÓÔËÕ ËÎÉÇÉ É ÎÁÛÌÉ ÔÁÍ ÎÅÍÁÌÏ ÏÐÅÞÁÔÏË.

áŒÔÏÒÙ ÐÒÉÚÎÁÔÅÌØÎÙ «Ecole Normale Sup«erieure de Lyon (æÒÁÎÃÉÑ) ÚÁ ÐÏÄÄÅÒÖËÕ É ÇÏÓÔÅÐÒÉÉÍÓÔŒÏ ŒÏ ŒÒÅ- ÍÑ ÎÁÐÉÓÁÎÉÑ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÉ.

éÚÄÁÎÉÅ ËÎÉÇÉ ÓÔÁÌÏ ŒÏÚÍÏÖÎÙÍ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ òÏÓÓÉÊ- ÓËÏÍÕ ÆÏÎÄÕ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÉÊ, Á ÔÁËÖÅ é. œ. ñÝÅÎËÏ, ËÏÔÏÒÙÊ ÕÇÏŒÏÒÉÌ ÁŒÔÏÒÏŒ ÐÏÄÁÔØ ÔÕÄÁ ÚÁ- ÑŒËÕ.

îÁËÏÎÅÃ, ÍÙ ÂÌÁÇÏÄÁÒÉÍ ÓÏÔÒÕÄÎÉËÏŒ, ÁÓÐÉÒÁÎÔÏŒ É ÓÔÕÄÅÎÔÏŒ ËÁÆÅÄÒÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÉ ÍÅÈÍÁÔÁ íçõ, Á ÔÁËÖÅ ŒÓÅÈ ÕÞÁÓÔÎÉËÏŒ ÎÁÛÉÈ ÌÅËÃÉÊ É ÓÅÍÉÎÁ- ÒÏŒ É ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ ÐÒÅÄŒÁÒÉÔÅÌØÎÙÈ ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÉ.

ðÒÏÓÉÍ ÓÏÏÂÝÁÔØ Ï ŒÓÅÈ ÏÛÉÂËÁÈ É ÏÐÅÞÁÔËÁÈ ÁŒÔÏ- ÒÁÍ (ÜÌÅËÔÒÏÎÎÙÅ ÁÄÒÅÓÁ ver@mccme.ru, shen@mccme.ru; ÐÏÞÔÏŒÙÊ ÁÄÒÅÓ: íÏÓËŒÁ, 121002, âÏÌØÛÏÊ œÌÁÓØÅŒÓËÉÊ ÐÅÒ., 11, íÏÓËÏŒÓËÉÊ ÃÅÎÔÒ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ- ÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ).

î. ë. œÅÒÅÝÁÇÉÎ, á. ûÅÎØ

1. ìÏÇÉËÁ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ

1.1. œÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÑ É ÏÐÅÒÁÃÉÉ

ĂåÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ß ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ, ÔÏ ß | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ. îÏ ÏÎÏ ÎÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ. úÎÁÞÉÔ, ß ÎÅ ÒÁÃÉÏ- ÎÁÌØÎÏ.Ą íÙ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÙ ÚÎÁÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ß, ËÁ- ËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ É ËÁËÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ- ÓËÉÍ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÉÚÎÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÒÁŒÉÌØÎÏ | Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÄŒÕÈ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÐÏÓÙÌÏË ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ. ôÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÓÉÔÕ- ÁÃÉÉ | ËÏÇÄÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÏÔ ÓÍÙÓÌÁ ŒÈÏÄÑÝÉÊ Œ ÎÅÇÏ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ | ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÐÒÅÄÍÅÔ ÌÏÇÉËÉ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ.

ôÁËÏÅ ÎÁÞÁÌÏ (ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÅÓÌÉ ÕÞÅÓÔØ, ÞÔÏ ËÕÒÓ ÌÏÇÉËÉ ŒÈÏÄÉÌ Œ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ ÆÉÌÏÓÏÆÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ, ÇÄÅ ÔÁË- ÖÅ ÉÚÕÞÁÌÁÓØ ĂÄÉÁÌÅËÔÉÞÅÓËÁÑ ÌÏÇÉËÁĄ) ÎÁÓÔÏÒÁÖÉŒÁÅÔ, ÎÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÁÛÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ŒÐÏÌ- ÎÅ ÔÏÞÎÙÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ, ÈÏÔÑ ÍÙ ÎÁÞÎčÍ Ó ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÍÏÔÉŒÉÒÏŒÏË.

œÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÑ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÉÓÔÉÎÎÙÍÉ É ÌÏÖÎÙÍÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, Ă2^{16} + 1 | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏĄ | ÉÓÔÉÎÎÏÅ ŒÙÓËÁ- ÚÙŒÁÎÉÅ, Á Ă2^{32} +1 | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏĄ | ÌÏÖÎÏÅ (ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 641). ðÒÏ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÅ ĂÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÅÓËÏ- ÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÙÈ p, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ p + 2 | ÔÁËÖÅ ÐÒÏ- ÓÔÏÅĄ ÎÉËÔÏ ÎÅ ÂÅÒčÔÓÑ ÓËÁÚÁÔØ ÎÁŒÅÒÎÑËÁ, ÉÓÔÉÎÎÏ ÏÎÏ ÉÌÉ ÌÏÖÎÏ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ăx ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2Ą Œ ÜÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÅÍ, ÐÏËÁ ÎÅ ÓËÁÚÁÎÏ, ÞÅÍÕ ÒÁŒ- ÎÏ x; ÐÒÉ ÒÁÚÎÙÈ x ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÒÁÚÎÙÅ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÑ, ÏÄÎÉ ÉÓÔÉÎÎÙÅ (ÐÒÉ ÞčÔÎÏÍ x), ÄÒÕÇÉÅ | ÌÏÖÎÙÅ (ÐÒÉ ÎÅÞčÔÎÏÍ x).

œÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÑÔØ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ Ó ÐÏ- ÍÏÝØÀ ĂÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÓŒÑÚÏËĄ. üÔÉ ÓŒÑÚËÉ ÉÍÅÀÔ ÄÏŒÏÌØ- ÎÏ ÓÔÒÁÎÎÙÅ, ÎÏ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÙÅ ÎÁÚŒÁÎÉÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ (ÔÁÂÌ. 1). ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ Œ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ A ⇒ B ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÅ A ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÏÓÙÌËÏÊ, ÉÌÉ ÁÎÔÅÃÅÄÅÎÔÏÍ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ, Á B | ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅÍ, ÉÌÉ ËÏÎÓÅËŒÅÎÔÏÍ.

çÏŒÏÒÑÔ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔ-

ÓŒÑÚËÁ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁÚŒÁÎÉÅ A É B A&B A ∧ B ËÏÎSSÀÎËÃÉÑ A and B A ÉÌÉ B A ∨ B A or B ÄÉÚSSÀÎËÃÉÑ ÎÅ A ¬A ∼A A ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ A ÎÅŒÅÒÎÏ not A ÉÚ A ÓÌÅÄÕÅÔ B A → B A ⇒ B ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ ÅÓÌÉ A, ÔÏ B A ⊃ B ÓÌÅÄÏŒÁÎÉÅ A ŒÌÅÞčÔ B if A then B B | ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ A

ôÁÂÌÉÃÁ 1. ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÓŒÑÚËÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ É ÎÁÚŒÁÎÉÑ

ÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ é (ÉÓÔÉÎÁ), ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÉÓÔÉÎÎÏ, ÉÌÉ ì (ÌÏÖØ), ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÌÏÖÎÏ. éÎÏÇÄÁ ŒÍÅÓÔÏ é ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÅÔÓÑ ÂÕËŒÁ T (true) ÉÌÉ ÞÉÓÌÏ 1, Á ŒÍÅÓÔÏ ì | ÂÕËŒÁ F (false) ÉÌÉ ÞÉÓÌÏ 0. (ó ÐÅÒŒÏÇÏ ŒÚÇÌÑÄÁ ÉÄÅÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ŒÙÂÒÁÔØ ÞÉÓÌÁ 0 É 1 ËÁÖÅÔÓÑ ÄÉËÏÊ | ËÁËÁÑ ÂÙ ÐÏÌØÚÁ ÍÏÇÌÁ ÂÙÔØ ÏÔ, ÓËÁÖÅÍ, ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÎÙÈ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÊ? õÄÉŒÉÔÅÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Œ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÇÏÄÙ ÏÂÎÁÒÕ- ÖÉÌÏÓØ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÐÏÌØÚÁ ÅÓÔØ, É ÅÓÌÉ ÏÐÅÒÉÒÏŒÁÔØ Ó ÉÓ- ÔÉÎÏÊ É ÌÏÖØÀ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÍÎÏÇÏ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ. îÏ ÜÔÏ ŒÙÈÏ- ÄÉÔ ÚÁ ÒÁÍËÉ ÎÁÛÅÊ ËÎÉÇÉ.)

ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÓŒÑÚËÉ ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÓÏÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÌÏÖÎÙÅ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÑ ÉÚ ÐÒÏÓÔÙÈ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÓÏÓÔÁŒ- ÎÏÇÏ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØÀ ÅÇÏ ÞÁ- ÓÔÅÊ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÔÁÂÌÉÃÅÊ 2.

ôÅ ÖÅ ÐÒÁŒÉÌÁ ÍÏÖÎÏ ÉÚÌÏÖÉÔØ ÓÌÏŒÅÓÎÏ. œÙÓËÁÚÙŒÁ- ÎÉÅ A∧B ÉÓÔÉÎÎÏ, ÅÓÌÉ ÏÂÁ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÑ A É B ÉÓÔÉÎÎÙ. œÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÅ A ∨ B ÉÓÔÉÎÎÏ, ÅÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ŒÙ- ÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ A É B ÉÓÔÉÎÎÏ. œÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÅ A → B ÌÏÖÎÏ Œ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ: ÅÓÌÉ A ÉÓÔÉÎÎÏ, Á B ÌÏÖÎÏ. îÁ- ËÏÎÅÃ, ¬A ÉÓÔÉÎÎÏ Œ ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ A ÌÏÖÎÏ.

A B A ∧ B A ∨ B A → B ì ì ì ì é ì é ì é é é ì ì é ì é é é é é

A ¬A ì é é ì

ôÁÂÌÉÃÁ 2. ôÁÂÌÉÃÙ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÓŒÑÚÏË

éÚ ŒÓÅÈ ÓŒÑÚÏË ÂÏÌØÛÅ ŒÓÅÇÏ ŒÏÐÒÏÓÏŒ ŒÙÚÙŒÁÅÔ ÉÍ- ÐÌÉËÁÃÉÑ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÎÅ ÏÞÅÎØ ÐÏÎÑÔÎÏ, ÐÏÞÅÍÕ ÎÁ- ÄÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÓËÁÖÅÍ, ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÑ ĂÅÓÌÉ 2 × 2 = 5, ÔÏ 2 × 2 = 4Ą É ĂÅÓÌÉ 2 × 2 = 5, ÔÏ 3 × 3 = 1Ą ÉÓÔÉÎÎÙÍÉ. (éÍÅÎÎÏ ÔÁË ÇÏŒÏÒÑÔ ÎÁÛÉ ÔÁÂÌÉÃÙ: ì → é = ì → ì = = é.) óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ÔÁËÏÍ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÉ ÅÓÔØ ÓÍÙÓÌ.

ïÂÝÅÐÒÉÚÎÁÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ x ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4, ÔÏ ÏÎÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÅ

(x ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4) → (x ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2)

ÉÓÔÉÎÎÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ x. ðÏÄÓÔÁŒÉÍ ÓÀÄÁ x = 5: ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÌÏÖÎÙ, Á ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Œ ÃÅÌÏÍ ÉÓÔÉÎÎÏ. ðÒÉ x = 6 ÐÏ- ÓÙÌËÁ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ ÌÏÖÎÁ, Á ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÉÓÔÉÎÎÏ, É ŒÓÑ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ ÉÓÔÉÎÎÁ. îÁËÏÎÅÃ, ÐÒÉ x = 8 ÐÏÓÙÌËÁ É ÚÁ- ËÌÀÞÅÎÉÅ ÉÓÔÉÎÎÙ É ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ Œ ÃÅÌÏÍ ÉÓÔÉÎÎÁ. ó ÄÒÕ- ÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (ÅÓÌÉ x ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2, ÔÏ x ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4) ÎÅŒÅÒÎÏ, É ÞÉÓÌÏ 2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÔÒÐÒÉ- ÍÅÒÏÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÓÙÌËÁ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ ÉÓÔÉÎÎÁ, ÚÁËÌÀÞÅ- ÎÉÅ ÌÏÖÎÏ, É ÓÁÍÁ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ ÌÏÖÎÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØÀ Åč ÞÁÓÔÅÊ (Á ÎÅ ÎÁÌÉÞÉÅÍ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ËÁ- ËÉÈ-ÔÏ ÐÒÉÞÉÎÎÏ-ÓÌÅÄÓÔŒÅÎÎÙÈ ÓŒÑÚÅÊ), ÔÏ ŒÓÅ ÓÔÒÏËÉ ÔÁ- ÂÌÉÃÙ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÏÂÏÓÎÏŒÁÎÙ. þÔÏÂÙ ÐÏÄÞÅÒËÎÕÔØ ÔÁ- ËÏÅ ÕÚËÏ-ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÐÏÎÉÍÁÎÉÅ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ, ÆÉÌÏÓÏÆ- ÓËÉ ÎÁÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÌÏÇÉËÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔ Åč ĂÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÏÊ ÉÍ- ÐÌÉËÁÃÉÅÊĄ.

ôÅÐÅÒØ ÏÔ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÒÁÚÇÏŒÏÒÏŒ ÐÅÒÅÊÄčÍ Ë ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÑÍ. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÑ (ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏ-

ÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÅ) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÍÁÌÅÎØ- ËÉÍÉ ÌÁÔÉÎÓËÉÍÉ ÂÕËŒÁÍÉ É ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØ- ÎÙÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ. éÚ ÎÉÈ ÓÔÒÏÑÔÓÑ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÏ ÔÁËÉÍ ÐÒÁŒÉÌÁÍ:

• œÓÑËÁÑ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÅÓÔØ ÆÏÒ- ÍÕÌÁ.

• åÓÌÉ A | ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ, ÔÏ ¬A | ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ.

• åÓÌÉ A É B | ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÔÏ (A ∧ B), (A ∨ B) É (A → B) | ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ.

íÏÖÎÏ ÅÝč ÓËÁÚÁÔØ ÔÁË: ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÉÎÉ- ÍÁÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ- ÍÉ (ÓÌÏŒÏ ĂÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅĄ ÚÄÅÓØ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ: ŒÅÄØ ÅÓÌÉ ÂÙ ÍÙ ÏÂSSÑŒÉÌÉ ÌÀÂÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÓËÏÂÏË É ÓŒÑÚÏË ÆÏÒÍÕÌÏÊ, ÔÏ ÜÔÉ ÔÒÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÂÙÌÉ ÂÙ ÔÏÖÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ).

ðÕÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ ’ ÓÏÄÅÒÖÉÔ n ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÙÈ p_1; p_2; : : : ; p_n. åÓÌÉ ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ ŒÍÅÓÔÏ ÜÔÉÈ ÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ (é ÉÌÉ ì), ÔÏ ÐÏ ÔÁÂÌÉ- ÃÁÍ ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ Œ ÃÅÌÏÍ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÏÒÍÕÌÁ ÚÁÄÁčÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÆÕÎË- ÃÉÀ ÏÔ n ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉ- ÍÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ì É é. úÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÔÁËÖÅ ÌÅÖÁÔ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ {ì; é}, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ B . íÙ ÂÕÄÅÍ ÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÕÖÅ ÕÐÏÍÉÎÁŒÛÅÊÓÑ ÔÒÁÄÉÃÉÉ É ÏÔÏÖ- ÄÅÓÔŒÌÑÔØ é Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ, Á ì | Ó ÎÕÌčÍ, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ B ÅÓÔØ {0; 1}. æÏÒÍÕÌÁ ’ ÚÁÄÁčÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÉÐÁ B^n → B . ôÁËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÔÁËÖÅ ÂÕÌÅŒÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑ- ÍÉ n ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ.

ðÒÉÍÅÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ (p ∧ (q ∧ ¬r)). ïÎÁ ÉÓ- ÔÉÎÎÁ Œ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ËÏÇÄÁ p É q ÉÓÔÉÎÎÙ, Á r ÌÏÖÎÏ (ÓÍ. ÔÁÂÌÉÃÕ 3).

îÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ŒÙÒÁÖÁÀÔ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁËÏÎÙ | ÓÏÓÔÁŒÎÙÅ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÑ, ÉÓÔÉÎÎÙÅ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÏÔ ÓÍÙp q r ¬r (q ∧ ¬r) (p ∧ (q ∧ ¬r)) 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 1 1 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0

ôÁÂÌÉÃÁ 3. ôÁÂÌÉÃÁ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÄÌÑ (p ∧ (q ∧ ¬r)).

ÓÌÁ ÉÈ ÞÁÓÔÅÊ. ôÁËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ (ÉÓÔÉÎÎÙÅ ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÑÈ ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ ÎÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ) ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÔÁŒÔÏ- ÌÏÇÉÑÍÉ.

ðÒÉÍÅÒ. æÏÒÍÕÌÁ ((p ∧ q) → p) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉ- ÅÊ (ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÏÓÔÁŒÉŒ ÔÁÂÌÉÃÕ). ïÎÁ ŒÙÒÁÖÁÅÔ ÔÁËÏÊ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ÚÁËÏÎ: ÉÚ ËÏÎSSÀÎËÃÉÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÅÒŒÏÅ ÉÚ ÎÉÈ.

1. ëÁË ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÄÉÚSSÀÎË- ÃÉÉ É ËÁËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÅÇÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔ?

äŒÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÉÓÔÉÎÎÙ ÐÒÉ ÏÄÎÉÈ É ÔÅÈ ÖÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ÄÒÕ- ÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÂÕÌÅŒÕ ÆÕÎË- ÃÉÀ). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÏÒÍÕÌÁ (p∧(p → q)) ÉÓÔÉÎÎÁ ÌÉÛØ ÐÒÉ p = q = é, É ÐÏÔÏÍÕ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÆÏÒÍÕÌÅ (p ∧ q).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ((p ∧ q) ∨ q). ïÎÁ ÉÓÔÉÎÎÁ, ÅÓÌÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ q ÉÓÔÉÎÎÁ, É ÌÏÖÎÁ, ÅÓÌÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ q ÌÏÖÎÁ. èÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÆÏÒÍÕÌÅ q, ÎÏ ÔÕÔ ÅÓÔØ ÆÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ: ÏÎÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄŒÅ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÙÅ É ÐÏÔÏÍÕ ÚÁÄÁčÔ ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ ÄŒÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ (ÔÉÐÁ B ×B → B ), Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË ÆÏÒÍÕÌÁ q ÚÁÄÁčÔ ÆÕÎË- ÃÉÀ ÏÄÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ. íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÏÂÒÁÝÁÔØ ÎÁ ÜÔÏ ŒÎÉÍÁÎÉÑ É ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ- ÍÉ. œÏÏÂÝÅ, ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÓÐÉÓÏË ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ p_1; : : : ; p_n, ÓÏ- ÄÅÒÖÁÝÉÊ ŒÓÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ’ (É, ŒÏÚ- ÍÏÖÎÏ, ÅÝč ËÁËÉÅ-ÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ), ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ

ÆÏÒÍÕÌÁ ’ ÚÁÄÁčÔ ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ n ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ, ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÎÁ ÄÅÌÅ ÚÁŒÉÓÑÝÕÀ ÎÅ ÏÔ ŒÓÅÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ (ÐÏÓÔÏÑÎÎÕÀ ÐÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍ)

ðÏÓÌÅ ÓÄÅÌÁÎÎÙÈ ÏÇÏŒÏÒÏË ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÊ ÆÁËÔ: ÆÏÒÍÕÌÙ ’ É ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ((’ → ) ∧ ( → ’)) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁŒ- ÔÏÌÏÇÉÅÊ. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅ (p ↔ q) ÄÌÑ ((p → q) ∧ ∧ (q → p)), ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÏÂ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌ Œ ŒÉÄÅ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÊ. œÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÁ- ËÉÈ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÅÊ:

ôÅÏÒÅÍÁ 1. æÏÒÍÕÌÙ

(p ∧ q) ↔ (q ∧ p);

((p ∧ q) ∧ r) ↔ (p ∧ (q ∧ r));

(p ∨ q) ↔ (q ∨ p);

((p ∨ q) ∨ r) ↔ (p ∨ (q ∨ r)); (p ∧ (q ∨ r)) ↔ ((p ∧ q) ∨ (p ∧ r)); (p ∨ (q ∧ r)) ↔ ((p ∨ q) ∧ (p ∨ r));

¬(p ∧ q) ↔ (¬p ∨ ¬q); ¬(p ∨ q) ↔ (¬p ∧ ¬q);

(p ∨ (p ∧ q)) ↔ p; (p ∧ (p ∨ q)) ↔ p;

(p → q) ↔ (¬q → ¬p); p ↔ ¬¬p ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÑÍÉ.

◁ ðÅÒŒÙÅ ÞÅÔÙÒÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ŒÙÒÁÖÁÀÔ ËÏÍÍÕ- ÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ É ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ ËÏÎSSÀÎËÃÉÉ É ÄÉÚSSÀÎË- ÃÉÉ. ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÔÏÒÕÀ: ÌÅŒÁÑ É ÐÒÁŒÁÑ ÞÁ- ÓÔÉ ÉÓÔÉÎÎÙ Œ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÙÅ ÉÓÔÉÎÎÙ), É ÐÏÔÏÍÕ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ. (äÌÑ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÉ ÕÄÏÂÎÅÅ ÓÍÏÔÒÅÔØ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÌÏÖÎÁ.)

äŒÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÕÔŒÅÒÖÄÁÀÔ ÄÉÓÔÒÉ- ÂÕÔÉŒÎÏÓÔØ | ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Œ ËÏÌØÃÁÈ ÚÄÅÓØ ŒÅÒÎÙ ÏÂÁ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÄÉÓÔÒÉ-

ÂÕÔÉŒÎÏÓÔÉ. ðÒÏŒÅÒÉÔØ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÌÅÇËÏ, ÅÓÌÉ ÏÔ- ÄÅÌØÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÉ ÉÓÔÉÎÎÏÇÏ É ÌÏÖÎÏÇÏ p.

óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄŒÁ ÓŒÏÊÓÔŒÁ, ÚÁËÏÎÙ äÅ íÏÒÇÁÎÁ, ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÚÎÁÑ, ÞÔÏ ËÏÎSSÀÎËÃÉÑ ÉÓÔÉÎÎÁ, Á ÄÉÚSSÀÎËÃÉÑ ÌÏÖÎÁ ÌÉÛØ Œ ÏÄÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. üÔÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÉÎÏÇÄÁ ŒÙÒÁ- ÖÁÀÔ ÓÌÏŒÁÍÉ: ĂËÏÎSSÀÎËÃÉÑ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÁ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÉĄ.

äÁÌÅÅ ÓÌÅÄÕÀÔ ÄŒÁ ÏÞÅŒÉÄÎÙÈ ÚÁËÏÎÁ ÐÏÇÌÏÝÅÎÉÑ (ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÍÙ ÕÖÅ ÕÐÏÍÉÎÁÌÉ).

úÁ ÎÉÍÉ ÉÄčÔ ÐÒÁŒÉÌÏ ËÏÎÔÒÁÐÏÚÉÃÉÉ, ËÏÔÏÒÏÅ ÇÏŒÏ- ÒÉÔ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ĂÅÓÌÉ x ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ, ÔÏ x ÞčÔÎÏĄ É ĂÅÓÌÉ x ÎÅÞčÔÎÏ, ÔÏ x ÎÅÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏĄ ÒÁŒ- ÎÏÓÉÌØÎÙ. èÏÔÑ ÏÎÏ É ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÁÂÌÉÃ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ, Ó ÎÉÍ ÓŒÑÚÁÎÙ ÌÀÂÏÐÙÔÎÙÅ ÐÁÒÁÄÏË- ÓÙ. œÏÔ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ.

âÉÏÌÏÇ á ŒÙÄŒÉÎÕÌ ÇÉÐÏÔÅÚÕ: ŒÓÅ ŒÏÒÏÎÙ ÞčÒÎÙÅ. ðÒÏŒÅÒÑÑ Åč, ÏÎ ŒÙÛÅÌ ŒÏ ÄŒÏÒ É ÏÂÎÁÒÕÖÉÌ ÎÁ ÄÅÒÅŒÅ ŒÏÒÏÎÕ. ïÎÁ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÞčÒÎÏÊ. âÉÏÌÏÇ á ÒÁÄÕÅÔÓÑ | ÇÉ- ÐÏÔÅÚÁ ÐÏÄÔŒÅÒÖÄÁÅÔÓÑ. âÉÏÌÏÇ â ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÌ ÇÉ- ÐÏÔÅÚÕ ÔÁË: ŒÓÅ ÎÅ-ÞčÒÎÙÅ ÐÒÅÄÍÅÔÙ | ÎÅ ŒÏÒÏÎÙ (ÐÒÉ- ÍÅÎÉŒ ÎÁÛÅ ÐÒÁŒÉÌÏ ËÏÎÔÒÁÐÏÚÉÃÉÉ) É ÎÅ ÓÔÁÌ ŒÙÈÏÄÉÔØ ŒÏ ÄŒÏÒ, Á ÏÔËÒÙÌ ÈÏÌÏÄÉÌØÎÉË É ÎÁÛčÌ ÔÁÍ ÏÒÁÎÖÅŒÙÊ ÐÒÅÄÍÅÔ. ïÎ ÏËÁÚÁÌÓÑ ÁÐÅÌØÓÉÎÏÍ, Á ÎÅ ŒÏÒÏÎÏÊ. âÉÏÌÏÇ â ÏÂÒÁÄÏŒÁÌÓÑ | ÇÉÐÏÔÅÚÁ ÐÏÄÔŒÅÒÖÄÁÅÔÓÑ | É ÐÏÚŒÏÎÉÌ ÂÉÏÌÏÇÕ á. ôÏÔ ÕÄÉŒÌÑÅÔÓÑ | Õ ÎÅÇÏ ÔÏÖÅ ÅÓÔØ ÁÐÅÌØÓÉÎ Œ ÈÏÌÏÄÉÌØÎÉËÅ, ÎÏ Ó ÅÇÏ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÎÉËÁËÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ Ë ÅÇÏ ÇÉÐÏÔÅÚÅ ÁÐÅÌØÓÉÎ ÎÅ ÉÍÅÅÔ : : :

äÒÕÇÏÊ ÐÁÒÁÄÏËÓ: Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ĂËÔÏ ÎÅ Ó ÎÁÍÉ, ÔÏÔ ÐÒÏÔÉŒ ÎÁÓĄ É ĂËÔÏ ÎÅ ÐÒÏÔÉŒ ÎÁÓ, ÔÏÔ Ó ÎÁÍÉĄ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ.

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ (É ÏÞÅŒÉÄÎÏÅ) ÐÒÁŒÉÌÏ p ↔ ¬¬p ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÎÑÔÉÅÍ ÄŒÏÊÎÏÇÏ ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ. ▷

2. ðÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÁÍ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ: ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÅÒŒÁÑ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ P ∩ ∩ Q = Q ∩ P ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ P É Q. ëÁËÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÏÓÔÁÌØÎÙÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÑÍ?

3. äŒÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÔÏÌØËÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ É ÓŒÑÚËÉ ∧, ∨ É ¬, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ŒÓÀÄÕ ÚÁÍÅÎÉÔØ ∧ ÎÁ ∨ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.

äÁÌÅËÏ ÎÅ ŒÓÅ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÉ ÉÍÅÀÔ ÑÓÎÙÊ ÉÎÔÕÉÔÉŒÎÙÊ ÓÍÙÓÌ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÏÒÍÕÌÁ (p → q)∨(q → p) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁŒ- ÔÏÌÏÇÉÅÊ (ÅÓÌÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ p É q ÌÏÖÎÏ, ÔÏ ÉÚ ÎÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ŒÓč, ÞÔÏ ÕÇÏÄÎÏ; ÅÓÌÉ ÏÂÁ ÉÓÔÉÎÎÙ, ÔÏ ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÓÔÉÎÎÁ), ÈÏÔÑ É ÏÔÞÁÓÔÉ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÎÁÛÅÊ ÉÎÔÕÉÃÉÉ | ÐÏÞÅÍÕ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏ, ÉÚ ÄŒÕÈ ÎÉËÁË ÎÅ ÓŒÑÚÁÎÎÙÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ÏÄÎÏ ŒÌÅÞčÔ ÄÒÕÇÏÅ? åÝč ÂÏ- ÌÅÅ ÚÁÇÁÄÏÞÎÁ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÑ

((p → q) → p) → p

(ÈÏÔÑ Åč ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÓÔÏÉÔ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÁÂÌÉÃ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ).

ïÔÓÔÕÐÌÅÎÉÅ Ï ÐÏÌØÚÅ ÓËÏÂÏË. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÁÛÅ ÏÐ- ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÅÒØčÚÎÙÊ ÐÒÏÂÅÌ. þÔÏ- ÂÙ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔØ ÅÇÏ, ÚÁÄÁÄÉÍ ÓÅÂÅ ŒÏÐÒÏÓ: ÚÁÞÅÍ ÎÕÖÎÙ ÓËÏÂËÉ Œ ÆÏÒÍÕÌÁÈ? ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÓÅÂÅ, ÞÔÏ ÍÙ ÉÚÍÅÎÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, É ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ P ∧ Q É P ∨ Q ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ P É Q. ïÓÔÁÎÕÔÓÑ ÌÉ ÎÁÛÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ Œ ÓÉÌÅ?

ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÍÙ ÓÔÏÌËÎčÍÓÑ Ó ÔÒÕÄÎÏÓÔØÀ ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÂÕÌÅŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕ- ÌÅ. œ ÜÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÍÙ ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÌÉ ÎÕÌÉ É ÅÄÉÎÉÃÙ ÎÁ ÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ÚÁÔÅÍ ŒÙÞÉÓÌÑÌÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÏÒ- ÍÕÌÙ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÁÂÌÉÃ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÓŒÑÚÏË. îÏ ÔÅ- ÐÅÒØ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÉÚÍÅÎÉÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÆÏÒÍÕ- ÌÁ p ∧ q ∨ r ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÄŒÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ | ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ p ∧ q É r Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ∨ É ÉÚ ÆÏÒ- ÍÕÌ p É q ∨ r Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ∧. üÔÉ ÄŒÁ ÔÏÌËÏŒÁÎÉÑ ÄÁÄÕÔ ÒÁÚÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉ ÐÏÐÙÔËÅ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÅ 0 ∧ 0 ∨ 1.

éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÓËÏÂËÉ ÎÕÖÎÙ, ÞÔÏÂÙ ÇÁÒÁÎ- ÔÉÒÏŒÁÔØ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÓÉÎÔÁËÓÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÚÂÏÒÁ ÆÏÒ- ÍÕÌÙ. ôÏÞÎÅÅ ÇÏŒÏÒÑ, ŒÅÒÎÏ ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 2 (ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÒÁÚÂÏÒÁ). ðÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØ- ÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÁÑÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÁ ÒÏŒÎÏ Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÞÅÔÙÒčÈ ŒÉÄÏŒ (A ∧ B),

(A ∨ B), (A → B) ÉÌÉ ¬A, ÇÄÅ A É B | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÏÒ- ÍÕÌÙ, ÐÒÉÞčÍ A É B (Œ ÐÅÒŒÙÈ ÔÒčÈ ÓÌÕÞÁÑÈ) ŒÏÓÓÔÁÎÁ- ŒÌÉŒÁÀÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

◁ æÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÔÁË: ÎÁÚÏŒčÍ ÓËÏÂÏÞÎÙÍ ÉÔÏÇÏÍ ÒÁÚÎÉÃÕ ÍÅÖÄÕ ÞÉÓÌÏÍ ÏÔ- ËÒÙŒÁÀÝÉÈÓÑ É ÚÁËÒÙŒÁÀÝÉÈÓÑ ÓËÏÂÏË. éÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÆÏÒÍÕÌÙ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÁËÕÀ ÌÅÍÍÕ:

ìÅÍÍÁ. óËÏÂÏÞÎÙÊ ÉÔÏÇ ÆÏÒÍÕÌÙ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. óËÏ- ÂÏÞÎÙÊ ÉÔÏÇ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ É ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, ÌÉÛØ ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÎÁÞÁÌÏ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ŒÓÅÊ ÆÏÒ- ÍÕÌÏÊ, ÐÕÓÔÏ ÉÌÉ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ.

óÌÏŒÁ ĂÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀĄ ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ ÍÙ ÐÒÏŒÅÒÑÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Á ÔÁËÖÅ ÄÏËÁ- ÚÙŒÁÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÎÏ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌ A É B, ÔÏ ÏÎÏ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌ (A ∧ B), (A ∨ B), (A → B) É ¬A.

ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ ËÁË ÌÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ, ÒÁÚÂÏÒ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÒÏ- ŒÏÄÉÔÓÑ ÔÁË: ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ, ÔÏ ÍÏ- ÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÁ ÌÉÛØ ÐÏ ÔÒÅÔØÅÍÕ ÐÒÁŒÉÌÕ. åÓÌÉ ÖÅ ÏÎÁ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÓÏ ÓËÏÂËÉ, ÔÏ ÎÁÄÏ ÓËÏÂËÕ ÕÄÁÌÉÔØ, Á ÐÏ- ÔÏÍ ÉÓËÁÔØ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÎÁÞÁÌÏ, ÉÍÅÀÝÅÅ ÎÕÌÅŒÏÊ ÓËÏÂÏÞÎÙÊ ÉÔÏÇ É ÎÅ ÏËÁÎÞÉŒÁÀÝÅÅÓÑ ÎÁ ÚÎÁË ÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ. ôÁËÏÅ ÎÁÞÁÌÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ (ËÁË ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÉÓÐÏÌØ- ÚÕÑ ÌÅÍÍÕ). üÔÏ ÎÁÞÁÌÏ É ÂÕÄÅÔ ÐÅÒŒÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÆÏÒÍÕÌÙ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÆÏÒÍÕÌÁ ÒÁÚÂÉÒÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. ▷ îÅÔ ÓÍÙÓÌÁ ŒÄÁŒÁÔØÓÑ Œ ÐÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ (ÎÅÓÌÏÖ- ÎÏÇÏ) ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ: ŒÏÏÂÝÅ-ÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÒÁÚÂÏÒÁ ÆÏÒ- ÍÕÌ | ÜÔÏ ÏÔÄÅÌØÎÁÑ ÂÏÌØÛÁÑ É ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ŒÁÖÎÁÑ ÔÅ- ÍÁ (Œ ÐÅÒŒÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ Œ ÓŒÑÚÉ Ó ËÏÍÐÉÌÑÔÏÒÁÍÉ). ðÒÉŒÅ- ÄčÎÎÙÊ ÎÁÍÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÏÐÔÉÍÁÌÅÎ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÙ ŒÏÏÂÝÅ ÍÏÖÅÍ ÏÂÏÊÔÉ ÜÔÕ ÐÒÏÂÌÅÍÕ, ÐÏÔÒÅ- ÂÏŒÁŒ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÉ ÚÁÐÉÓÉ ÆÏÒÍÕÌ ÌÅŒÁÑ É ÐÒÁŒÁÑ ÓËÏÂËÉ, ÏËÒÕÖÁÀÝÉÅ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÓŒÑÚÙŒÁÌÉÓØ ÌÉÎÉÅÊ | ÔÏÇÄÁ ÏÄ- ÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÒÁÚÂÏÒÁ ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÅ ŒÙÚÙŒÁÅÔ ŒÏÐÒÏÓÏŒ, É ÂÏÌØÛÅ ÎÉÞÅÇÏ ÎÁÍ ÎÅ ÎÁÄÏ.

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÐÕÓËÁÔØ ÓËÏÂËÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÌÉÂÏ ÎÅ ÉÇÒÁÀÔ ÒÏÌÉ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ËÏÎSS- ÀÎËÃÉÀ ÔÒčÈ ÞÌÅÎÏŒ, ÎÅ ÕËÁÚÙŒÁÑ ÐÏÒÑÄÏË ÄÅÊÓÔŒÉÊ Œ

ÓÉÌÕ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔÉ), ÌÉÂÏ ÑÓÎÙ ÉÚ ËÏÎÔÅËÓÔÁ.

4. ðÏÌØÓËÉÊ ÌÏÇÉË ìÕËÁÓÅŒÉÞ ÐÒÅÄÌÁÇÁÌ ÏÂÈÏÄÉÔØÓÑ ÂÅÚ ÓËÏÂÏË, ÚÁÐÉÓÙŒÁÑ Œ ÆÏÒÍÕÌÁÈ ÓÎÁÞÁÌÁ ÚÎÁË ÏÐÅÒÁÃÉÉ, Á ÐÏÔÏÍ ÏÐÅÒÁÎÄÙ (ÂÅÚ ÐÒÏÂÅÌÏŒ É ÒÁÚÄÅÌÉÔÅÌÅÊ). îÁÐÒÉÍÅÒ, (a + b) × × (c + (d × e)) Œ ÅÇÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ ËÁË ×+ab+c×de. üÔÕ ÚÁÐÉÓØ ÅÝč ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÏÌØÓËÏÊ ÚÁÐÉÓØÀ. ïÂÒÁÔÎÁÑ ÐÏÌØ- ÓËÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÎÅč ÔÅÍ, ÞÔÏ ÚÎÁË ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÉÄčÔ ÐÏÓÌÅ ÏÐÅÒÁÎÄÏŒ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÐÏÒÑÄÏË ÄÅÊ- ÓÔŒÉÊ ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

1.2. ðÏÌÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓŒÑÚÏË

òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÁÑ ÎÁÍÉ ÓÉÓÔÅÍÁ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÓŒÑÚÏË (∧, ∨, →, ¬) ÐÏÌÎÁ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÍÙÓÌÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 3 (ðÏÌÎÏÔÁ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓŒÑÚÏË). ìÀÂÁÑ ÂÕÌÅŒÁ ÆÕÎËÃÉÑ n ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÁ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÏ- ÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ.

◁ ðÒÏÝÅ ŒÓÅÇÏ ÐÏÑÓÎÉÔØ ÜÔÏ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ. ðÕÓÔØ, ÎÁ- ÐÒÉÍÅÒ, ÂÕÌÅŒÁ ÆÕÎËÃÉÑ ’(p; q; r) ÚÁÄÁÎÁ ÔÁÂÌÉÃÅÊ 4.

p q r ’(p; q; r) 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 1 0 1 0 1 1 0 0 1 1 1 1

(¬p ∧ ¬q ∧ ¬r)∨ ∨(¬p ∧ q ∧ r)∨ ∨(p ∧ q ∧ r)

ôÁÂÌÉÃÁ 4. âÕÌÅŒÁ ÆÕÎËÃÉÑ É ÚÁÄÁÀÝÁÑ Åč ÆÏÒÍÕÌÁ.

œ ÔÁÂÌÉÃÅ ÅÓÔØ ÔÒÉ ÓÔÒÏËÉ Ó ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ Œ ÐÒÁŒÏÊ ËÏ- ÌÏÎËÅ | ÔÒÉ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ÂÕÌÅŒÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÓÔÉÎÎÁ (ÒÁŒ- ÎÁ 1). îÁÐÉÛÅÍ ÔÒÉ ËÏÎSSÀÎËÃÉÉ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏ- ËÒÙŒÁÅÔ ÏÄÉÎ ÓÌÕÞÁÊ (Á Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÔÒÏËÁÈ ÌÏÖÎÁ), É ÓÏÅÄÉÎÉÍ ÉÈ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÅÊ. îÕÖÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÁ.

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÐÒÉÍÅÎÉÍÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÁÂÌÉÃÙ (Ó ÌÀÂÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ). ▷ äÌÑ ÆÏÒÍÕÌ ÐÏÄÏÂÎÏÇÏ ŒÉÄÁ ÅÓÔØ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÅ ÎÁ- ÚŒÁÎÉÅ: ÆÏÒÍÕÌÙ Œ ÄÉÚSSÀÎËÔÉŒÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ. âÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ: ÌÉÔÅÒÁÌÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÉÌÉ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ËÏÎSSÀÎËÔÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÁÑ ËÏÎSSÀÎËÃÉÑ ÌÉÔÅÒÁÌÏŒ, Á ÄÉÚSSÀÎËÔÉŒÎÏÊ ÎÏÒ- ÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÑ ËÏÎSSÀÎËÔÏŒ. œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ Œ ËÁÖÄÙÊ ËÏÎSSÀÎËÔ ŒÈÏÄÉÔ n ÌÉÔÅÒÁÌÏŒ (ÇÄÅ n | ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ), Á ÞÉÓÌÏ ËÏÎSSÀÎËÔÏŒ ÒÁŒ- ÎÏ ÞÉÓÌÕ ÓÔÒÏË Ó ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ É ÍÏÖÅÔ ÍÅÎÑÔØÓÑ ÏÔ ÎÕÌÑ (ÔÏÇÄÁ, ÐÒÁŒÄÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅ ÓÏŒÓÅÍ ÆÏÒÍÕÌÁ, Á ĂÐÕÓÔÁÑ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÑĄ, É Åč ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ŒÓÅÇÄÁ ÌÏÖÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÔÉÐÁ p∧¬p) ÄÏ 2^n (ÅÓÌÉ ÂÕÌÅŒÁ ÆÕÎËÃÉÑ ŒÓÅÇÄÁ ÉÓÔÉÎÎÁ).

5. äÌÉÎÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 3 ÆÏÒÍÕ- ÌÙ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÞÉÓÌÁ ÅÄÉÎÉÃ: ÆÏÒÍÕÌÁ ÂÕÄÅÔ ËÏÒÏÔËÏÊ, ÅÓÌÉ ÅÄÉÎÉÃ Œ ÔÁÂÌÉÃÅ ÍÁÌÏ. á ËÁË ÎÁÐÉÓÁÔØ (ÓÒÁŒÎÉÔÅÌØÎÏ) ËÏ- ÒÏÔËÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÅÓÌÉ Œ ÔÁÂÌÉÃÅ ÍÁÌÏ ÎÕÌÅÊ, Á Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ ÅÄÉÎÉÃÙ?

éÎÏÇÄÁ ÐÏÌÅÚÎÁ ËÏÎSSÀÎËÔÉŒÎÁÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ËÏÎSSÀÎËÃÉÀ ÄÉÚSSÀÎËÔÏŒ. ëÁÖÄÙÊ ÄÉÚSSÀÎËÔ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÌÉÔÅÒÁÌÏŒ, ÓÏÅÄÉÎčÎÎÙÈ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÑÍÉ. ôÅÏÒÅÍÕ 3 ÍÏÖÎÏ ÔÅÐÅÒØ ÕÓÉÌÉÔØ ÔÁË:

ôÅÏÒÅÍÁ 4. œÓÑËÁÑ ÂÕÌÅŒÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÙÒÁ- ÖÅÎÁ ÆÏÒÍÕÌÏÊ, ÎÁÈÏÄÑÝÅÊÓÑ Œ ÄÉÚSSÀÎËÔÉŒÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌØ- ÎÏÊ ÆÏÒÍÅ, Á ÔÁËÖÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ, ÎÁÈÏÄÑÝÅÊÓÑ Œ ËÏÎSSÀÎË- ÔÉŒÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ.

◁ ðÅÒŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ. œÔÏÒÁÑ ÞÁÓÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁ ÐÅÒŒÏÊ, ÎÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÉ Ó ÎÕÌčÍ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÊ ÄÉÚSSÀÎËÔ.

íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ ¬’ Œ ÄÉÚSSÀÎË- ÔÉŒÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ, Á ÚÁÔÅÍ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÚÁ- ËÏÎÁÍÉ äÅ íÏÒÇÁÎÁ, ÞÔÏÂÙ ŒÎÅÓÔÉ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ ŒÎÕÔÒØ. ▷ 6. ðÒÏŒÅÄÉÔÅ ŒÔÏÒÏÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÏÄÒÏÂÎÏ. œÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔ, ÞÔÏÂÙ Œ ËÁÖÄÏÍ ËÏÎSSÀÎËÔÅ (ÉÌÉ ÄÉÚSSÀÎË- ÔÅ) ŒÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ ŒÓÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ. (ðÏŒÔÏÒÑÔØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ ÂÏÌØÛÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÁÚÁ ÓÍÙÓÌÁ ÎÅÔ; ÅÓÌÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÁÑ É Åč ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ ŒÈÏÄÑÔ Œ ÏÄÎÕ ËÏÎSSÀÎËÃÉÀ, ÔÏ ÜÔÁ

ËÏÎSSÀÎËÃÉÑ ŒÓÅÇÄÁ ÌÏÖÎÁ É Åč ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÏÓÉÔØ.)

7. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÂÕÌÅŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ n ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÀÂÁÑ ÄÉÚSSÀÎËÔÉŒÎÁÑ ÉÌÉ ËÏÎSSÀÎËÔÉŒÎÁÑ ÎÏÒÍÁÌØ- ÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÌÉÛØ ÞÌÅÎÙ ÄÌÉÎÙ n. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÒÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÔÅ ÆÕÎËÃÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÍÅÎÑÅÔ ÓŒÏč ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ.)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 3 ÍÙ ÏÂÏ- ÛÌÉÓØ ÂÅÚ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ. üÔÏ É ÎÅ ÕÄÉŒÉÔÅÌØÎÏ, ÔÁË ËÁË ÏÎÁ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÀ É ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ:

(p → q) ↔ (¬p ∨ q)

(ÐÒÏŒÅÒØÔÅ!). íÙ ÍÏÇÌÉ ÂÙ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÔÏÌØËÏ ËÏÎSSÀÎËÃÉ- ÅÊ É ÏÔÒÉÃÁÎÉÅÍ, ÔÁË ËÁË

(p ∨ q) ↔ ¬(¬p ∧ ¬q);

ÉÌÉ ÔÏÌØËÏ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÅÊ É ÏÔÒÉÃÁÎÉÅÍ, ÔÁË ËÁË

(p ∧ q) ↔ ¬(¬p ∨ ¬q)

(ÏÂÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ŒÙÔÅËÁÀÔ ÉÚ ÚÁËÏÎÏŒ äÅ íÏÒÇÁÎÁ; ÉÈ ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ É ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ). ëÁË ÇÏŒÏÒÑÔ, ÓÉ- ÓÔÅÍÁ ÓŒÑÚÏË ∧; ¬, Á ÔÁËÖÅ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓŒÑÚÏË ∨; ¬ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍÉ. (ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Ó ÉÈ ÐÏÍÏ- ÝØÀ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÌÀÂÕÀ ÂÕÌÅŒÕ ÆÕÎËÃÉÀ.)

8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓŒÑÚÏË ¬; → ÐÏÌÎÁ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ËÁË ÚÁÐÉÓÁÔØ ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÀ?)

á ŒÏÔ ÂÅÚ ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÎÅÌØÚÑ. óÉÓÔÅÍÁ ÓŒÑÚÏË ∧; ∨; → ÎÅÐÏÌÎÁ | É ÐÏ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÒÉÞÉÎÅ: ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÉÓÔÉÎÎÙ, ÔÏ ÌÀÂÁÑ ÉÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ, ÓÏÄÅÒÖÁ- ÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÓŒÑÚËÉ, ÉÓÔÉÎÎÁ. (ëÁË ÇÏŒÏÒÑÔ, ŒÓÅ ÜÔÉ ÓŒÑÚËÉ ĂÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÅÄÉÎÉÃÕĄ.)

9. ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÁÑ ÔÏÌØËÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓŒÑÚÏË ∧ É ∨, ÚÁÄÁčÔ ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ ÂÕÌÅŒÕ ÆÕÎË- ÃÉÀ (Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÏÔ ÕŒÅÌÉÞÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÏÖÅÔ ÔÏÌØËÏ ŒÏÚÒÁÓÔÉ | ÉÌÉ ÏÓÔÁÔØÓÑ ÐÒÅÖÎÉÍ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÂÕÌÅŒÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÙÒÁÖÅÎÁ ÆÏÒÍÕÌÏÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÔÏÌØ- ËÏ ∧ É ∨.

10. ðÕÓÔØ ’ → | ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÑ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄčÔ- ÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ø , ËÏÔÏÒÁÑ ŒËÌÀÞÁÅÔ Œ ÓÅÂÑ ÔÏÌØËÏ ÏÂÝÉÅ ÄÌÑ ’ É ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ (’ → ø ) É (ø → ) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÑÍÉ. (âÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÑ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÙ Ó ËŒÁÎÔÏÒÁÍÉ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÅÍÍÏÊ ëÒÅÊÇÁ.)

œ ÐÒÉÎÃÉÐÅ ÍÙ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÔØÓÑ ÞÅÔÙÒØÍÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÍÉ ÓŒÑÚËÁÍÉ. ìÀÂÁÑ ÂÕÌÅŒÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÖÅÔ ÉÇÒÁÔØ ÒÏÌØ ÓŒÑÚËÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓŒÑÚ- ËÕ (p notand q), ÚÁÄÁŒÁÅÍÕÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ

(p notand q) ↔ ¬(p ∧ q)

(ÓÌÏŒÁÍÉ: (p notand q) ÌÏÖÎÏ, ÌÉÛØ ÅÓÌÉ p É q ÉÓÔÉÎÎÙ). þÅÒÅÚ ÎÅč ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ (p notand p), ÐÏÓÌÅ ÞÅ- ÇÏ ÍÏÖÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ ËÏÎSSÀÎËÃÉÀ, Á ÚÁÔÅÍ, ËÁË ÍÙ ÚÎÁ- ÅÍ, É ŒÏÏÂÝÅ ÌÀÂÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ. (úÎÁËÏÍÙÅ Ó ÃÉÆÒÏŒÙÍÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÈÅÍÁÍÉ ÍÁÌÏÇÏ ÕÒÏŒÎÑ ÉÎÔÅÇÒÁÃÉÉ ÈÏÒÏÛÏ ÚÎÁËÏÍÙ Ó ÜÔÉÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅÍ: ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÚÁ- ÐÁÓ ÓÈÅÍ é-îå ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÔØ ÌÀÂÕÀ ÔÒÅÂÕÅÍÕÀ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ŒÙÈÏÄÁ ÏÔ ŒÈÏÄÏŒ.)

äÒÕÇÁÑ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁÑ ÐÏÌÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓŒÑÚÏË | ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2, ËÏÎSSÀÎËÃÉÑ É ËÏÎÓÔÁÎÔÁ 1 (ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ 0-ÁÒÎÏÊ ÓŒÑÚËÏÊ, ÚÁÄÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ ÎÕÌÑ ÁÒ- ÇÕÍÅÎÔÏŒ). ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÎÙÅ Œ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÂÕÌÅŒÙ ÆÕÎË- ÃÉÉ ÓÔÁÎÏŒÑÔÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÁÍÉ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ËÏÌØÃÅ ŒÙÞÅÔÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2. éÄÅÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÂÕÌÅŒÙ ÆÕÎË- ÃÉÉ ËÁË ÐÏÌÉÎÏÍÙ (ÏËÁÚÁŒÛÁÑÓÑ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÏ ÐÌÏÄÏÔŒÏÒ- ÎÏÊ Œ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÇÏÄÙ) ÂÙÌÁ ŒÙÓËÁÚÁÎÁ Œ 1927 Ç. ÒÏÓÓÉÊ- ÓËÉÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÍ éŒÁÎÏÍ éŒÁÎÏŒÉÞÅÍ öÅÇÁÌËÉÎÙÍ.

îÁÚÏŒčÍ ÍÏÎÏÍÏÍ ËÏÎSSÀÎËÃÉÀ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÙÈ ÉÌÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ 1 (ËÏÔÏÒÕÀ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁÓÓÍÁ- ÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ËÏÎSSÀÎËÃÉÀ ÎÕÌÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ). îÁÚŒÁÎÉÅ ÜÔÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÔÁË ËÁË ÐÒÉ ÎÁÛÉÈ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÑÈ (1 ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÅÔ ÉÓÔÉÎÕ, 0 | ÌÏÖØ) ËÏÎSSÀÎËÃÉÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ.

îÁÚÏŒčÍ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ ÓÕÍÍÕ ÔÁËÉÈ ÍÏÎÏÍÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕ- ÌÀ 2 (ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ 0 ⊕ 0 = 0, 0 ⊕ 1 = 1 ⊕ 0 = 1 É 1 ⊕ 1 = 0). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄŒÁ ÐÏŒÔÏÒÑÀÝÉÈÓÑ ÍÏÎÏÍÁ ÍÏÖÎÏ

ÓÏËÒÁÔÉÔØ (ŒÅÄØ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2), ÔÁË ÞÔÏ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÐÏÌÉÎÏÍÙ ÂÅÚ ÐÏŒÔÏÒÑÀÝÉÈÓÑ ÍÏ- ÎÏÍÏŒ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÐÏÒÑÄÏË ÞÌÅÎÏŒ Œ ÍÏÎÏÍÅ (ËÁË É ÐÏÒÑÄÏË ÍÏÎÏÍÏŒ Œ ÐÏÌÉÎÏÍÅ) ÒÏÌÉ ÎÅ ÉÇÒÁÅÔ, ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÔØ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5 (Ï ÐÏÌÉÎÏÍÁÈ öÅÇÁÌËÉÎÁ). œÓÑËÁÑ ÂÕÌÅŒÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ.

◁ óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÉÓËÏÍÏÇÏ ÐÏÌÉÎÏÍÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅ- ÏÒÅÍÙ 4, ÔÁË ËÁË ËÏÎSSÀÎËÃÉÑ ÅÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, ÏÔÒÉÃÁ- ÎÉÅ | ÐÒÉÂÁŒÌÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ, Á ÄÉÚSSÀÎËÃÉÀ ÍÏÖÎÏ ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ ŒÙÒÁÚÉÔØ (ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ p + q + pq). îÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ÚÁ- ÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ÎÕÖÎÙ: ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 0 É 1, ÔÁË ÞÔÏ x^n ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ x.

íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÉÚŒÅÓÔÎÏÅ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Ó ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ (Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ ÄŒÕÈÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÐÏÌÅ ŒÙÞÅÔÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2) ÚÁÄÁčÔÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ. (ïÔÓÀ- ÄÁ, ËÓÔÁÔÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÏŒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 3.)

äÁÌÅÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ, ÓËÏÌØËÏ ÂÕÌÅŒÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, Á ÉÍÅÎÎÏ 2^{2n} . œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÂÕÌÅŒÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÌÀÂÏÅ ÉÚ ÄŒÕÈ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÊ Œ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ 2^n ÔÏÞÅË ÂÕÌÅŒÁ ËÕÂÁ B^n , Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÏÖÅÔ ŒËÌÀÞÁÔØ ÉÌÉ ÎÅ ŒËÌÀÞÁÔØ ÌÀÂÏÊ ÉÚ 2^n ÍÏÎÏÍÏŒ. (íÏÎÏÍÏŒ ÒÏŒÎÏ 2^n, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÎÏÍ ŒËÌÀÞÁ- ÅÔ ÉÌÉ ÎÅ ŒËÌÀÞÁÅÔ ÌÀÂÕÀ ÉÚ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.) ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚÂÙÔËÁ ÐÏÌÉÎÏÍÏŒ ÎÅÔ, É ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÉÍÁ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ, ÔÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

íÏÖÎÏ É ÎÅ ÓÓÙÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÓŒÅÄÅÎÉÑ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÔÅÏ- ÒÅÍÕ 4, Á ÄÁÔØ ÑŒÎÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ. üÔÏ ÕÄÏÂÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ n. ðÕÓÔØ ÍÙ ÕÖÅ ÕÍÅÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÌÀ- ÂÕÀ ÂÕÌÅŒÕ ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ n − 1 ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÏ- ÌÉÎÏÍÁ. ôÏÇÄÁ ’(p_1; : : : ; p_n) ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ËÁË

’(p_1; : : : ; p_n) = ’(0; p_2; : : : ; p_n)+ + [’(0; p_2; : : : ; p_n) + ’(1; p_2; : : : ; p_n)]p_1

(ÐÒÏŒÅÒØÔÅ). ïÓÔÁčÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ ÍÏÖ- ÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ.

äÌÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔÉ ÔÁËÖÅ ÅÓÔØ ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÏ: ÐÕÓÔØ ÄŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (ÉÍÅÀÝÉÅ ÓÔÅÐÅÎØ 1 ÐÏ ËÁÖ- ÄÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ) ÒÁŒÎÙ ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ôÏÇÄÁ ÉÈ ÓÕÍÍÁ (ÉÌÉ ÒÁÚÎÏÓÔØ | ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÏÉÓÈÏÄÑÔ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ (ÓÏÄÅÒ- ÖÉÔ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÍÏÎÏÍÙ), ÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ. ôÁË ÎÅ ÂÙŒÁÅÔ, É ÜÔÏ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅ- ÌÅ, ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ A(p_1; : : : ; p_n) ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ

A(p_1; : : : ; p_n) = B(p_2; : : : ; p_n) + p_1C(p_2; : : : ; p_n);

ÇÄÅ B É C | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÓÎÁÞÁÌÁ p_1 = 0, Á ÚÁÔÅÍ p_1 = 1, ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ B É C ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ, É ÐÏÔÏÍÕ (ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ) ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ (ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÍÏÎÏÍÏŒ). ▷

11. ðÕÓÔØ F | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÏÌÅ. îÁÚÏŒčÍ ÍÕÌØÔÉÌÉÎÅÊ- ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÐÏÌÉÎÏÍ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ F , Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÓÅ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÉ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÒÁŒÎÙ ÌÉÂÏ 0, ÌÉ- ÂÏ 1. (ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÙÊ ÍÏÎÏÍ Œ ÎÅÊ ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ É ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÂÅÚ ÐÏŒÔÏÒÅ- ÎÉÊ.) âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ B = {0; 1} ËÁË ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ F . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÂÕÌÅŒÁ ÆÕÎËÃÉÑ B^n → B ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÍÕÌØÔÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ F^n → F , É ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÕÌØÔÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÃÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ.

åÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÂÕÌÅŒÙ ÆÕÎËÃÉÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓŒÑÚÏË, ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ŒÏÐÒÏÓ: Œ ËÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÂÏÒ ÂÕÌÅŒÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÐÏÌÎÙÊ ÂÁÚÉÓ? (üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÂÕÌÅŒÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ËÏÍ- ÐÏÚÉÃÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ, Ô. Å. ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÇÄÅ ÓŒÑÚËÁÍÉ ÓÌÕÖÁÔ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁÂÏÒÁ.) ðÏÄÏÂ- ÎÙÅ ŒÏÐÒÏÓÙ ŒÙÚÙŒÁÌÉ Œ ÓŒÏč ŒÒÅÍÑ ÂÏÌØÛÏÊ ÉÎÔÅÒÅÓ É ÂÙÌÉ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚÕÞÅÎÙ. îÁÞÁÌØÎÙÍ ÜÔÁÐÏÍ ÑŒÉÌÏÓØ ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 6 (ËÒÉÔÅÒÉÊ ðÏÓÔÁ). îÁÂÏÒ ÂÕÌÅŒÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÎÅ ÓÏ- ÄÅÒÖÉÔÓÑ ÃÅÌÉËÏÍ ÎÉ Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÐÑÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ĂÐÒÅÄ-

ÐÏÌÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒĄ:

• ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ;

• ÆÕÎËÃÉÉ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅ ÎÕÌØ;

• ÆÕÎËÃÉÉ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅ ÅÄÉÎÉÃÕ;

• ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ;

• ÓÁÍÏÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ.

(æÕÎËÃÉÑ f ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÎÅÕÂÙŒÁ- ÅÔ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÓŒÏÉÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ. æÕÎËÃÉÑ f ÓÏÈÒÁ- ÎÑÅÔ ÎÕÌØ/ÅÄÉÎÉÃÕ, ÅÓÌÉ f(0; : : : ; 0) = 0 (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎ- ÎÏ f(1; : : : ; 1) = 1). æÕÎËÃÉÑ f ÌÉÎÅÊÎÁ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÉÍÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÓÅ ÍÏÎÏÍÙ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. îÁËÏÎÅÃ, ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÓÁÍÏÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ f(1 − p_1; : : : ; 1 − p_n) = = 1 − f(p_1; : : : ; p_n).)

◁ åÓÌÉ ÎÁÂÏÒ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ËÌÁÓÓÏŒ, ÔÏ É ŒÓÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÔÁËÖÅ ÎÅ ŒÙÈÏÄÑÔ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ (ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ËÌÁÓÓÏŒ Œ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ) É ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁÂÏÒ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ. äÏËÁÖÅÍ ÏÂÒÁÔ- ÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ŒÙÂÒÁÎÁ ËÁ- ËÁÑ-ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ, Œ ÎčÍ ÎÅ ÌÅÖÁÝÁÑ. õÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ Ó ÐÏ- ÍÏÝØÀ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ŒÙÂÒÁÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ŒÓÅ ÂÕÌÅŒÙ ÆÕÎËÃÉÉ.

õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ, ÎÅ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÁÑ ÎÕÌØ. ðÏÄÓÔÁŒÉÍ ŒÍÅÓÔÏ ŒÓÅÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ. ðÏ- ÌÕÞÉÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÁÑ ÎÕÌØ Œ ÅÄÉÎÉÃÕ, ÔÏ ÅÓÔØ ÌÉÂÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ 1, ÌÉÂÏ ÏÔÒÉ- ÃÁÎÉÅ. óÄÅÌÁŒ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ Ó ÆÕÎËÃÉÅÊ, ÎÅ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÊ ÅÄÉÎÉÃÕ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÌÉÂÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ ÎÕÌØ, ÌÉÂÏ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Õ ÎÁÓ ÌÉÂÏ ÅÓÔØ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ, ÌÉÂÏ ÏÂÅ ËÏÎ- ÓÔÁÎÔÙ 0 É 1.

åÓÌÉ ÅÓÔØ ÏÂÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÔÏ ŒÓč ÒÁŒÎÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕ- ÞÉÔØ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ. œÏÚØÍčÍ ÎÅÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ. ìÅÇ- ËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÄÏÌÖÎÁ ÍÅÎÑÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Ó ÅÄÉÎÉÃÙ ÎÁ ÎÕÌØ ÐÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÏÄÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ Ó

ÎÕÌÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ (Œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÂÕÄÅÍ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÔØ ÁÒ- ÇÕÍÅÎÔÙ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ, Œ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÍÏÍÅÎÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË- ÃÉÉ ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ.) úÁÆÉËÓÉÒÏŒÁŒ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÁÒ- ÇÕÍÅÎÔÏŒ (ŒÅÄØ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÅÓÔØ), ÐÏÌÕ- ÞÁÅÍ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ.

éÍÅÑ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ É ÎÅÓÁÍÏÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÌÅÇ- ËÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ (ÅÓÌÉ ÉÈ ÎÅ ÂÙÌÏ). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅ- ÌÅ, ÎÅÓÁÍÏÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ f(x_1; : : : ; x_n) = = f(1 − x_1; : : : ; 1 − x_n) ÄÌÑ ËÁËÉÈ-ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ x_1; : : : ; x_n ∈ ∈ {0; 1}. œÍÅÓÔÏ ÎÕÌÅŒÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x_1; : : : ; x_n ÐÏÄÓÔÁŒÉÍ p, ŒÍÅÓÔÏ ÅÄÉÎÉÃ ÐÏÄÓÔÁŒÉÍ ¬p, ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÏÄ- ÎÁ ÉÚ ËÏÎÓÔÁÎÔ. œÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅÍ.

ôÅÐÅÒØ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ É ÎÅÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f(p_1; : : : ; p_n). îÅÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Œ Åč ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÉ Œ ŒÉÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÅÓÔØ ÍÏÎÏÍ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÜÔÏÔ ÍÏÎÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ p_1 É p_2. óÇÒÕÐÐÉÒÕÅÍ ÞÌÅÎÙ ÐÏ ÞÅÔÙÒčÍ ÇÒÕÐÐÁÍ É ÐÏÌÕÞÉÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ

p_1p_2A(p_3; : : : ) + p_1B(p_3; : : : ) + p_2C(p_3; : : : ) + D(p_3; : : : ):

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ A(p_3; : : : ) ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕ- ÌÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÔÁË ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ŒÍÅÓÔÏ p_3; : : : ; p_n, ÞÔÏÂÙ ÐÅÒŒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÎÅ ÏÂÒÁÔÉÌÏÓØ Œ ÎÕÌØ. ôÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÉÍ ÌÉÂÏ p_1p_2 + d, ÌÉÂÏ p_1p_2 + p_1 + d, ÌÉÂÏ p_1p_2 + p_2 + d, ÌÉÂÏ p_1p_2 + p_1 + p_2 + d. óŒÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ d ÍÏÖÎÏ ÍÅÎÑÔØ, ÅÓÌÉ ÎÕÖÎÏ (Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ), ÔÁË ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÌÉÂÏ p_1p_2 (ËÏÎSSÀÎËÃÉÑ, É ŒÓč ÄÏËÁÚÁÎÏ), ÌÉÂÏ p_1p_2 + p_1 = p_1(p_2 + 1) = p_1 ∧ ¬p_2 (ÕÂÉÒÁÅÍ ÏÔÒÉÃÁ- ÎÉÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÎSSÀÎËÃÉÀ, ŒÓč ÄÏËÁÚÁÎÏ), ÌÉÂÏ p_1p_2 + p_2 (ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ), ÌÉÂÏ p_1p_2 + p_1 + p_2 = (1 + p_1)(1 + p_2) − 1 = = ¬(¬p_1 ∧ ¬p_2) = p_1 ∨ p_2 (ÄÉÚSSÀÎËÃÉÑ, ŒÓč ÄÏËÁÚÁÎÏ). ▷

1.3. óÈÅÍÙ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ

æÏÒÍÕÌÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÚÁÐÉÓÉ ËÏÍÐÏ- ÚÉÃÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ f, Á ÐÏÔÏÍ ÆÕÎËÃÉÀ g, ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÆÏÒ- ÍÕÌÏÊ g(f(x)). îÏ ÅÓÔØ É ÄÒÕÇÏÊ ÓÐÏÓÏÂ: ÍÏÖÎÏ ÉÚÏÂÒÁ-

ÚÉÔØ ËÁÖÄÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ Œ ŒÉÄÅ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ĂŒÈÏÄÏÍĄ É ĂŒÙÈÏÄÏÍĄ É ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ŒÙÈÏÄ ÆÕÎËÃÉÉ f ÓÏ ŒÈÏÄÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ g (ÒÉÓ. 1).

f g g(f(x))

òÉÓ. 1. äŒÁ ÓÐÏÓÏÂÁ ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ g ∘ f.

ôÁËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÏÔÎÀÄØ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÔÏ ÔÅ- ÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÍ. œ ÔÅÞÅÎÉÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÄÅÓÑÔËÏŒ ÌÅÔ ÜÌÅË- ÔÒÏÎÎÁÑ ÐÒÏÍÙÛÌÅÎÎÏÓÔØ ŒÙÐÕÓËÁÅÔ ÍÉËÒÏÓÈÅÍÙ, ËÏÔÏ- ÒÙÅ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ. ôÁËÁÑ ÍÉËÒÏÓÈÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÜÌÅËÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÎÔÁËÔÙ, ÎÁÐÒÑÖÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÄÉÒÕÅÔ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ é É ì. ëÏÎËÒÅÔÎÏÅ ÎÁÐÒÑ- ÖÅÎÉÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÔÉÐÁ ÓÈÅÍÙ, ÎÏ ÏÂÙÞÎÏ ÜÔÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ŒÏÌØÔ, É ŒÙÓÏËÉÊ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÚÅÍÌÅÎÉÑ) ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÃÅÊ, Á ÎÉÚËÉÊ ÎÕÌčÍ.

ïÄÎÏÊ ÉÚ ÔÉÐÉÞÎÙÈ ÓÈÅÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÈÅÍÁ é-îå, ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÄŒÁ ŒÈÏÄÁ É ÏÄÉÎ ŒÙÈÏÄ. óÉÇÎÁÌ ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅÍ ËÏÎSSÀÎËÃÉÉ ÓÉÇÎÁÌÏŒ ÎÁ ŒÈÏÄÅ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÙÓÏËÉÊ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ (ÓÉÇ- ÎÁÌ 1) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ŒÈÏÄÏŒ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ ÎÉÚËÉÊ (0). éÚ ÔÁËÏÊ ÓÈÅÍÙ ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÈÅÍÕ îå (ÉÚÍÅÎÑÀÝÕÀ ÕÒÏŒÅÎØ ÓÉÇÎÁÌÁ ÎÁ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏ- ÌÏÖÎÙÊ), ÓÏÅÄÉÎÉŒ ÐÒÏŒÏÄÏÍ ÄŒÁ ŒÈÏÄÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁ ÏÂÁ ŒÈÏÄÁ ÐÏÓÔÕÐÁÅÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÓÉÇÎÁÌ, É ÏÐÅÒÁÃÉÑ é ÅÇÏ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ (p ∧ p = p), Á îå ÍÅÎÑÅÔ ÎÁ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖ- ÎÙÊ. œÚÑŒ ÄŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ é-îå É ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ŒÔÏÒÏÊ ÉÚ ÎÉÈ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ îå, ÉÎŒÅÒÔÉÒÕÀÝÅÇÏ ÓÉÇÎÁÌ Ó ŒÙÈÏ- ÄÁ ÐÅÒŒÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÈÅÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÀ é. á ÅÓÌÉ ÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÄŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ îå ÐÅÒÅÄ ËÁÖÄÙÍ ÉÚ ŒÈÏÄÏŒ ÜÌÅÍÅÎÔÁ é-îå, ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÈÅÍÕ, ÒÅÁ- ÌÉÚÕÀÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ éìé: ¬(¬p ∧ ¬q) ↔ (p ∨ q).

ôÅÏÒÅÍÁ 3 Ï ÐÏÌÎÏÔÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓŒÑÚÏË ÔÅÐÅÒØ ÇÁÒÁÎÔÉ- ÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÕÀ ÂÕÌÅŒÕ ÆÕÎËÃÉÀ ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÔØ Œ ŒÉÄÅ ÓÈÅÍÙ. îÁÄÏ ÉÍÅÔØ Œ ŒÉÄÕ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÌÁÇÁ- ÅÍÁÑ Œ Åč ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ (ÄÉÚSSÀÎËÔÉŒÎÁÑ

ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ) ÉÍÅÅÔ ÓËÏÒÅÅ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÊ ÉÎÔÅ- ÒÅÓ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÓÈÅÍÁÍ ÏÞÅÎØ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÒÁÚ- ÍÅÒÁ ÄÁÖÅ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ŒÅÌÉËÏ). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÈÅÍÁ, ÓÒÁŒÎÉŒÁÀÝÁÑ ÄŒÁ 16-ÂÉÔÎÙÈ ÞÉÓÌÁ, ÄÏÌÖÎÁ ÉÍÅÔØ 32 ŒÈÏÄÁ É ÐÏÜÔÏÍÕ Œ Åč ÒÅÁÌÉÚÁ- ÃÉÉ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÄÉÚSSÀÎËÔÉŒÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÂÕ- ÄÅÔ ÐÏÒÑÄËÁ 2^{32} ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ | ÞÔÏ ÍÁÌÏ ÒÅÁÌØÎÏ. (íÅÖÄÕ ÔÅÍ ÔÁËÕÀ ÓÈÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÏÒÁÚÄÏ ÐÒÏÝÅ, ÉÚ ÎÅ- ÓËÏÌØËÉÈ ÓÏÔÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.)

ðÏÜÔÏÍÕ ŒÏÐÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ÓËÏÌØËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÎÕÖÎÏ ÄÌÑ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÔÏÊ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÂÏÌØ- ÛÏÊ ÉÎÔÅÒÅÓ | ËÁË ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÊ, ÔÁË É ÆÉÌÏÓÏÆÓËÉÊ. (ïÄÎÁ ÉÚ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÐÒÏÂÌÅÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÉÎÆÏÒÍÁ- ÔÉËÉ, ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ĂÐÒÏÂÌÅÍÁ ÐÅÒÅÂÏÒÁĄ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÁ Œ ÜÔÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ.)

íÙ ÓÅÊÞÁÓ ÄÁÄÉÍ ÂÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÈÅ- ÍÙ É ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÊ ÅÊ ÂÕÌÅŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. îÏ ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÏÔŒÅÔÉÍ ÎÁ ÔÁËÏÊ ŒÏÐÒÏÓ | ÐÏÞÅÍÕ ÍÙ ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÉÍ Ï ÓÈÅÍÁÈ? œÅÄØ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÂÕÌÅŒÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ Œ ŒÉÄÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÌÉ ÜÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ?

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÎÅ ÓÏŒÓÅÍ, É ÒÁÚÎÉÃÕ ÌÅÇËÏ ÕŒÉÄÅÔØ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ (ÒÉÓ. 2).

f g_2 g_1

h h(g_1(f(x)); g_2(f(x)))

òÉÓ. 2. üÌÅÍÅÎÔ ŒÈÏÄÉÔ Œ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄŒÁÖÄÙ.

úÄÅÓØ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔ ÓÈÅÍÙ (f) ÐÒÉÈÏÄÉÔ- ÓÑ ÕËÁÚÙŒÁÔØ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ ÄŒÁÖÄÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÅÇÏ ŒÙÈÏÄ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ŒÈÏÄÁ ÄŒÕÈ ÄÒÕÇÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. óÈÅÍÙ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÁËÏÇÏ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ ÎÅÔ (ÎÁ ÐÒÁËÔÉËÅ ŒÅ- ÔŒÌÅÎÉÅ ŒÐÏÌÎÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÈÏÔÑ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ĂÎÁÇÒÕÚÏÞ- ÎÏÊ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔØÀ ŒÙÈÏÄÁĄ, ËÁË ÇÏŒÏÒÑÔ ÉÎÖÅÎÅÒÙ), ËÁË ÒÁÚ É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÆÏÒÍÕÌÁÍ. îÏ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÕ-

ÞÅÎÎÁÑ ÉÚ ÄÁÎÎÏÊ ÓÈÅÍÙ ÆÏÒÍÕÌÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÌÉÎÎÏÊ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÓÈÅÍÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÂÏÌØÛÏÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÏ ËÏÐÉÊ ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÔÉ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ Ó ÒÏÓÔÏÍ ÇÌÕÂÉÎÙ ÓÈÅÍÙ.

èÏÔÑ ÉÄÅÑ ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÓÈÅÍÙ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÈ ÂÕÌÅŒÙ ÆÕÎËÃÉÉ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÇÌÑÄÎÁ, ÄÁÄÉÍ ÂÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. æÉËÓÉ- ÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÂÏÒ ÂÕÌÅŒÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ B. ðÕÓÔØ ÉÍÅ- ÅÔÓÑ n ÂÕÌÅŒÙÈ (ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 0 É 1) ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÙÈ x_1; : : : ; x_n, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÈ ŒÈÏÄÁÍÉ. ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ ÉÍÅ- ÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ ÂÕÌÅŒÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ y_1; : : : ; y_m, ÎÁ- ÚÙŒÁÅÍÙÈ ÐÒÏŒÏÄÎÉËÁÍÉ. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÒÏŒÏÄÎÉËÁ ÓÈÅÍÙ ÚÁÄÁÎÁ ÂÕÌÅŒÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ B, ŒÙÒÁÖÁÀÝÁÑ ÅÇÏ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÅ ÞÅÒÅÚ ÄÒÕÇÉÅ ÐÒÏŒÏÄÎÉËÉ É ŒÈÏÄÙ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÒÅ- ÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÎÅ ÂÙÌÏ ÃÉËÌÏŒ (ÃÉËÌ ÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ, ËÏÇÄÁ y_i ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ y_j , ËÏÔÏÒÏÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ y_k, . . . , ËÏÔÏÒÏÅ ÚÁŒÉ- ÓÉÔ ÏÔ y_i). ðÕÓÔØ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓÒÅÄÉ ÐÒÏŒÏÄÎÉËÏŒ ŒÙÄÅÌÅÎ ÏÄÉÎ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ŒÙÈÏÄÏÍ. œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎÁ ÓÈÅÍÁ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÂÁÚÉÓÅ B Ó n ŒÈÏÄÁÍÉ. þÉÓÌÏ m ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÒÁÚÍÅÒÏÍ ÓÈÅÍÙ. (ó ÔÏÞ- ËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÉÎÖÅÎÅÒÁ ÒÁÚÍÅÒ | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, Á ÂÁÚÉÓ B | ÜÔÏ ÁÓÓÏÒÔÉÍÅÎÔ ÄÏÓÔÕÐÎÙÈ ÅÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.)

ïÔÓÕÔÓÔŒÉÅ ÃÉËÌÏŒ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÏŒÏÄÎÉË, ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ŒÈÏÄÏŒ (ÉÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÁÊ- ÔÉ ÃÉËÌ: ŒÏÚØÍčÍ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÐÒÏŒÏÄÎÉË, ÚÁÔÅÍ ŒÏÚØÍčÍ ÔÏÔ ÐÒÏŒÏÄÎÉË, ÏÔ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÎ ÚÁŒÉÓÉÔ É Ô. Ä.). úÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏ- ÇÏ ÐÒÏŒÏÄÎÉËÁ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ- ÓÑ ÓÉÇÎÁÌÁÍÉ ÎÁ ŒÈÏÄÁÈ. óÒÅÄÉ ÏÓÔÁŒÛÉÈÓÑ ÐÒÏŒÏÄÎÉËÏŒ ÔÁËÖÅ ÎÅÔ ÃÉËÌÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ, ÚÁ- ŒÉÓÑÝÉÊ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÕÖÅ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ, É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÅÇÏ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÅ. ðÅÒÅÎÕÍÅÒÏŒÁŒ ÐÒÏŒÏÄÎÉËÉ Œ ÔÁËÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ, ÍÙ

ÍÏÖÅÍ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÉÓŒÁÉŒÁÎÉÊ

y_1 := f_1(: : : ); y_2 := f_2(: : : );

: : :

y_m := f_m(: : : );

Œ ÐÒÁŒÙÈ ÞÁÓÔÑÈ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÏÑÔ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ B, ÐÒÉÍÅ- ÎčÎÎÙÅ ËÏ ŒÈÏÄÁÍ É ÕÖÅ ÎÁÊÄÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÈÅÍÙ ÅÓÔØ y_m (ŒÓÅ ÐÏÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÅ ÐÒÉÓŒÁÉŒÁÎÉÑ ÕÖÅ ÎÅ ÎÕÖÎÙ). ôÁËÁÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ y_m ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ŒÈÏÄÏŒ, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÂÕÌÅŒÕ ÆÕÎËÃÉÀ.

ôÅÐÅÒØ ÎÁÂÏÒ ÂÕÌÅŒÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ B ÍÏÖÎÏ ÎÁÚŒÁÔØ ÐÏÌ- ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ ÂÕÌÅŒÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÓÈÅ- ÍÏÊ ÉÚ B-ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ, Åč ŒÙÞÉ- ÓÌÑÀÝÁÑ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ Œ ÐÒÁŒÙÈ ÞÁÓÔÑÈ ÐÒÉÓŒÁÉŒÁÎÉÊ ÓÔÏÑÔ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ B). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÏÌÎÏÔÙ ÒÁŒ- ÎÏÓÉÌØÎÏ ÐÒÅÖÎÅÍÕ, ÔÏ ÅÓÔØ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÂÕÌÅ- ŒÕ ÆÕÎËÃÉÀ Œ ŒÉÄÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÏ ÓŒÑÚËÁÍÉ ÉÚ B (ËÁË ÍÙ ÇÏŒÏÒÉÌÉ, ÒÁÚÎÉÃÁ ÔÏÌØËÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÜÌÅ- ÍÅÎÔ ÂÕÄÅÔ ÆÉÇÕÒÉÒÏŒÁÔØ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ).

óÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÂÕÌÅŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B ÎÁ- ÚÙŒÁÀÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ ÓÈÅÍÙ ÉÚ B-ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ŒÙ- ÞÉÓÌÑÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÀ f. åÇÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ size_B (f).

ôÅÏÒÅÍÁ 7. ðÕÓÔØ B_1 É B_2 | ÄŒÁ ÐÏÌÎÙÈ ÎÁÂÏÒÁ ÂÕ- ÌÅŒÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. ôÏÇÄÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÍÅÒÙ ÓÌÏÖÎÏ- ÓÔÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ: ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ C, ÞÔÏ size_{B1} (f) ⩽ C size_{B2} (f) É size_{B2} (f) ⩽ C size_{B1} (f) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f.

◁ õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÏÞÔÉ ÏÞÅŒÉÄÎÏ: ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÂÏÒÙ B_1 É B_2 ÐÏÌÎÙ, ÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÎÁÂÏÒÏŒ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÙÞÉÓÌÅÎÁ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÓÈÅÍÏÊ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÏÊ ÉÚ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ ÄÒÕÇÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ. ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ C ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÒÁÚÍÅÒ ÔÁËÉÈ ÓÈÅÍ, É ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÂÕÄÕÔ ŒÙ- ÐÏÌÎÑÔØÓÑ: ËÁÖÄÕÀ ÓÔÒÏËÕ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ C (ÉÌÉ ÍÅÎØÛÅ) ÓÔÒÏË Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ÆÕÎËÃÉÊ ÄÒÕ- ÇÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ. ▷ þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÂÕÌÅŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ n ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ? óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ n (ÄÌÑ ĂÎÁÕÇÁÄ ŒÚÑ- ÔÏÊĄ ÆÕÎËÃÉÉ).

ôÅÏÒÅÍÁ 8. (Á) ðÕÓÔØ c ¿ 2. ôÏÇÄÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÌÀÂÏÊ ÂÕ- ÌÅŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ n ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ c^n ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n. (Â) ðÕÓÔØ c ¡ 2. ôÏÇÄÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÁ ÂÕÌÅŒÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ n ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ÎÅ ÍÅÎØ- ÛÅ c^n ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n.

◁ ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅ- ÍÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ËÁËÏÊ ÐÏÌÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ŒÙÂÒÁÔØ (ÉÚ- ÍÅÎÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ c ÂÏÌÅÅ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÅÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ).

ðÅÒŒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÞÅŒÉÄÎÏ: ÒÁÚÍÅÒ ÓÈÅ- ÍÙ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÅÊ ÄÉÚSSÀÎËÔÉŒÎÕÀ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ Ó n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ, ÅÓÔØ O(n2^n), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^n ËÏÎSSÀÎËÔÏŒ ÒÁÚÍÅÒÁ O(n). (îÁÐÏÍÎÉÍ ÓÍÙÓÌ O-ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ: O(n2^n) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÅÒÈ- ÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ ŒÉÄÁ Cn2^n ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C.) ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ O(n2^n) ¡ c^n ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ c ¿ 2).

þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ŒÔÏÒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÏÃÅÎÉÍ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÈÅÍ (ÓËÁÖÅÍ, Œ ÂÁÚÉÓÅ é, éìé, îå) ÒÁÚÍÅ- ÒÁ N Ó n ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ. ëÁÖÄÁÑ ÔÁËÁÑ ÓÈÅÍÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÐÉÓÁÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÉÚ N ÐÒÉÓŒÁÉŒÁÎÉÊ, ŒÙÒÁ- ÖÁÀÝÉÈ ÏÄÎÕ ÉÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÞÅÒÅÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ. äÌÑ ËÁ- ÖÄÏÇÏ ÐÒÉÓŒÁÉŒÁÎÉÑ ÅÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 3(N + n)^2 ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ (ÔÒÉ ÔÉÐÁ ÏÐÅÒÁÃÉÊ | ËÏÎSSÀÎËÃÉÑ, ÄÉÚSSÀÎËÃÉÑ, ÏÔÒÉ- ÃÁÎÉÅ, É ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÄŒÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ŒÙ- ÂÉÒÁÅÔÓÑ ÓÒÅÄÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ N + n ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ). ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÏÃÅÎËÕ 2^{O(N log N)} ÎÁ ÞÉÓÌÏ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ N (ÓÞÉÔÁÑ N ⩾ n).

œÓÅÇÏ ÂÕÌÅŒÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ó n ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ ÉÍÅÅÔÓÑ 2^{2n} . éÚ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÞÔÏ ÐÒÉ c ¡ 2 É ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n ÂÕÌÅŒÙ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ c^n ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÍÅÎØÛÉÎÓÔŒÏ, ÔÁË ËÁË 2^{O(cn log cn)} ÍÎÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ 2^{2n} . ▷

12. ðÒÏŒÅÄÉÔÅ ŒÔÏÒÕÀ ÞÁÓÔØ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ É ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ” ¿ 0 ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÁ ÂÕÌÅŒÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ó n ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ”2^n=n.

œÅÒÈÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 8 ÍÏÖÎÏ ÕÓÉÌÉÔØ É ÐÏËÁ- ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÌÀÂÏÊ ÂÕÌÅŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ n ÁÒÇÕÍÅÎ- ÔÏŒ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ O(2^n=n).

13. (Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÈÅÍÕ ÒÁÚÍÅ- ÒÁ O(2^m) Ó 2^m ŒÙÈÏÄÁÍÉ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÕÀ ŒÓÅ 2^m ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÏÎSSÀÎËÔÏŒ ÄÌÉÎÙ m (ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ | ÓŒÏÊ ŒÙÈÏÄ). (õËÁÚÁ- ÎÉÅ: ÔÁËÕÀ ÓÈÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏ.) (Â) ðÏËÁÖÉ- ÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÈÅÍÕ ÒÁÚÍÅÒÁ O(2^{2m} ) Ó 2^{2m} ŒÙÈÏ- ÄÁÍÉ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÕÀ ŒÓÅ 2^{2m} ÂÕÌÅŒÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ m ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÜÔÕ ÓÈÅÍÕ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏ.) (Œ) ðÕÓÔØ ’(x1; : : : ; x_k; y1; : : : ; y_l) | ÂÕÌÅŒÁ ÆÕÎËÃÉÑ, ÁÒÇÕÍÅÎ- ÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÚÂÉÔÙ ÎÁ ÄŒÅ ÇÒÕÐÐÙ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Åč ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÉ 2^k ÞÌÅÎÏŒ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ C(x1; : : : ; x_k) ∧ D(y1; : : : ; y_l), ÇÄÅ C | ËÏÎSSÀÎËÔ, Á D | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÂÕÌÅŒÁ ÆÕÎËÃÉÑ. œÙŒÅÓÔÉ ÏÔÓÀÄÁ ÕÐÏÍÑ- ÎÕÔÕÀ ŒÙÛÅ ÏÃÅÎËÕ O(2^n=n). (õËÁÚÁÎÉÅ: ÒÁÚÕÍÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ k = n − log n + c, l = log n − c. óÍ. ÔÁËÖÅ [9] É [33].)

ôÅÏÒÅÍÁ 8, ÏÄÎÁËÏ, ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÇÏŒÏÒÉÔ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÂÕÌÅŒÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. óÉÔÕÁÃÉÑ ÚÄÅÓØ ÔÁËÏŒÁ. åÓÔØ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ É ÐÒÉčÍÙ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ŒÅÒÈ- ÎÉÈ ÏÃÅÎÏË. îÏ ÐÒÏ ÎÉÖÎÉÅ ÏÃÅÎËÉ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÏ ÐÒÁËÔÉÞÅ- ÓËÉ ÎÉÞÅÇÏ. ðÒÏ ÍÎÏÇÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÙ ÐÏÄÏÚÒÅŒÁÅÍ, ÞÔÏ ÉÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ŒÅÌÉËÁ (ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÞÉ- ÓÌÁ ŒÈÏÄÏŒ), ÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ ÐÏËÁ ÎÅ ÕÄÁčÔÓÑ. œÅÓØÍÁ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÉ ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉ- ÁÌØÎÙÅ ÎÉÖÎÉÅ ÏÃÅÎËÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÈ ËÌÁÓ- ÓÏŒ ÓÈÅÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÈÅÍ ÉÚ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÌÉ ÓÈÅÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÇÌÕÂÉÎÙ (ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÙ é É éìé Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ŒÈÏÄÏŒ). ðÏÌÕÞÅÎÉÅ ÜËÓ- ÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÏÃÅÎÏË ÄÌÑ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÈ ÓÈÅÍ | ÏÄÉÎ ÉÚ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÏÄÈÏÄÏŒ Ë ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÅ ÐÅÒÅÂÏÒÁ, ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÅ ÔÅÏÒÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ.

íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÕÇÌÕÂÌÑÔØÓÑ Œ ÜÔÕ ÔÅÏÒÉÀ, Á ÐÒÉŒÅÄčÍ ÌÉÛØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ŒÅÒÈÎÉÈ ÏÃÅÎÏË ÄÌÑ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÚÁÄÁÞ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÎÅ ÐÒÅÔÅÎÄÕÅÍ ÎÁ ÐÏÌÎÏÔÕ, Á ÈÏÔÉÍ ÌÉÛØ ÐÏËÁÚÁÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÉÄÅÊ É ÐÒÉčÍÏŒ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ ÄŒÕÈ n-ÂÉÔÏŒÙÈ ÞÉ- ÓÅÌ. ïÎÁ ÉÍÅÅÔ 2n ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ (n ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ É n ÄÌÑ ÄÒÕÇÏÇÏ); Åč ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÒÁŒÎÏ 1, ÅÓÌÉ ÐÅÒŒÏÅ ÞÉÓÌÏ ÂÏÌØÛÅ ŒÔÏÒÏÇÏ, É 0 Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÕ ÆÕÎËÃÉÀ Comp_n.

ôÅÏÒÅÍÁ 9. ðÕÓÔØ B | ÐÏÌÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÆÕÎËÃÉÊ. óÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C, ÞÔÏ size_B (Comp_n) ⩽ Cn.

◁ úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÃÅÎËÁ ÒÁÚÍÅÒÁ ÐÒÏŒÏÄÉÔÓÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÔÏ ŒÙÂÏÒ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. äÒÕÇÉ- ÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ ÎÁÍ ÆÕÎËÃÉÊ Œ ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÅÓÔØ.

óÈÅÍÁ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ ÂÕÄÅÔ ÒÅËÕÒÓÉŒÎÏÊ (ÞÔÏÂÙ ÓÒÁŒÎÉÔØ ÄŒÁ ÞÉÓÌÁ, ÍÙ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÓÒÁŒÎÉŒÁÅÍ ÉÈ ÌÅŒÙÅ É ÐÒÁŒÙÅ ÐÏÌÏŒÉÎÙ, Á ÚÁÔÅÍ ÏÂSSÅÄÉÎÑÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ). ðÒÉ ÜÔÏÍ, ËÁË ÞÁÓÔÏ ÂÙŒÁÅÔ, ÎÁÄÏ ÕÓÉÌÉÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÞÔÏ- ÂÙ ÉÎÄÕËÃÉÑ ÐÒÏÛÌÁ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÓÈÅÍÕ Ó 2n ŒÈÏÄÁÍÉ x_1; : : : ; x_n; y_1; : : : ; y_n É ÄŒÕÍÑ ŒÙÈÏÄÁÍÉ, ËÏ- ÔÏÒÁÑ ÕËÁÚÙŒÁÅÔ, ËÁËÏÊ ÉÚ ÔÒčÈ ÓÌÕÞÁÅŒ x ¡ y, x = y ÉÌÉ x ¿ y ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ. (úÄÅÓØ x; y | ÞÉÓÌÁ, ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÍÏÅ Œ ÄŒÏÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÁË x_1 : : : x_n É y_1; : : : ; y_n.) äŒÁ ŒÙÈÏÄ- ÎÙÈ ÂÉÔÁ ËÏÄÉÒÕÀÔ ÞÅÔÙÒÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ, Á ÎÕÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÔÒÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÚÁÐÁÓ. äÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÐÅÒŒÙÊ ŒÙÈÏÄÎÏÊ ÂÉÔ ÉÓÔÉÎÅÎ, ÅÓ- ÌÉ ÞÉÓÌÁ ÒÁŒÎÙ, Á ŒÔÏÒÏÊ | ÅÓÌÉ x ¡ y. ôÏÇÄÁ ŒÏÚÍÏÖ- ÎÙ ÔÒÉ ŒÁÒÉÁÎÔÁ ÓÉÇÎÁÌÏŒ ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ: 10 (ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ), 01 (ÐÒÉ x ¡ y) É 00 (ÐÒÉ x ¿ y).

ïÂSSÑÓÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ËÁË ÓÏÂÒÁÔØ, ÓËÁÖÅÍ, ÓÈÅÍÕ ÓÒÁŒ- ÎÅÎÉÑ ÄŒÕÈ 16-ÒÁÚÒÑÄÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. óÏÂÅÒčÍ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÓÈÅÍÕ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ ÓÔÁÒÛÉÈ 8 ÒÁÚÒÑÄÏŒ É ÍÌÁÄÛÉÈ 8 ÒÁÚÒÑÄÏŒ. ëÁ- ÖÄÁÑ ÉÚ ÎÉÈ ÄÁÓÔ ÏÔŒÅÔ Œ ÆÏÒÍÅ ÄŒÕÈ ÂÉÔÏŒ. ôÅÐÅÒØ ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÅÔÙÒčÈ ÂÉÔÏŒ ÎÁÄÏ ÓÏÂÒÁÔØ ÄŒÁ. (åÓÌÉ Œ ÓÔÁÒÛÉÈ ÒÁÚÒÑÄÁÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÒÁŒ- ÎÅÎÉÑ; ÅÓÌÉ ÓÔÁÒÛÉÅ ÒÁÚÒÑÄÙ ÒÁŒÎÙ, ÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÒÁŒ- ÎÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÍÌÁÄÛÉÍÉ ÒÁÚÒÑÄÁÍÉ.) îÁÐÉÓÁÎÎÁÑ Œ ÓËÏÂËÁÈ ÆÒÁÚÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÂÕÌÅŒÕ ÆÕÎËÃÉÀ Ó ÞÅÔÙÒØÍÑ ÂÉÔÁÍÉ ÎÁ ŒÈÏÄÅ É ÄŒÕÍÑ ÂÉÔÁÍÉ ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ, É ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ

ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÈÅÍÏÊ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ÞÅÒÅÚ T (n) ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÒÁÚÍÅÒ ÓÈÅ- ÍÙ, ÓÒÁŒÎÉŒÁÀÝÅÊ n-ÂÉÔÏŒÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÃÅÎËÕ

T (2n) ⩽ 2T (n) + c;

ÇÄÅ c | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÚÁŒÉÓÑÝÁÑ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉ- ÓÁ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ T (2^k) ⩽ c^′2^k ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ c^′. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ c^′ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÞÔÏ

T (2^k) ⩽ c^′2^k − c

(ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÕÓÉÌÉÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ŒÙÞÔÑ ÉÚ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁ- ÓÔÉ c, ÞÔÏÂÙ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÙÊ ÛÁÇ ÐÒÏÛčÌ; ÂÁÚÁ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ŒÅÒÎÏÊ, ÅÓÌÉ c^′ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÅÌÉËÏ).

ôÕ ÖÅ ÓÁÍÕÀ ÏÃÅÎËÕ ÍÏÖÎÏ ÏÂSSÑÓÎÉÔØ É ÎÁÇÌÑÄÎÏ. îÁ- ÛÁ ÓÈÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ÉÅÒÁÒÈÉÞÅÓËÏÇÏ ÄÅÒÅŒÁ. îÁ ËÁÖÄÏÍ ÕÒÏŒÎÅ ÉÚ ÄŒÕÈ ÄŒÕÈÂÉÔÏŒÙÈ ÓÉÇÎÁÌÏŒ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÄÉÎ. ïÓÔÁčÔÓÑ ŒÓÐÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ Œ ÐÏÌÎÏÍ ÄŒÏÉÞÎÏÍ ÄÅÒÅŒÅ ÞÉ- ÓÌÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ŒÅÒÛÉÎ (ËÏÔÏÒÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÒÁÚÍÅÒ ÓÈÅ- ÍÙ) ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ÍÅÎØÛÅ ÞÉÓÌÁ ÌÉÓÔØÅŒ. (œ ÔÕÒÎÉÒÅ ÐÏ ÏÌÉÍÐÉÊÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÞÉÓÌÏ ÉÇÒ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ÍÅÎØÛÅ ÞÉ- ÓÌÁ ËÏÍÁÎÄ, ÔÁË ËÁË ÐÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÊ ÉÇÒÙ ÏÄÎÁ ËÏÍÁÎÄÁ ŒÙÂÙŒÁÅÔ.)

œÓÅ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ŒÅÒÛÉÎÙ É ŒÓÅ ÌÉÓÔØÑ (ÇÄÅ ÓÒÁŒÎÉŒÁ- ÀÔÓÑ ÄŒÁ ÂÉÔÁ) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÓÈÅÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ- ÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ, ÏÔËÕÄÁ É ŒÙÔÅËÁÅÔ ÏÃÅÎËÁ T (2^k) ⩽ c^′2^k.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÌÉÛØ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÅÌÁÔØ, ÅÓÌÉ ÒÁÚÍÅÒ ÞÉÓÅÌ (ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÌÉ ÞÅÒÅÚ n) ÎÅ ÅÓÔØ ÔÏÞÎÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÄŒÏÊËÉ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ÕŒÅÌÉÞÉÔØ ÒÁÚÍÅÒ ÄÏ ÂÌÉ- ÖÁÊÛÅÊ ÓŒÅÒÈÕ ÓÔÅÐÅÎÉ ÄŒÏÊËÉ (ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Œ ÄŒÁ ÒÁÚÁ) É ÐÏÄÁÔØ ÎÁ ÓÔÁÒÛÉÅ ÒÁÚÒÑÄÙ ŒÈÏÄÏŒ ÎÕÌÉ. ïÂÁ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÐÒÉŒÏÄÑÔ Ë ÕŒÅÌÉÞÅÎÉÀ ÒÁÚÍÅÒÁ ÓÈÅÍÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Œ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ ÒÁÚ. ▷

ðÅÒÅÊÄčÍ Ë ÓÌÏÖÅÎÉÀ ÄŒÕÈ n-ÒÁÚÒÑÄÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. (óÔÒÏ- ÇÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÔÕÔ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÎÅ ÂÕÌÅŒÁ ÆÕÎËÃÉÑ, Á ÆÕÎËÃÉÑ B^n × B^n → B^{n+1} , ÎÏ ŒÓÅ ÎÁÛÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÐÅ- ÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÎÁ ÜÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ.)

ôÅÏÒÅÍÁ 10. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÈÅÍÁ ÒÁÚÍÅÒÁ O(n), ÏÓÕÝÅ- ÓÔŒÌÑÀÝÁÑ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÄŒÕÈ n-ÂÉÔÏŒÙÈ ÞÉÓÅÌ.

◁ îÁÐÏÍÎÉÍ ÓÍÙÓÌ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ O(n): ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÐÏ- ÓÔÒÏÉÔØ ÓÈÅÍÕ ÓÌÏÖÅÎÉÑ n-ÂÉÔÏŒÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÉÍÅÀÝÕÀ ÒÁÚ- ÍÅÒ ÎÅ ÂÏÌÅÅ cn ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ c É ÄÌÑ ŒÓÅÈ n.

œÓÐÏÍÎÉÍ, ËÁË ÓËÌÁÄÙŒÁÀÔ ÞÉÓÌÁ Œ ÓÔÏÌÂÉË:

0 1 1 1 0 0 1 1 0 1 1 1 0 1 0 0

œÅÒÈÎÑÑ ÓÔÒÏËÁ | ÂÉÔÙ ÐÅÒÅÎÏÓÁ, ÎÉÖÎÑÑ | ÒÅÚÕÌØÔÁÔ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÂÉÔÏŒ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ÉÌÉ ÒÅÚÕÌØÔÁ- ÔÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÒÅÍÑ ÄÒÕÇÉÍÉ ÂÉÔÁÍÉ (ÂÉÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÒÁŒÅÎ ÓÕÍÍÅ ÄŒÕÈ ÂÉÔÏŒ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ É ÂÉÔÁ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2, Á ÂÉÔ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ÒÁŒÅÎ 1, ÅÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÄŒÁ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÒčÈ ÂÉÔÏŒ ÒÁŒÎÙ 1). ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁŒÉÔØ ÓÈÅ- ÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔ ÜÔÉ ÂÉÔÙ ÓÐÒÁŒÁ ÎÁÌÅŒÏ É ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒ O(n). ▷

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÕ 9 ÌÅÇËÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 10: ÞÔÏÂÙ ÓÒÁŒÎÉÔØ ÞÉÓÌÁ x É y, ÓÌÏÖÉÍ ÞÉÓÌÏ (2^n − 1) − x (ÔÏ ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ x, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÓÅ ÅÄÉÎÉÃÙ ÚÁÍÅÎÅÎÙ ÎÕÌÑ- ÍÉ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ) É ÞÉÓÌÏ y. åÓÌÉ Œ ÓÔÁÒÛÅÍ ÒÁÚÒÑÄÅ ÐÏ- ÑŒÉÔÓÑ ÅÄÉÎÉÃÁ, ÔÏ y ¿ x, Á ÅÓÌÉ ÎÅÔ, ÔÏ y ⩽ x. ïÓÔÁčÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ É ÓÌÏÖÅÎÉÅ, É ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ ÂÉÔÏŒ Œ ÞÉ- ÓÌÅ x ÔÒÅÂÕÀÔ ÓÈÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÒÁŒÎÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÀ ÂÉÔÁ ÐÅÒÅÎÏÓÁ. œÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ: ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÂÉÔÁ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ ÄŒÕÈ ÞÉÓÅÌ (ÏÂÒÁÔÉÍ Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ŒÓÅ ÂÉÔÙ).

ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ, ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÁÑ ÐÒÉ ÄÏËÁ- ÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 9, ÉÍÅÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÅÉÍÕÝÅÓÔŒÁ. îÁÚÏŒčÍ ÇÌÕÂÉÎÏÊ ÓÈÅÍÙ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÎÁ ÐÕÔÉ ÏÔ ŒÈÏÄÁ Ë ŒÙÈÏÄÕ. åÓÌÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÓÅÂÅ, ÞÔÏ ÓÉÇÎÁÌ ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅ ÓÒÁÚÕ ÐÏÓÌÅ ÐÏ- ÄÁÞÉ ÓÉÇÎÁÌÏŒ ÎÁ ŒÈÏÄÙ, Á Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÄÅÒÖËÏÊ, ÔÏ ÇÌÕÂÉÎÁ ÓÈÅÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÓÕÍÍÁÒÎÕÀ ÚÁÄÅÒÖËÕ. ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÒÅËÕÒÓÉŒÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ ÉÍÅÌÁ ÇÌÕÂÉÎÕ

O(log n) (ÞÉÓÌÏ ÕÒÏŒÎÅÊ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÕ ÒÁÚ- ÍÅÒÁ ŒÈÏÄÁ), Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÓÈÅ- ÍÁ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔ ÇÌÕÂÉÎÕ, ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ n (ÂÉÔÙ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÐÒÁŒÁ ÎÁÌÅŒÏ). îÏ ÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÜÔÉ ÄŒÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ:

ôÅÏÒÅÍÁ 11. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÈÅÍÁ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÄŒÕÈ n-ÂÉÔÏ- ŒÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁÚÍÅÒÁ O(n) É ÇÌÕÂÉÎÙ O(log n).

◁ ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÐÒÏÂÌÅÍÁ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÂÉÔÙ ÐÅÒÅÎÏ- ÓÁ ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Á ÎÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ. åÓÌÉ ÕÄÁÓÔÓÑ ÉÈ ŒÓÅ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÓÈÅÍÏÊ ÒÁÚÍÅÒÁ O(n) É ÇÌÕÂÉÎÙ O(log n), ÔÏ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ.

ëÁË ÍÙ ÕÐÏÍÉÎÁÌÉ, ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÂÉÔÏŒ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ÒÁŒÎÏ- ÓÉÌØÎÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ, ÔÁË ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ÓÒÁŒÎÉŒÁÔØ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ŒÓÅ ĂÓÕÆ- ÆÉËÓÙĄ ÄŒÕÈ n-ÂÉÔÏŒÙÈ ÞÉÓÅÌ x_1 : : : x_n É y_1 : : : y_n, Ô. Å. ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÓÒÁŒÎÉÔØ ÞÉÓÌÁ x_ix_{i+1} : : : x_n É y_iy_{i+1} : : : y_n.

œÓÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÄÅÌÁÌÉ ÐÒÉ ÓÒÁŒÎÅÎÉÉ ÞÉÓÅÌ (ÓËÁ- ÖÅÍ, ÄÌÉÎÙ 8). îÁ ÎÉÖÎÅÍ ÕÒÏŒÎÅ ÍÙ ÓÒÁŒÎÉŒÁÌÉ ÂÉÔÙ:

x_1 x_2 x_3 x_4 x_5 x_6 x_7 x_8 y_1 y_2 y_3 y_4 y_5 y_6 y_7 y_8

îÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÕÒÏŒÎÅ ÍÙ ÓÒÁŒÎÉŒÁÌÉ ÄŒÕÚÎÁÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ

x_1x_2 x_3x_4 x_5x_6 x_7x_8 y_1 y_2 y_3 y_4 y_5 y_6 y_7 y_8

ÚÁÔÅÍ ÞÅÔÙÒčÈÚÎÁÞÎÙÅ

x_1x_2x_3x_4 x_5x_6x_7x_8 y_1 y_2 y_3 y_4 y_5 y_6 y_7 y_8

É, ÎÁËÏÎÅÃ, ŒÏÓØÍÉÚÎÁÞÎÙÅ:

x_1x_2x_3x_4x_5x_6x_7x_8 y_1 y_2 y_3 y_4 y_5 y_6 y_7 y_8

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÓÕÆÆÉËÓÏŒ ÄÌÉÎÙ 8, 4, 2 É 1 ÒÅÚÕÌØ- ÔÁÔÙ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ ÕÖÅ ÅÓÔØ. äÌÑ ÓÕÆÆÉËÓÁ ÄÌÉÎÙ 6 ÒÅÚÕÌØ- ÔÁÔ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ, ËÏÍÂÉÎÉÒÕÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ x_3x_4?y_3y_4 É x_5x_6x_7x_8?y_5y_6y_7y_8. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÉÎ- ÆÏÒÍÁÃÉÑ Ï ÓÕÆÆÉËÓÁÈ ŒÓÅÈ ÞčÔÎÙÈ ÄÌÉÎ, É ÓÏÅÄÉÎÑÑ Åč Ó ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÅÊ Ó ÐÅÒŒÏÇÏ ÜÔÁÐÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓŒÅÄÅÎÉÑ ÐÒÏ ŒÓÅ ÓÕÆÆÉËÓÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ ÓÕÆÆÉËÓÏŒ ÄÌÉ- ÎÙ 7, ÔÏ ÅÓÔØ x_2 : : : x_8 É y_2 : : : y_8, ÍÙ ÓÏÅÄÉÎÑÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁ- ÔÙ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ x_2 É y_2 Ó ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ ÓÕÆÆÉË- ÓÏŒ ÄÌÉÎÙ 6, ÔÏ ÅÓÔØ x_3 : : : x_8 É y_3 : : : y_8.

œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÁÒÔÉÎÁ ÔÁËÁÑ: ÐÏÓÌÅ ĂÓÕÖÁÀÝÅÇÏÓÑ ÄÅÒÅŒÁĄ ÍÙ ÓÔÒÏÉÍ ĂÒÁÓÛÉÒÑÀÝÅÅÓÑĄ; ÚÁ k ÛÁÇÏŒ ÄÏ ËÏÎ- ÃÁ ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ ŒÓÅÈ ÓÕÆÆÉËÓÏŒ, ÄÌÉ- ÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ ËÒÁÔÎÙ 2^k. üÔÏ ÄÅÒÅŒÏ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒ O(n) É ÇÌÕÂÉÎÕ O(log n), ÞÔÏ ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ▷ 14. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÙÞÉÔÁÎÉÅ ÄŒÕÈ n-ÂÉÔÏŒÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÏ ÍÏ- ÄÕÌÀ 2^n ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÈÅÍÏÊ ÒÁÚÍÅÒÁ O(n) É ÇÌÕÂÉÎÙ O(log n). (õËÁÚÁÎÉÅ: ŒÙÞÉÔÁÎÉÅ ÌÅÇËÏ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÏÖÅÎÉÀ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅ- ÎÉÔØ ÎÕÌÉ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÙ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.)

ôÅÐÅÒØ ÚÁÊÍčÍÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ. óÈÅÍÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÄŒÕÈ n-ÒÁÚÒÑÄÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÍÅÅÔ 2n ŒÈÏÄÏŒ (ÐÏ n ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ) É 2n ŒÙÈÏÄÏŒ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ.

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁËÉÅ ÏÃÅÎËÉ ÄÁčÔ ÏÂÙÞÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÕÍÎÏ- ÖÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ ÓÔÏÌÂÉËÏÍ. œ ÎčÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÄŒÕÈ n-ÒÁÚÒÑÄ- ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÏÖÅÎÉÀ n ËÏÐÉÊ ÐÅÒŒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ (ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÚÁÍÅÎčÎÎÙÈ ÎÁ ÎÕÌÉ Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÃÉÆÒ ŒÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ) ÓÏ ÓÄŒÉÇÁÍÉ.

ðÏÌÕÞÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ËÏÐÉÊ ÔÒÅÂÕÅÔ ÓÈÅÍÙ ÒÁÚÍÅÒÁ O(n^2) (ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÃÉÆÒ Œ ËÏÐÉÑÈ) É ÇÌÕÂÉÎÙ O(1). óÌÏÖÅÎÉÅ ÄŒÕÈ 2n-ÒÁÚÒÑÄÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÙÐÏÌÎÉÔØ Ó ÐÏÍÏ- ÝØÀ ÓÈÅÍÙ ÒÁÚÍÅÒÁ O(n) É ÇÌÕÂÉÎÙ O(log n), ÔÁË ÞÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ n − 1 ÓÌÏÖÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ŒÙÐÏÌÎÉÔØ ÓÈÅÍÏÊ ÒÁÚÍÅÒÁ O(n^2) É ÇÌÕÂÉÎÙ O(log^2 n) (ÅÓÌÉ ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ ÓÎÁ- ÞÁÌÁ ÐÏÐÁÒÎÏ, ÐÏÔÏÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÓÎÏŒÁ ÐÏÐÁÒÎÏ É Ô. Ä.). ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÍÏÖÎÏ ÕÌÕÞÛÉÔØ. îÁÉÂÏÌÅÅ ÜËÏÎÏÍÎÙÅ ÓÐÏÓÏÂÙ ÏÓÎÏŒÁÎÙ ÎÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ æÕÒØÅ (Ï ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÅÓÔØ Œ ËÎÉÇÅ [1]). ó ÉÈ ÐÏÍÏÝØÀ, ÎÁ- ÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÈÅÍÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ n-ÂÉÔÏŒÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÉÍÅÀÝÕÀ ÒÁÚÍÅÒ n log^c n.

üÔÉ ÍÅÔÏÄÙ ÄÁÌÅËÏ ŒÙÈÏÄÑÔ ÚÁ ÒÁÍËÉ ÎÁÛÅÇÏ ÏÂÓÕ- ÖÄÅÎÉÑ, ÎÏ ÄŒÁ ÕÌÕÞÛÅÎÉÑ ÍÙ ÐÒÉŒÅÄčÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 12. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÈÅÍÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÄŒÕÈ n-ÒÁÚ- ÒÑÄÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁÚÍÅÒÁ O(n^2) É ÇÌÕÂÉÎÙ O(log n).

◁ ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÉ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÄŒÕÈ n-ÒÁÚÒÑÄ- ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÏÖÅÎÉÀ n ÔÁËÉÈ ÞÉÓÅÌ, É ÏÓÔÁčÔÓÑ ŒÙÐÏÌÎÉÔØ ÔÁËÏÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÓÈÅÍÏÊ ÒÁÚÍÅÒÁ O(n^2) É ÇÌÕ- ÂÉÎÙ O(log n). ëÌÀÞÅŒÙÍ ÍÏÍÅÎÔÏÍ ÚÄÅÓØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÅ- ÄÅÎÉÅ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÔÒčÈ ÞÉÓÅÌ Ë ÓÌÏÖÅÎÉÀ ÄŒÕÈ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÏÓÔÏÊ ÓÈÅÍÙ ÒÁÚÍÅÒÁ O(n) É ÇÌÕÂÉÎÙ O(1). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ÅÓÔØ ÔÒÉ ÞÉÓÌÁ x, y É z. åÓÌÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓËÌÁ- ÄÙŒÁÔØ ÏÔÄÅÌØÎÏ Œ ËÁÖÄÏÍ ÒÁÚÒÑÄÅ, ÔÏ Œ ÒÁÚÒÑÄÅ ÍÏÖÅÔ ÎÁËÏÐÉÔØÓÑ ÌÀÂÁÑ ÓÕÍÍÁ ÏÔ 0 ÄÏ 3, ÔÏ ÅÓÔØ Œ ÄŒÏÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ÏÔ 00 ÄÏ 11. óÆÏÒÍÉÒÕÅÍ ÉÚ ÍÌÁÄÛÉÈ ÂÉÔÏŒ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈÂÉÔÏŒÙÈ ÓÕÍÍ ÞÉÓÌÏ u, Á ÉÚ ÓÔÁÒÛÉÈ (ÓÄŒÉÎÕÔÙÈ ŒÌÅ- ŒÏ) | ÞÉÓÌÏ v. ôÏÇÄÁ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, x + y + z = u + v. ðÏÌÕ- ÞÅÎÉÅ ÃÉÆÒ ÞÉÓÌÁ u É v ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ŒÏ ŒÓÅÈ ÒÁÚÒÑÄÁÈ É ÔÒÅÂÕÅÔ ÒÁÚÍÅÒÁ O(n) É ÇÌÕÂÉÎÙ O(1).

ôÅÐÅÒØ, ÅÓÌÉ ÎÁÄÏ ÓÌÏÖÉÔØ n ÞÉÓÅÌ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÉÈ ÎÁ ÔÒÏÊËÉ É ÉÚ ËÁÖÄÙÈ ÔÒčÈ ÞÉÓÅÌ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÏ ÄŒÁ. œ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÊ ËÒÕÇ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÙÊÄÕÔ (2=3)n ÞÉÓÅÌ (ÐÒÉ- ÍÅÒÎÏ | ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÜÆÆÅËÔÙ ÂÏÌØÛÏÊ ÒÏÌÉ ÎÅ ÉÇÒÁÀÔ). éÈ ÓÎÏŒÁ ÍÏÖÎÏ ÓÇÒÕÐÐÉÒÏŒÁÔØ ÐÏ ÔÒÏÊËÁÍ É Ô. Ä. ó ËÁ- ÖÄÙÍ ÕÒÏŒÎÅÍ ÞÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÕÂÙŒÁÅÔ Œ ÐÏÌÔÏÒÁ ÒÁÚÁ, ÔÁË ÞÔÏ ÇÌÕÂÉÎÁ ÓÈÅÍÙ ÂÕÄÅÔ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ. ëÁÖÄÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÔÒčÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Œ ÄŒÁ ÔÒÅÂÕÅÔ ÓÈÅÍÙ ÒÁÚ- ÍÅÒÁ O(n) É ÕÍÅÎØÛÁÅÔ ÞÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ n ÔÁËÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ. éÔÁË, ÜÔÁ ËÏÎ- ÓÔÒÕËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÏÂÝÉÊ ÒÁÚÍÅÒ O(n^2) É ÇÌÕÂÉÎÕ O(log n). îÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ Œ ËÏÎÃÅ Õ ÎÁÓ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅ ÏÄÎÏ ÞÉÓÌÏ, Á ÄŒÁ, É ÉÈ ÎÁÐÏÓÌÅÄÏË ÎÁÄÏ ÓÌÏÖÉÔØ | ÞÔÏ ÍÙ ÕÍÅÅÍ ÄÅÌÁÔØ Ó ÇÌÕÂÉÎÏÊ O(log n) É ÒÁÚÍÅÒÏÍ O(n). ▷ 15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÈÅÍÁ, ŒÙÞÉÓÌÑÀÝÁÑ ÂÕÌÅŒÕ ÆÕÎËÃÉÀ f ÏÔ n ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÉ ÏÄÉÎ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÉËÔÉŒÎÙÍ, ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒ ÎÅ ÍÅÎÅÅ cn É ÇÌÕÂÉÎÕ ÎÅ ÍÅÎÅÅ c log n, ÇÄÅ c ¿ 0 | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÚÁŒÉÓÑÝÁÑ ÏÔ ŒÙ- ÂÒÁÎÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. (áÒÇÕÍÅÎÔ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÆÉËÔÉŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÔ ÎÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ.)

üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Œ ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÕÍÎÏÖÅ- ÎÉÑ ÄŒÕÈ n-ÒÁÚÒÑÄÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÙ ÓÕÍÍÉÒÕÅÍ n ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ

ÒÁÚÍÅÒÁ n, ÔÏ ÏÃÅÎËÉ O(n^2) ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÁ É O(log n) ÄÌÑ ÇÌÕÂÉÎÙ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 12, ÓÕ- ÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÕÌÕÞÛÉÔØ ÎÅÌØÚÑ.

ïÄÎÁËÏ ÎÉËÔÏ ÎÅ ÏÂÑÚÙŒÁÅÔ ÎÁÓ ÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎ- ÎÏÍÕ ÓÐÏÓÏÂÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÓÔÏÌÂÉËÏÍ | ÏÔËÁÚÁŒÛÉÓØ ÏÔ ÎÅÇÏ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÕÍÅÎØÛÉÔØ ÒÁÚÍÅÒ ÓÈÅÍÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 13. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÈÅÍÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÄŒÕÈ n-ÒÁÚ- ÒÑÄÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁÚÍÅÒÁ O(n^{log2 3}) É ÇÌÕÂÉÎÙ O(log^2 n).

◁ îÁÞÎčÍ Ó ÔÁËÏÇÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ. œÙÞÉÓÌÑÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÅ ÄŒÕÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ

(a + bi)(c + di) = (ac − bd) + (ad + bc)i

ÏÂÙÞÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ, ÍÙ ÄÅÌÁÅÍ ÞÅÔÙÒÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. îÏ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÊÔÉÓØ É ÔÒÅÍÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÁËÏÇÏ ÔÒÀËÁ: ŒÙ- ÞÉÓÌÉÔØ ac, bd É (a + b)(c + d), Á ÐÏÔÏÍ ÎÁÊÔÉ ad + bc ËÁË ÒÁÚÎÏÓÔØ (a + b)(c + d) − ac − bd.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÆÏËÕÓ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÅÌÁÔØ É ÄÌÑ ÃÅÌÙÈ ÞÉ- ÓÅÌ. òÁÚÏÂØčÍ 2n-ÂÉÔÏŒÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÁ ÄŒÅ n-ÂÉÔÏŒÙÅ ÞÁÓÔÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÅÇÏ Œ ŒÉÄÅ a2^n + b. ôÅÐÅÒØ ÚÁÐÉÛÅÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÔÁËÉÈ ÞÉÓÅÌ:

(a2^n + b)(c2^n + d) = ac2^{2n} + (ad + bc)2^n + bd:

ôÅÐÅÒØ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ ÔÒÉ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ac, bd É (a+b)(c+d), ÞÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ŒÓÅ ÔÒÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ. ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÄŒÕÈ 2n-ÒÁÚÒÑÄÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÔÒčÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÍ n-ÒÁÚÒÑÄÎÙÈ É Ë ÎÅÓËÏÌØËÉÍ ÓÌÏÖÅÎÉÑÍ É ŒÙÞÉÔÁÎÉÑÍ. (îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ (a+b) ÎÁ (c+d) ÓÏÍÎÏÖÉ- ÔÅÌÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ (n + 1)-ÒÁÚÒÑÄÎÙÍÉ, ÎÏ ÜÔÏ ÎÅ ÓÔÒÁÛÎÏ, ÔÁË ËÁË ÏÂÒÁÂÏÔËÁ ÌÉÛÎÅÇÏ ÒÁÚÒÑÄÁ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÅÓËÏÌØ- ËÉÍ ÓÌÏÖÅÎÉÑÍ.)

äÌÑ ÒÁÚÍÅÒÁ ÓÈÅÍÙ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÒÅ- ËÕÒÓÉŒÎÁÑ ÏÃÅÎËÁ

S(2n) ⩽ 3S(n) + O(n);

ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ S(n) = O(n^{log2 3}). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅ- ÌÅ, ÄÌÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ n-ÒÁÚÒÑÄÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÅÒÅŒÏ

ÒÅËÕÒÓÉŒÎÙÈ ŒÙÚÏŒÏŒ ÇÌÕÂÉÎÙ log_2 n É ÓÔÅÐÅÎÉ ŒÅÔŒÌÅ- ÎÉÑ 3. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒ ÓÈÅÍÙ Œ ŒÅÒÛÉÎÅ ÐÒÏÐÏÒ- ÃÉÏÎÁÌÅÎ ÞÉÓÌÕ ÓËÌÁÄÙŒÁÅÍÙÈ ÂÉÔÏŒ. ðÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÕÒÏŒÎÑ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ (ÂÏÌÅÅ ÂÌÉÚËÏÍÕ Ë ËÏÒÎÀ) ÒÁÚÍÅÒ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÒÁÓÔčÔ ŒÄŒÏÅ, Á ÞÉÓÌÏ ŒÅÒÛÉÎ ÕÍÅÎØ- ÛÁÅÔÓÑ ŒÔÒÏÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÎÁ ÜÔÏÍ ÕÒÏŒÎÅ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ Œ ÐÏÌÔÏÒÁ ÒÁÚÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉ ÄŒÉÖÅÎÉÉ ÐÏ ÕÒÏŒÎÑÍ ÏÔ ÌÉÓÔØÅŒ Ë ËÏÒÎÀ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ 2=3, ÓÕÍÍÁ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÅÇÏ ÌÉÛØ ŒÔÒÏÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ Åč ÐÅÒ- ŒÙÊ ÞÌÅÎ. ïÓÔÁčÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÌÉÓÔØÅŒ ÒÁŒÎÏ 3^{log2 n} = n^{log2 3}.

ïÃÅÎËÁ ÇÌÕÂÉÎÙ ÔÁËÖÅ ÏÞÅŒÉÄÎÁ: ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÕÒÏŒÎÅ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÓÈÅÍÕ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÇÌÕÂÉÎÙ O(log n), Á ÞÉÓÌÏ ÕÒÏŒ- ÎÅÊ ÅÓÔØ O(log n). ▷

îÁ ÜÔÏÍ ÍÙ ÚÁŒÅÒÛÁÅÍ ÚÎÁËÏÍÓÔŒÏ ÓÏ ÓÈÅÍÁÍÉ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ŒÙÐÏÌÎÑÀÝÉÍÉ ÁÒÉÆÍÅÔÉ- ÞÅÓËÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ. ï ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÅÓÔØ Œ ÇÌÁŒÅ 29 ÕÞÅÂ- ÎÉËÁ ëÏÒÍÅÎÁ, ìÅÊÚÅÒÓÏÎÁ É òÉŒÅÓÔÁ [18] É Œ ËÎÉÇÅ áÈÏ, èÏÐËÒÏÆÔÁ É õÌØÍÁÎÁ [1].

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÆÕÎËÃÉÀ ĂÇÏÌÏÓÏŒÁÎÉÑĄ (majority). ïÎÁ ÉÍÅÅÔ ÎÅÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ, É ÚÎÁÞÅÎÉÅ Åč ÒÁŒÎÏ 0 ÉÌÉ 1 Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÏÅ ÉÚ ÄŒÕÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÞÁÝÅ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÓÒÅÄÉ ŒÈÏÄÏŒ.

ôÅÏÒÅÍÁ 14. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÈÅÍÁ ÒÁÚÍÅÒÁ O(n) É ÇÌÕÂÉ- ÎÙ O(log n log log n), ŒÙÞÉÓÌÑÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÀ ÇÏÌÏÓÏŒÁÎÉÑ.

◁ îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÍÏÖÎÏ ÄÁÖÅ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉÃ ÓÒÅÄÉ ŒÈÏÄÏŒ. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÒÅËÕÒÓÉŒÎÏ: ÓÞÉÔÁ- ÅÍ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÏÌÏŒÉÎÙ, ÐÏÔÏÍ ÓËÌÁÄÙŒÁÅÍ. ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÕÒÏŒÎÅÊ. îÁ ŒÅÒÈÎÅÍ ÕÒÏŒÎÅ ÎÁÄÏ ÓËÌÁÄÙŒÁÔØ ÞÉÓÌÁ ÒÁÚÍÅÒÁ log n, ÎÁ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÅÍ | ÒÁÚÍÅÒÁ (log n − 1) É ÔÁË ÄÏ ÓÁÍÏÇÏ ÎÉÚÁ, ÇÄÅ ÓËÌÁÄÙŒÁÀÔÓÑ ÏÄÎÏÂÉÔÏŒÙÅ ÞÉÓÌÁ (ÔÏ ÅÓÔØ ÂÉÔÙ ŒÈÏ- ÄÁ). ëÁËÏÊ ÓÒÅÄÎÉÊ ÒÁÚÍÅÒ ÓËÌÁÄÙŒÁÅÍÙÈ ÞÉÓÅÌ? ðÏÌÏ- ŒÉÎÁ ŒÅÒÛÉÎ Œ ÄÅÒÅŒÅ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÎÉÖÎÉÊ ÕÒÏŒÅÎØ (ÞÉÓÌÁ ÄÌÉÎÙ 1), ÞÅÔŒÅÒÔØ | ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ (ÞÉÓÌÁ ÄÌÉ- ÎÙ 2) É Ô. Ä. œÓÐÏÍÉÎÁÑ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑ (k=2^k) ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ŒÉ-

ÄÉÍ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÎÉÊ ÒÁÚÍÅÒ ÓËÌÁÄÙŒÁÅÍÙÈ ÞÉÓÅÌ ÅÓÔØ O(1) É ÏÂÝÉÊ ÒÁÚÍÅÒ ÓÈÅÍÙ ÅÓÔØ O(n). á ÏÂÝÁÑ ÇÌÕÂÉÎÁ ÅÓÔØ O(log n log log n), ÔÁË ËÁË ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ log n ÕÒÏŒÎÅÊ ÓÔÏ- ÉÔ ÓÈÅÍÁ ÇÌÕÂÉÎÙ O(log log n). ▷

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÇÏÌÏÓÏŒÁÎÉÑ ËÏÎÏÔÏÎÎÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÓÈÅÍÁ Åč ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÍÏÎÏÔÏÎ- ÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅ ÍÏÎÏÔÏÎ- ÎÁ). íÙ ÕÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÉ, ÞÔÏ ŒÓÑËÕÀ ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ ÆÕÎË- ÃÉÀ ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁŒÉÔØ ÉÚ ËÏÎSSÀÎËÃÉÊ É ÄÉÚSSÀÎËÃÉÊ. äÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÇÏÌÏÓÏŒÁÎÉÑ ÅÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ: ÎÁÐÉÓÁÔØ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÀ ŒÓÅÈ ËÏÎSSÀÎËÃÉÊ ÒÁÚÍÅÒÁ (n+1)=2 (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ŒÈÏÄÏŒ n ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÅÞčÔ- ÎÙÍ). ïÄÎÁËÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÈÅÍÁ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØ- ÎÏÇÏ ÐÏ n ÒÁÚÍÅÒÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 15. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÈÅÍÁ ÒÁÚÍÅÒÁ O(n^c) É ÇÌÕÂÉ- ÎÙ O(log n), ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÁÑ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ é É éìé (Ó ÄŒÕÍÑ ŒÈÏÄÁÍÉ), ŒÙÞÉÓÌÑÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÀ ÇÏÌÏÓÏŒÁÎÉÑ.

◁ äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÒÁÚÍÅÒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÇÌÕÂÉÎÕ, ÔÁË ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÙ é É éìé ÉÍÅÀÔ ÔÏÌØËÏ ÄŒÁ ŒÈÏÄÁ É ÞÉÓÌÏ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ Œ ÓÈÅÍÅ ÇÌÕÂÉÎÙ d ÅÓÔØ O(2^d).

óÈÅÍÁ ÂÕÄÅÔ ÓÔÒÏÉÔØÓÑ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÁ Ó ÔÒÅÍÑ ŒÈÏÄÁÍÉ. (ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÓÏÂÒÁÔØ ÉÚ ËÏÎSS- ÀÎËÃÉÊ É ÄÉÚSSÀÎËÃÉÊ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (a∧b)∨(a∧c)∨(b∧c).) œÙÈÏÄ ÓÈÅÍÙ ÂÕÄÅÔ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÏÍ ÉÚ ÔÒčÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ËÁ- ÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÏ ÉÚ ÔÒčÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ É Ô. Ä. (ÒÉÓ. 3).

. . . . . . . . .

òÉÓ. 3. äÅÒÅŒÏ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ 3-ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÁ.

ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÜÔÕ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÎÁ k ÕÒÏŒÎÑÈ, ÍÙ ÐÏÌÕ- ÞÉÍ ÓÈÅÍÕ Ó 3^k ŒÈÏÄÁÍÉ. (ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÓÈÅÍÁ ÎÅ ÂÕ- ÄÅÔ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÏ ÓÒÅÄÉ ÓŒÏÉÈ ŒÈÏÄÏŒ | ÐÏ ÔÏÊ ÖÅ ÐÒÉÞÉÎÅ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÅÐÒÑÍÏÇÏ ÇÏÌÏÓÏŒÁ- ÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ ÍÎÅÎÉÑ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÁ.) îÏ ÍÙ ÓÄÅÌÁÅÍ ŒÏÔ ËÁËÕÀ ÓÔÒÁÎÎÕÀ ŒÅÝØ: ŒÏÚØÍčÍ k ÒÁŒÎÙÍ c log n ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÅ ÐÒÏÐÏÒ- ÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ c (ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÞÉÓÌÏ ŒÈÏÄÏŒ ÔÁËÏÊ ÓÈÅÍÙ ÂÕ- ÄÅÔ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÚÁŒÉÓÅÔØ ÏÔ n) É ÎÁÐÉÛÅÍ ÎÁ ŒÈÏÄÁÈ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ŒÙÂÒÁÎÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÉÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÍ ÎÁÂÏ- ÒÁ x_1; : : : ; x_n. (ðÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÍÙÅ ÎÁ ÒÁÚÎÙÈ ŒÈÏ- ÄÁÈ, ŒÙÂÉÒÁÀÔÓÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ.) ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ Ó ÎÅÎÕ- ÌÅŒÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÜÔÁ ÓÈÅÍÁ ÂÕÄÅÔ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ÆÕÎËÃÉÀ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÁ ÓÒÅÄÉ x_1; : : : ; x_n, ÅÓÌÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ c ÄÏÓÔÁÔÏÞ- ÎÏ ŒÅÌÉËÁ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÉÓËÏÍÁÑ ÓÈÅÍÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ.

ïÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ: ÎÁÍ ÕÄÁÓÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÏ- ŒÁÎÉÅ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÊ ÎÁÓ ÓÈÅÍÙ, ÎÅ ÐÒÅÄSSÑŒÉŒ Åč ÑŒÎÏ. (ôÁËÏÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏŒ Œ ËÏÍÂÉ- ÎÁÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÈ ÞÁÓÔÏ ÂÙŒÁÅÔ ÐÏÌÅÚÎÏ.)

éÔÁË, ÐÏÞÅÍÕ ÖÅ ÓÈÅÍÁ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏ- ÓÔØÀ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔ ÆÕÎËÃÉÀ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÁ? üÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÔÁË: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÏÄÉÎ ÎÁÂÏÒ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÁ ŒÈÏÄÁÈ É ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÜÔÏÍ ËÏÎËÒÅÔÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÓÌÕ- ÞÁÊÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ŒÙÄÁčÔ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ ÏÔŒÅÔ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ, ÏÞÅÎØ ÂÌÉÚËÏÊ Ë ÅÄÉÎÉÃÅ (ÒÁŒÎÏÊ 1−” ÐÒÉ ÏÞÅÎØ ÍÁÌÏÍ ”).

åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ” ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÍÁÌÏ, ÞÔÏ ÏÓÔÁčÔÓÑ ÍÅÎØÛÉÍ ÅÄÉÎÉÃÙ ÄÁÖÅ ÐÏÓÌÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ŒÈÏ- ÄÏŒ (2^n), ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ (ËÁÖÄÏÅ ÉÚ 2^n ÓÏÂÙÔÉÊ ÉÍÅÅÔ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1−”, ÚÎÁÞÉÔ ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1 − 2^n” ¿ 0).

éÔÁË, ÏÓÔÁÌÏÓØ ÏÃÅÎÉÔØ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÌÕ- ÞÁÊÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÄÁÓÔ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ ÏÔŒÅÔ ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ ŒÈÏÄÅ. ðÕÓÔØ ÄÏÌÑ ÅÄÉÎÉÃ ÓÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ŒÈÏÄÏŒ ÒÁŒÎÁ p. ôÏÇÄÁ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ŒÈÏÄÎÏÊ ÐÒÏŒÏÄ ÓÈÅÍÙ ÐÏÄÁčÔÓÑ ÅÄÉÎÉÃÁ Ó ŒÅÒÏ- ÑÔÎÏÓÔØÀ p É ÎÕÌØ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1−p (ŒÙÂÏÒ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÄÁčÔ ÅÄÉÎÉÃÕ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ p), ÐÒÉÞčÍ ÓÉÇ- ÎÁÌÙ ÎÁ ŒÓÅÈ ŒÈÏÄÁÈ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ.

åÓÌÉ ÎÁ ÔÒčÈ ŒÈÏÄÁÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁ 3-ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÁ ÓÉÇÎÁ- ÌÙ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, É ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ ÎÁ ËÁ- ÖÄÏÍ ŒÈÏÄÅ ÅÓÔØ p, ÔÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ ÅÓÔØ ’(p) = 3p^2(1 − p) + p^3 = 3p^2 − 2p^3. îÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÒÏŒÎÑÈ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ ÂÕ- ÄÅÔ ÒÁŒÎÁ ’(’(p)); ’(’(’(p))); : : : çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ ’(x) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1] (ÒÉÓ. 4) ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÉÔÅÒÁÃÉÑÈ ÆÕÎËÃÉÉ ’ ÄÉÓÂÁÌÁÎÓ (ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ ÏÔ ÓÅÒÅÄÉÎÙ) ÎÁÒÁÓÔÁ- ÅÔ É ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ËÒÁÀ ÏÔÒÅÚËÁ. îÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ÏÃÅÎÉÔØ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏŒ.

majority.1

òÉÓ. 4. éÔÅÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ’.

åÓÌÉ ŒÎÁÞÁÌÅ ÅÄÉÎÉÃÙ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÏ ÉÚ n ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, n ÎÅÞčÔÎÏ), ÔÏ ÉÈ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ (n + 1)=2, ÔÁË ÞÔÏ p ⩾ (n + 1)=2n = 1=2 + 1=(2n). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÄÉÓÂÁÌÁÎÓ ÓÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ 1=2n. á Œ ËÏÎÃÅ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÐÒÉÂÌÉÚÉÔØÓÑ Ë ËÒÁÀ ÏÔÒÅÚËÁ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ 2^{−n}.

éÔÁË, ÎÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÁËÕÀ ÌÅÍÍÕ (ÏÔÎÏÓÑ- ÝÕÀÓÑ ÓËÏÒÅÅ Ë ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ):

ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x_k ∈ [0; 1] ÚÁÄÁÎÁ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ x_{k+1} = ’(x_k ), ÇÄÅ

’(x) = 3x^2 − 2x^3:

ðÕÓÔØ x_0 ⩾ 1=2 + 1=(2n). ôÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x_k ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ É ÐÒÉÂÌÉÖÁÅÔÓÑ Ë 1 ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑ-

ÎÉÅ 2^{−n} ÚÁ O(log n) ÛÁÇÏŒ. [óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏ É ÐÒÉ x_0 ⩽ 1=2 − 1=(2n).]

éÄÅÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ: ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ ŒÂÌÉÚÉ ÔÏÞËÉ 1=2 É Õ ËÒÁčŒ ÏÔÒÅÚËÁ. œ ÔÏÞËÅ 1=2 ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÂÏÌØÛÅ 1, ÐÏÜÔÏÍÕ ÕÄÁÌÅÎÉÅ ÏÔ 1=2 ÒÁÓÔčÔ ËÁË ÇÅÏÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ, É ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÊÄčÔ ËÁËÕÀ-ÔÏ ÆÉËÓÉ- ÒÏŒÁÎÎÕÀ ÇÒÁÎÉÃÕ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, 0;51) ÎÅ ÐÏÚÄÎÅÅ ÞÅÍ ÚÁ O(log n) ÛÁÇÏŒ. úÁÔÅÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ O(1) ÛÁÇÏŒ, ÞÔÏÂÙ ÄÏÊÔÉ, ÓËÁÖÅÍ, ÄÏ 0;99. œ ÅÄÉÎÉÃÅ ÐÅÒŒÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÄÏ ÅÄÉÎÉÃÙ ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ŒÏÚŒÏÄÉÔÓÑ Œ ËŒÁÄÒÁÔ, É ÐÏÔÏÍÕ ÄÌÑ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÑ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ 2^{−n} ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ O(log n) ÛÁÇÏŒ (ËÁË Œ ÍÅÔÏÄÅ îØÀÔÏÎÁ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ËÏÒÎÑ). œÓÅÇÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ O(log n) + O(1) + O(log n) ÛÁÇÏŒ, ÞÔÏ É ÔÒÅ- ÂÏŒÁÌÏÓØ. ▷

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÈÅÍÁ ÒÁÚÍÅÒÁ O(n log n) É ÇÌÕ- ÂÉÎÙ O(log n), ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ é É éìé, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÍÅÅÔ n ŒÈÏÄÏŒ É n ŒÙÈÏÄÏŒ É ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔ ÓÏÒ- ÔÉÒÏŒËÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ n ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ (ÜÔÏ ÏÚÎÁ- ÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ÅÄÉÎÉÃ, ÓËÏÌØËÏ ÎÁ ŒÈÏÄÅ, ÐÒÉÞčÍ ŒÙÈÏÄÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÓÅÇÄÁ ÎÅŒÏÚÒÁÓÔÁ- ÀÝÁÑ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÎÉÊ ÂÉÔ ŒÙÈÏÄÁ Œ ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÀ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÁ.

ðÒÉ ËÁÖÕÝÅÊÓÑ ÐÒÏÓÔÏÔÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÉ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ- ÎÁÑ ÉÚŒÅÓÔÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÔÁËÏÊ ÓÈÅÍÙ (ÓÏÒÔÉÒÕÀÝÁÑ ÓÅÔØ AKS, ÐÒÉÄÕÍÁÎÎÁÑ áÊÔÁÉ, ëÏÍÌÏÛÏÍ É óÃÅÍÅÒÅÄÉ ÓÒÁŒÎÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÄÁŒÎÏ, Œ 1983 ÇÏÄÕ) ŒÅÓØÍÁ ÓÌÏÖÎÁ, É ÐÏ- ÑŒÌÅÎÉÅ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÂÙÌÏ ÂÙ ÚÁ- ÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÅÍ.

íÎÏÇÉÅ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔ- ÍÏŒ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ËÁËÉÈ-ÔÏ ÂÕÌÅŒÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÔØ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔ- ÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÞÉÓÌÁ (ÐÒÉ- ÍÅÎÑÅÍÙÊ Œ ÓÉÓÔÅÍÁÈ ÛÉÆÒÏŒÁÎÉÑ ÄÌÑ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÐÒÏÓÔÏ- ÔÙ ÞÉÓÅÌ ÉÚ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÔÙÓÑÞ ÃÉÆÒ). éÓÐÏÌØÚÕÑ ÜÔÏÔ ÁÌ- ÇÏÒÉÔÍ, ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÁËÏÊ ÆÁËÔ: ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÈÅÍÁ

ÐÒÏŒÅÒËÉ ÐÒÏÓÔÏÔÙ n-ÂÉÔÏŒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ (ÎÁ ŒÈÏÄ ÐÏÄÁÀÔÓÑ n ÃÉÆÒ, ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÃÁ, ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ÐÒÏ- ÓÔÏÅ, É ÎÕÌØ, ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ÓÏÓÔÁŒÎÏÅ), ÒÁÚÍÅÒ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ ÏÔ n.

œÅÒÎčÍÓÑ Ë ÏÂÝÉÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑÍ Ï ÓÈÅÍÁÈ É ÆÏÒÍÕ- ÌÁÈ. íÙ ÕÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÉ, ÞÔÏ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ ÒÁÚ- ÍÅÒÁ ÓÈÅÍÙ É ÆÏÒÍÕÌÙ | ÜÔÏ ÒÁÚÎÙÅ ŒÅÝÉ (ÓÈÅÍÙ ÜËÏÎÏ- ÍÉÞÎÅÅ, ÔÁË ËÁË Œ ÎÉÈ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÐÏÄÆÏÒÍÕÌÙ ÕÞÉÔÙ- ŒÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ). ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒ ÆÏÒ- ÍÕÌÙ ÍÏÖÎÏ ÓŒÑÚÁÔØ Ó ÇÌÕÂÉÎÏÊ ÓÈÅÍÙ.

âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÒÁÚÍÅÒÏÍ ÆÏÒÍÕÌÙ ÞÉÓÌÏ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÓŒÑÚÏË Œ ÎÅÊ. íÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ËÏÎSSÀÎËÃÉÉ, ÄÉÚSSÀÎËÃÉÉ É ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ, É Œ ÓÈÅÍÁÈ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÔÁËÉÅ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅ- ÒÏÍ ÓÈÅÍÙ ÍÙ ÎÁÚÙŒÁÌÉ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, Á ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÂÕÌÅŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ ÓÈÅÍÙ, Åč ŒÙ- ÞÉÓÌÑÀÝÅÊ. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ h ÏÂÏÚÎÁÞÁÌÁÓØ size(h) (ÔÏÞÎÅÅ size_B (h), ÇÄÅ B | ÎÁÂÏÒ ÒÁÚÒÅÛčÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏ- ÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÎÏ ÓÅÊÞÁÓ ÍÙ ÄÏÇÏŒÏÒÉÌÉÓØ ÉÓÐÏÌØÚÏ- ŒÁÔØ ËÏÎSSÀÎËÃÉÉ, ÄÉÚSSÀÎËÃÉÉ É ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ É ÏÐÕÓËÁÅÍ ÉÎÄÅËÓ B).

íÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ ÆÏÒÍÕÌÙ, ŒÙÒÁÖÁÀÝÅÊ ÆÕÎË- ÃÉÀ h, ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ fsize(h). ïÞÅŒÉÄÎÏ, size(h) ⩽ ⩽ fsize(h). âÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÏÄÎÁËÏ, ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅ, ÓŒÑÚÙŒÁÀÝÅÅ ÒÁÚÍÅÒ ÓÈÅÍÙ Ó ÇÌÕÂÉÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ depth(h) ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÇÌÕÂÉÎÕ ÓÈÅÍÙ, ŒÙÞÉÓÌÑÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÀ h.

ôÅÏÒÅÍÁ 16. éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÏÃÅÎËÉ fsize(h) ⩽ c^{depth(h)}_1 É depth(h) ⩽ c_2 log fsize(h) (ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ c_1 É c_2 É ÄÌÑ ŒÓÅÈ h). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÅÒÙ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ depth É log fsize ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Œ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ ÒÁÚ.

◁ ðÅÒŒÁÑ ÏÃÅÎËÁ ÏÞÅŒÉÄÎÁ: ÅÓÌÉ ÍÙ ÓËÏÐÉÒÕÅÍ ÐÏŒÔÏ- ÒÑÀÝÉÅÓÑ ÆÒÁÇÍÅÎÔÙ ÓÈÅÍÙ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÚŒÅÒÎÕÔØ Åč Œ ÄÅ- ÒÅŒÏ, ÔÏ ÇÌÕÂÉÎÁ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ. åÓÌÉ ÏÎÁ ÒÁŒÎÁ k, ÔÏ Œ ÐÏ- ÌÕÞÅÎÎÏÍ ÄÅÒÅŒÅ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2^k −1 ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ É ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^k − 1. (îÁ- ÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÎSSÀÎËÃÉÉ, ÄÉÚSS-

ÀÎËÃÉÉ É ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ, É ÐÏÔÏÍÕ ŒÅÔŒÌÅÎÉÅ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2.)

ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏ. ðÕÓÔØ ÇÌÕ- ÂÉÎÁ ÓÈÅÍÙ ÒÁŒÎÁ k. œÙÈÏÄ ÓÈÅÍÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÙÈÏÄÏÍ ÎÅ- ËÏÔÏÒÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. ôÏÇÄÁ ÎÁ ÅÇÏ ŒÈÏÄÙ ÐÏÄÁÀÔÓÑ ÂÕÌÅŒÙ ÆÕÎËÃÉÉ ÇÌÕÂÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ k −1. ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎ- ÄÕËÃÉÉ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÁ 2^{k−1} − 1. ôÁËÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÄŒÅ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÂÝÉÊ ÒÁÚÍÅÒ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 2(2^{k−1} − 1) + 1 = 2^k − 1.

œÔÏÒÁÑ ÏÃÅÎËÁ ÓÌÏÖÎÅÅ. åÓÌÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÙ- ŒÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ Œ ÓÈÅÍÕ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (ŒŒÅÄÑ ŒÓÐÏ- ÍÏÇÁÔÅÌØÎÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÏÄÆÏÒÍÕÌÙ), ÔÏ ÇÌÕÂÉÎÁ ÐÏÌÕÞÉŒÛÅÊÓÑ ÓÈÅÍÙ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÌÉÚËÁ Ë ÒÁÚ- ÍÅÒÕ ÆÏÒÍÕÌÙ, Á ÎÅ Ë ÅÇÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÕ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (: : : ((p_1 ∧ p_2) ∧ p_3) ∧ : : : p_n), ÔÏ Õ ÎÁÓ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ é, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ËÁÖÄÙÊ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÉÊ ÐÏÄŒÅÛÅÎ Ë ÌÅŒÏÍÕ ŒÈÏÄÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ, É ÇÌÕÂÉ- ÎÁ ÒÁŒÎÁ n − 1. ëÏÎÅÞÎÏ, ÅÓÌÉ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒ- ÎÏÓÔØ ËÏÎSSÀÎËÃÉÉ, ÓËÏÂËÉ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÓÔÁŒÉÔØ É ÐÏÌÕ- ÞÉÔØ ÂÏÌÅÅ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÄÅÒÅŒÏ ÇÌÕÂÉÎÙ ÐÒÉÍÅÒÎÏ log n, ËÁË É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ. îÏ ËÁË ŒÙÐÏÌÎÉÔØ ÔÁËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÎÉÅ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ?

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÄÁÎÎÕÀ ÎÁÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ÞÅÒÅÚ F . œÙÂÅÒÅÍ Õ ÎÅč ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÐÏÄÆÏÒÍÕÌÕ G (ËÁË ÉÍÅÎÎÏ, ÍÙ ÏÂSSÑÓÎÉÍ ÐÏÚÖÅ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ F_0, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓ- ÌÉ ŒÍÅÓÔÏ G ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ 0 (ÌÏÖØ), Á ÔÁËÖÅ ÆÏÒÍÕÌÕ F_1, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ 1. ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ F ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÆÏÒÍÕÌÅ

((F_0 ∧ ¬G) ∨ (F_1 ∧ G)):

åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ ÕÄÁÓÔÓÑ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ F_0; F_1; G ÓÈÅÍÁÍÉ ÇÌÕÂÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ k, ÔÏ ÄÌÑ F ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÈÅÍÁ ÇÌÕÂÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ k + 3.

ôÁËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÏÌÅÚÎÏ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÔÒÉ ÆÏÒÍÕÌÙ F_1; F_0; G ÉÍÅÀÔ ÚÁÍÅÔÎÏ ÍÅÎØÛÉÊ ÒÁÚÍÅÒ, ÞÅÍ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ F .

ìÅÍÍÁ. õ ÌÀÂÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÒÁÚÍÅÒÁ n (ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n) ÅÓÔØ ÐÏÄÆÏÒÍÕÌÁ ÒÁÚÍÅÒÁ ÏÔ n=4 ÄÏ 3n=4.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ëÁÖÄÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÅÓÔØ ËÏÎSSÀÎËÃÉÑ ÄŒÕÈ ÐÏÄÆÏÒÍÕÌ, ÄÉÚSSÀÎËÃÉÑ ÄŒÕÈ ÐÏÄÆÏÒÍÕÌ ÉÌÉ ÏÔ- ÒÉÃÁÎÉÅ ÐÏÄÆÏÒÍÕÌÙ. îÁÞÁŒ ÓÏ ŒÓÅÊ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÂÕÄÅÍ ÐÅ- ÒÅÈÏÄÉÔØ Ë Åč ÐÏÄÆÏÒÍÕÌÁÍ, ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ŒÙÂÉÒÁÑ ÉÚ ÄŒÕÈ ÐÏÄÆÏÒÍÕÌ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ. ôÏÇÄÁ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÒÁÚÍÅÒ ÕÂÙŒÁÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Œ ÄŒÁ ÒÁÚÁ, É ÐÏÔÏÍÕ ÍÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÍÉÎÏŒÁÔØ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË [n=4; 3n=4], ËÏÎÃÙ ËÏÔÏÒÏ- ÇÏ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ŒÔÒÏÅ. (îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÔÕÔ ÅÓÔØ ÎÅÂÏÌØ- ÛÁÑ ÎÅÔÏÞÎÏÓÔØ: ÒÁÚÍÅÒ ÆÏÒÍÕÌÙ ÍÏÖÅÔ ÕÂÙŒÁÔØ ÞÕÔØ ÂÙÓÔÒÅÅ, ÞÅÍ ŒÄŒÏÅ, ÔÁË ËÁË ÒÁÚÍÅÒ ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÁ ÅÄÉ- ÎÉÃÕ ÂÏÌØÛÅ ÓÕÍÍÙ ÒÁÚÍÅÒÏŒ ÞÁÓÔÅÊ, ÎÏ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÚÁ- ÐÁÓ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÏÎÃÙ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ŒÔÒÏÅ, Á ÎÅ ŒÄŒÏÅ.) ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

œÙÂÉÒÁÑ ÐÏÄÆÏÒÍÕÌÕ G Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ, ÍÙ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒ ŒÓÅÈ ÔÒčÈ ÆÏÒÍÕÌ F_0; F_1; G ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 3=4 ÒÁÚÍÅÒÁ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ (ÐÏÄÓÔÁÎÏŒ- ËÁ ÎÕÌÑ ÉÌÉ ÅÄÉÎÉÃÙ ÍÏÖÅÔ ÔÏÌØËÏ ÕÍÅÎØÛÉÔØ ÒÁÚÍÅÒ ÆÏÒÍÕÌÙ | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÞÁÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ŒÙÂÒÏÓÉÔØ).

ðÒÉÍÅÎÉÍ ËÏ ŒÓÅÍ ÔÒčÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍ F_0, F_1 É G ÔÏÔ ÖÅ ÐÒÉčÍ, ŒÙÄÅÌÉÍ Œ ÎÉÈ ÐÏÄÆÏÒÍÕÌÙ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ, ÐÏËÁ ÍÙ ÎÅ ÓÐÕÓÔÉÍÓÑ ÄÏ ÆÏÒÍÕÌ ÍÁÌÏÇÏ ÒÁÚ- ÍÅÒÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ ÓÈÅÍ ËÁË ÕÇÏÄÎÏ. œ ÉÔÏÇÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÄÅÒÅŒÏ Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÕÒÏŒ- ÎÅÊ, ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÏÑÔ ÓÈÅÍÙ ÇÌÕÂÉÎÙ 3, Á Œ ÌÉÓÔØÑÈ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÓÈÅÍÙ ÇÌÕÂÉÎÙ O(1).

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÒÁÚÍÅÒÕ ÆÏÒÍÕÌÙ, ŒÙÒÁÖÁÀÝÅÊ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ h, ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÏÃÅÎËÕ depth(h) = O(log fsize(h)). ▷

16. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÇÌÕÂÉÎÕ ÆÏÒÍÕÌÙ ËÁË ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÐÁÒ ÓËÏÂÏË; ÄÌÑ ÅÄÉÎÏÏÂÒÁÚÉÑ ÂÕÄÅÍ ÏËÒÕÖÁÔØ ÏÔ- ÒÉÃÁÎÉÅ ÓËÏÂËÁÍÉ É ÐÉÓÁÔØ (¬A) ŒÍÅÓÔÏ ¬A. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÉÞÅÇÏ ÎÏŒÏÇÏ: ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÇÌÕÂÉÎÁ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÝÅÊ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f, ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÇÌÕÂÉÎÏÊ ÓÈÅÍÙ, ŒÙÞÉÓÌÑÀÝÅÊ f.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ fsize(h) ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÚÄÅÓØ (Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÓÈÅÍÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ) ŒÙÂÏÒ ÂÁÚÉÓÁ ÍÏÖÅÔ ÉÚÍÅÎÉÔØ fsize(h) ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Œ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ ÒÁÚ.

17. ïÂSSÑÓÎÉÔÅ, ÐÏÞÅÍÕ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 7 ÎÅ ÐÅÒÅ- ÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÆÏÒÍÕÌ.

ôÁË ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Ó ÆÕÎËÃÉÅÊ p_1 ⊕ p_2 ⊕ : : : ⊕ p_n (ÚÎÁË ⊕ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2). üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÆÏÒÍÕÌØÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ O(n), ÅÓÌÉ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2 ŒÈÏÄÉÔ Œ ÂÁÚÉÓ. ïÄÎÁËÏ Œ ÂÁÚÉÓÅ é, éìé, îå ÏÎÁ ÉÍÅ- ÅÔ ÂÏÌØÛÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ËÁË ÄÏËÁÚÁÌÁ â. á. óÕÂÂÏÔÏŒÓËÁÑ. éÄÅÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÁËÏŒÁ: ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ŒÙ- ÂÒÁÎÎÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ Ó ËÏÎSSÀÎËÃÉÑÍÉ É ÄÉÚSS- ÀÎËÃÉÑÍÉ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ŒÙÂÒÁÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 0 ÉÌÉ 1, ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ÕÐÒÏÓÔÉÔÓÑ (ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÜÔÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÐÒÏÐÁ- ÄčÔ, ÎÏ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÐÒÏÐÁÄÕÔ É ÄÒÕÇÉÅ). åÓÌÉ ÄÅÌÁÔØ ÔÁË ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ, ÔÏ ÏÔ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÓÔÁÎÅÔ- ÓÑ ÎÅÂÏÌØÛÁÑ ÞÁÓÔØ | Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÜÔÁ ÞÁÓÔØ ŒÓč ÒÁŒÎÏ ÄÏÌÖÎÁ ÒÅÁÌÉÚÏŒÙŒÁÔØ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÏÓÔÁŒÛÉÈÓÑ ÁÒÇÕ- ÍÅÎÔÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2.

18. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÙ- ÞÉÓÌÅÎÁ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÓÈÅÍÏÊ, ÎÏ É ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÔÏÌØËÏ ÓŒÑÚËÉ é É éìé.

19. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ fsize1(h) É fsize2(h) ÄÌÑ ÏÄÎÏÊ ÂÕÌÅŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ h É ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÏÌÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏŒ ÐÏÌÉÎÏÍÉ- ÁÌØÎÏ ÓŒÑÚÁÎÙ: ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÌÉÎÏÍ P (ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ ÏÔ ŒÙÂÏ- ÒÁ ÂÁÚÉÓÏŒ), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ fsize2(h) ⩽ P (fsize1(h)) ÐÒÉ ŒÓÅÈ h. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 16.)

2. éÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÅÊ ÍÙ ÎÁÚÙŒÁÌÉ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉ- ÏÎÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÉÓÔÉÎÎÕÀ ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÙÈ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÉ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕ- ÞÉÔØ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ĂÁËÓÉÏÍĄ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ĂÐÒÁŒÉÌ ŒÙŒÏÄÁĄ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÍÅÀÔ ÞÉÓÔÏ ÓÉÎÔÁËÓÉÞÅÓËÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ É ÎÉËÁË ÎÅ ÁÐÅÌÌÉÒÕÀÔ Ë ÓÍÙÓÌÕ ÆÏÒÍÕÌÙ, Åč ÉÓÔÉÎÎÏ- ÓÔÉ É Ô. Ä. üÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÒÅÛÁÅÔ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ. œ ÜÔÏÊ ÇÌÁŒÅ ÍÙ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍ ÁËÓÉÏÍÙ É ÐÒÁŒÉÌÁ ŒÙŒÏÄÁ ÜÔÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ, É ÐÒÉŒÅÄčÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ (ËÏÔÏÒÁÑ ÕÔŒÅÒÖÄÁ- ÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÑ ŒÙŒÏÄÉÍÁ Œ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ŒÙÓ- ËÁÚÙŒÁÎÉÊ).

2.1. éÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ (éœ)

ëÁËÏŒÙ ÂÙ ÎÉ ÂÙÌÉ ÆÏÒÍÕÌÙ A; B; C, ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÏÒ- ÍÕÌÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÁËÓÉÏÍÁÍÉ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ:

(1) A → (B → A);

(2) (A → (B → C)) → ((A → B) → (A → C)); (3) (A ∧ B) → A; (4) (A ∧ B) → B;

(5) A → (B → (A ∧ B)); (6) A → (A ∨ B); (7) B → (A ∨ B);

(8) (A → C) → ((B → C) → (A ∨ B → C)); (9) ¬A → (A → B);

(10) (A → B) → ((A → ¬B) → ¬A); (11) A ∨ ¬A.

ëÁË ÇÏŒÏÒÑÔ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÚÄÅÓØ ÏÄÉÎÎÁÄÃÁÔØ ĂÓÈÅÍ ÁËÓÉÏÍĄ; ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ÓÈÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ËÏÎËÒÅÔÎÙÅ ÁËÓÉÏÍÙ, ÚÁÍÅÎÑÑ ŒÈÏÄÑÝÉÅ Œ ÎÅč ÂÕËŒÙ ÎÁ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏ- ÎÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ.

åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÐÒÁŒÉÌÏÍ ŒÙŒÏÄÁ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ŒÙÓËÁ- ÚÙŒÁÎÉÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÁŒÉÌÏ ÓÏ ÓÒÅÄÎÅŒÅËÏŒÙÍ ÎÁÚŒÁÎÉÅÍ Ămodus ponensĄ (MP). üÔÏ ÐÒÁŒÉÌÏ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔ ÐÏÌÕÞÉÔØ (ŒÙŒÅÓÔÉ) ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ A É (A → B) ÆÏÒÍÕÌÕ B.

œÙŒÏÄÏÍ Œ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏ- ÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ ÁËÓÉÏÍÁ ÉÌÉ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ modus ponens.

œÏÔ ÐÒÉÍÅÒ ŒÙŒÏÄÁ (Œ ÎčÍ ÐÅÒŒÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÓÈÅÍÙ (1), ŒÔÏÒÁÑ | ÓÈÅÍÙ (2), Á ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÄŒÕÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ modus ponens):

(p → (q → p));

(p → (q → p)) → ((p → q) → (p → p)); ((p → q) → (p → p)):

ðÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙŒÏÄÉ- ÍÏÊ Œ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ, ÉÌÉ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÉÓÞÉÓÌÅ- ÎÉÑ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÙŒÏÄ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÐÏ- ÓÌÅÄÎÑÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÒÁŒÎÁ A. ôÁËÏÊ ŒÙŒÏÄ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ŒÙŒÏ- ÄÏÍ ÆÏÒÍÕÌÙ A. (œ ÐÒÉÎÃÉÐÅ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ É ÎÅ ÔÒÅÂÏ- ŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÆÏÒÍÕÌÁ A ÂÙÌÁ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ | ŒÓÅ ÄÁÌØÎÅÊ- ÛÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÓÔÏ ŒÙÞÅÒËÎÕÔØ.)

ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÉ, Œ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ ŒÙŒÏÄÑÔÓÑ ŒÓÅ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÉ É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ. ïÂÙÞÎÏ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÒÁÚÂÉŒÁÀÔ ÎÁ ÄŒÅ ÞÁÓÔÉ: ÐÒÏÓÔÕÀ É ÓÌÏÖ- ÎÕÀ. îÁÞÎčÍ Ó ÐÒÏÓÔÏÊ:

ôÅÏÒÅÍÁ 17 (Ï ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ éœ). œÓÑËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÉÓ- ÞÉÓÌÅÎÉÑ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ ÅÓÔØ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÑ.

◁ îÅÓÌÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÁËÓÉÏÍÙ | ÔÁŒÔÏÌÏ- ÇÉÉ. äÌÑ ÐÒÉÍÅÒÁ ÐÒÏÄÅÌÁÅÍ ÜÔÏ ÄÌÑ ÓÁÍÏÊ ÄÌÉÎÎÏÊ ÁË- ÓÉÏÍÙ (ÔÏÞÎÅÅ, ÓÈÅÍÙ ÁËÓÉÏÍ) | ÄÌÑ ŒÔÏÒÏÊ. œ ËÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÏÒÍÕÌÁ

(A → (B → C)) → ((A → B) → (A → C))

(ÇÄÅ A; B; C | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ) ÍÏÇÌÁ ÂÙ ÂÙÔØ ÌÏÖ- ÎÏÊ? äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏÓÙÌËÁ A → (B → C) ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÉÓ- ÔÉÎÎÏÊ, Á ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ (A → B) → (A → C) | ÌÏÖÎÙÍ. þÔÏÂÙ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ÌÏÖÎÙÍ, ÆÏÒÍÕÌÁ A → B ÄÏÌÖ- ÎÁ ÂÙÔØ ÉÓÔÉÎÎÏÊ, Á ÆÏÒÍÕÌÁ A → C | ÌÏÖÎÏÊ. ðÏÓÌÅÄ- ÎÅÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ A ÉÓÔÉÎÎÁ, Á C ÌÏÖÎÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ A, (A → B) É (A → (B → C)) ÉÓÔÉÎÎÙ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ B É (B → C) ÉÓÔÉÎÎÙ, É ÐÏÔÏÍÕ C ÉÓÔÉÎÎÁ | ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ. úÎÁÞÉÔ, ÎÁÛÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÅ ÂÙŒÁÅÔ ÌÏÖÎÏÊ.

ëÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÐÒÁŒÉÌÁ MP ÔÁËÖÅ ÏÞÅŒÉÄÎÁ: ÅÓÌÉ ÆÏÒ- ÍÕÌÙ (A → B) É A ŒÓÅÇÄÁ ÉÓÔÉÎÎÙ, ÔÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ ÆÏÒÍÕÌÁ B ÔÁËÖÅ ŒÓÅÇÄÁ ÉÓÔÉÎÎÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ŒÈÏÄÑÝÉÅ Œ ŒÙŒÏÄÙ (ŒÓÅ ÔÅÏÒÅ- ÍÙ) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÑÍÉ. ▷

çÏÒÁÚÄÏ ÓÌÏÖÎÅÅ ÄÏËÁÚÁÔØ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. ôÅÏÒÅÍÁ 18 (Ï ÐÏÌÎÏÔÅ éœ). œÓÑËÁÑ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÑ ÅÓÔØ ÔÅÏÒÅÍÁ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ.

◁ íÙ ÐÒÅÄÌÏÖÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉŒÎÙÈ ÄÏËÁÚÁ- ÔÅÌØÓÔŒ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. îÏ ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÒÉ- ÏÂÒÅÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÏÐÙÔ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ŒÙŒÏÄÏŒ É ÉÓÐÏÌØ- ÚÏŒÁÎÉÑ ÁËÓÉÏÍ.

ìÅÍÍÁ 1. ëÁËÏŒÁ ÂÙ ÎÉ ÂÙÌÁ ÆÏÒÍÕÌÁ D, ÆÏÒÍÕÌÁ (D → D) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ.

äÏËÁÖÅÍ ÌÅÍÍÕ, ÐÒÅÄSSÑŒÉŒ ŒÙŒÏÄ ÆÏÒÍÕÌÙ (D → D) Œ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ. 1. (D → ((D → D) → D)) →

→ ((D → (D → D)) → (D → D)) [ÁËÓÉÏÍÁ 2 ÐÒÉ A = D, B = (D → D), C = D];

2. D → ((D → D) → D) [ÁËÓÉÏÍÁ 1];

3. (D → (D → D)) → (D → D) [ÉÚ 1 É 2 ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ MP]; 4. D → (D → D) [ÁËÓÉÏÍÁ 1]; 5. (D → D) [ÉÚ 3 É 4 ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ MP].

ëÁË ŒÉÄÎÏ, ŒÙŒÏÄ ÄÁÖÅ ÔÁËÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÉ, ËÁË (D → D), ÔÒÅÂÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÉÚÏÂÒÅÔÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. íÙ ÏÂÌÅÇÞÉÍ ÓÅÂÅ ÖÉÚÎØ, ÄÏËÁÚÁŒ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÝÅÅ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅ Ï ŒÙŒÏÄÉÍÏÓÔÉ.

þÁÓÔÏ ÍÙ ÒÁÓÓÕÖÄÁÅÍ ÔÁË: ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌ- ÎÅÎÏ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ A, É ŒÙŒÏÄÉÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÌÅÄ- ÓÔŒÉÑ. ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ ËÁË ÄÒÕÇÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ B ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÍÙ ŒÓÐÏÍÉÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ A, É ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ A → B. óÌÅ- ÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ÉÎÏÇÄÁ ĂÌÅÍÍÏÊ Ï ÄÅÄÕËÃÉÉĄ,

ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÐÏÄÈÏÄ ÐÒÁŒÏÍÅÒÅÎ É ÄÌÑ ÉÓÞÉÓÌÅ- ÎÉÑ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ.

ðÕÓÔØ ` | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÆÏÒÍÕÌ. œÙŒÏÄÏÍ ÉÚ ` ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÏÊ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ` ÉÌÉ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ MP. (äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÙ ËÁË ÂÙ ÄÏÂÁŒÌÑÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ ` Ë ÁËÓÉÏÍÁÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ | ÉÍÅÎÎÏ ËÁË ÆÏÒÍÕÌÙ, Á ÎÅ ËÁË ÓÈÅÍÙ ÁËÓÉÏÍ.) æÏÒÍÕÌÁ A ŒÙŒÏÄÉÍÁ ÉÚ `, ÅÓÌÉ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÙŒÏÄ ÉÚ `, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÐÉÛÅÍ ` ⊢ A. åÓÌÉ ` ÐÕÓÔÏ, ÔÏ ÒÅÞØ ÉÄčÔ Ï ŒÙŒÏÄÉÍÏÓÔÉ Œ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ, É ŒÍÅÓÔÏ ∅ ⊢ A ÐÉÛÕÔ ÐÒÏÓÔÏ ⊢ A.

ìÅÍÍÁ 2 (Ï ÄÅÄÕËÃÉÉ). ðÕÓÔØ ` | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÆÏÒÍÕÌ. ôÏÇÄÁ ` ⊢ A → B ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ `∪{A} ⊢ B.

œ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÏÞÔÉ ÏÞÅŒÉÄÎÏ: ÐÕÓÔØ ` ⊢ (A → B). ôÏÇÄÁ É `; A ⊢ (A → B). (äÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÍÙ ÏÐÕÓËÁÅÍ ÆÉÇÕÒÎÙÅ ÓËÏÂËÉ É ÚÁÍÅÎÑÅÍ ÚÎÁË ÏÂSSÅÄÉ- ÎÅÎÉÑ ÚÁÐÑÔÏÊ.) ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ `; A ⊢ A, ÏÔËÕÄÁ ÐÏ MP ÐÏÌÕÞÁÅÍ `; A ⊢ B.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ `; A ⊢ B. îÁÍ ÎÁÄÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ŒÙŒÏÄ ÆÏÒÍÕÌÙ A → B ÉÚ `. œÏÚØÍčÍ ŒÙŒÏÄ C_1; C_2; : : : ; C_n ÆÏÒ- ÍÕÌÙ B = C_n ÉÚ `; A. ðÒÉÐÉÛÅÍ ËÏ ŒÓÅÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍ ÜÔÏÇÏ ŒÙŒÏÄÁ ÓÌÅŒÁ ÐÏÓÙÌËÕ A:

(A → C_1); (A → C_2); : : : ; (A → C_n):

üÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏËÁÎÞÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ (A → B). óÁÍÁ ÐÏ ÓÅÂÅ ÏÎÁ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ŒÙŒÏÄÏÍ ÉÚ `, ÎÏ ÉÚ ÎÅč ÍÏÖÎÏ ÐÏ- ÌÕÞÉÔØ ÔÁËÏÊ ŒÙŒÏÄ, ÄÏÂÁŒÉŒ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÔØ ÌÅÍÍÕ Ï ÄÅÄÕËÃÉÉ.

âÕÄÅÍ ÄÏÂÁŒÌÑÔØ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÄŒÉÇÁÑÓØ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁ- ŒÏ. ðÕÓÔØ ÍÙ ÐÏÄÏÛÌÉ Ë ÆÏÒÍÕÌÅ (A → C_i). ðÏ ÐÒÅÄÐÏ- ÌÏÖÅÎÉÀ ÆÏÒÍÕÌÁ C_i ÌÉÂÏ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó A, ÌÉÂÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅ- ÖÉÔ `, ÌÉÂÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÏÊ, ÌÉÂÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÄŒÕÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ MP. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÓÅ ÜÔÉ ÓÌÕÞÁÉ ÐÏ ÏÞÅÒÅÄÉ.

(1) åÓÌÉ C_i ÅÓÔØ A, ÔÏ ÏÞÅÒÅÄÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

(A → A). ðÏ ÌÅÍÍÅ 1 ÏÎÁ ŒÙŒÏÄÉÍÁ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÅÒÅÄ ÎÅÊ ÍÙ ÄÏÂÁŒÌÑÅÍ Åč ŒÙŒÏÄ.

(2) ðÕÓÔØ C_i ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ `. ôÏÇÄÁ ÍÙ ŒÓÔÁŒÌÑÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ C_i É C_i → (A → C_i) (ÁËÓÉÏÍÁ 1). ðÒÉÍÅÎÅ- ÎÉÅ ÐÒÁŒÉÌÁ MP Ë ÜÔÉÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍ ÄÁčÔ (A → C_i), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

(3) ôÅ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÁŒÉÔØ, ÅÓÌÉ C_i ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÏÊ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ.

(4) ðÕÓÔØ, ÎÁËÏÎÅÃ, ÆÏÒÍÕÌÁ C_i ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÄŒÕÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ MP. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ Œ ÉÓÈÏÄÎÏÍ ŒÙŒÏÄÅ ÅÊ ÐÒÅÄÛÅÓÔŒÏŒÁÌÉ ÆÏÒÍÕÌÙ C_j É (C_j → C_i). ôÏÇÄÁ Œ ÎÏŒÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (Ó ÄÏÂÁ- ŒÌÅÎÎÏÊ ÐÏÓÙÌËÏÊ A) ÕÖÅ ÂÙÌÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (A → C_j ) É (A → (C_j → C_i)). ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÎÁÛ `-ŒÙŒÏÄ, ÎÁÐÉÓÁŒ ÆÏÒÍÕÌÙ ((A → (C_j → C_i)) → ((A → C_j ) → (A → C_i)) (ÁËÓÉÏÍÁ 2); ((A → C_j ) → (A → C_i)) (modus ponens); (A → C_i) (modus ponens).

éÔÁË, ŒÏ ŒÓÅÈ ÞÅÔÙÒčÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÍÙ ÎÁÕÞÉÌÉÓØ ÄÏÐÏÌ- ÎÑÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÏ ŒÙŒÏÄÁ ÉÚ `, ÔÁË ÞÔÏ ÌÅÍÍÁ Ï ÄÅÄÕËÃÉÉ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

20. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÆÏÒÍÕÌ A; B; C ÆÏÒÍÕÌÁ

(A → B) → ((B → C) → (A → C))

ŒÙŒÏÄÉÍÁ Œ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÉÓÐÏÌØÚÕÊ- ÔÅ ÌÅÍÍÕ Ï ÄÅÄÕËÃÉÉ É ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ A → B; B → C; A ⊢ C.)

21. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ `1 ⊢ A É `2; A ⊢ B, ÔÏ `1 ∪ ∪ `2 ⊢ B. (üÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ĂÐÒÁŒÉÌÏÍ ÓÅÞÅ- ÎÉÑĄ (cut); ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ A ĂÏÔÓÅËÁÅÔÓÑĄ ÉÌÉ ĂŒÙÓÅËÁ- ÅÔÓÑĄ. óÈÏÄÎÙÅ ÐÒÁŒÉÌÁ ÉÇÒÁÀÔ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÕÀ ÒÏÌØ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒ, ÇÄÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ É ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ĂÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÕÓÔÒÁÎÅÎÉÉ ÓÅÞÅÎÉÑĄ ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ.)

22. äÏÂÁŒÉÍ Ë ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÀ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ, ÐÏÍÉÍÏ ÐÒÁŒÉÌÁ modus ponens, ÅÝč ÏÄÎÏ ÐÒÁŒÉÌÏ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÐÒÁŒÉÌÏÍ ÐÏÄ- ÓÔÁÎÏŒËÉ. ïÎÏ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔ ÚÁÍÅÎÉÔØ Œ ŒÙŒÅÄÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ŒÓÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ (ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ŒÈÏÖÄÅ- ÎÉÑ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÄÏÌÖÎÙ ÚÁÍÅÎÑÔØÓÑ ÎÁ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÕ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÐÒÁŒÉÌÁ

ËÌÁÓÓ ŒÙŒÏÄÉÍÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÎÏ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÄÅÄÕË- ÃÉÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÅÔ ÂÙÔØ ŒÅÒÎÏÊ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÐÏËÁ ÞÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ ÔÏÌØËÏ ÄŒÅ ÐÅÒŒÙÅ ÁËÓÉÏÍÙ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ. œÉÄÎÏ, ËÓÔÁ- ÔÉ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ ÐÏÄÏÂÒÁÎÙ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁ- ÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ Ï ÄÅÄÕËÃÉÉ ÐÒÏÛÌÏ.

äÒÕÇÉÅ ÁËÓÉÏÍÙ ÏÐÉÓÙŒÁÀÔ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÓŒÑ- ÚÏË. áËÓÉÏÍÙ 3 É 4 ÇÏŒÏÒÑÔ, ËÁËÉÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÍÏÖÎÏ ŒÙ- ŒÅÓÔÉ ÉÚ ËÏÎSSÀÎËÃÉÉ (A ∧ B ⊢ A É A ∧ B ⊢ B). îÁÐÒÏÔÉŒ, ÁËÓÉÏÍÁ 5 ÇÏŒÏÒÉÔ, ËÁË ÍÏÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ËÏÎSSÀÎËÃÉÀ. éÚ ÎÅč ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÐÒÁŒÉÌÏ: ÅÓÌÉ ` ⊢ A É ` ⊢ B, ÔÏ ` ⊢ (A ∧ B) (ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÜÔÕ ÁËÓÉÏÍÕ É ÄŒÁÖÄÙ ÐÒÁŒÉ- ÌÏ MP). þÁÓÔÏ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÐÒÁŒÉÌÁ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔ ÔÁË:

` ⊢ A ` ⊢ B ` ⊢ A ∧ B

(ÎÁÄ ÞÅÒÔÏÊ ÐÉÛÕÔ ĂÐÏÓÙÌËÉĄ ÐÒÁŒÉÌÁ, Á ÓÎÉÚÕ | ÅÇÏ ĂÚÁËÌÀÞÅÎÉÅĄ, ŒÙÔÅËÁÀÝÅÅ ÉÚ ÐÏÓÙÌÏË).

23. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (A → (B → C)) → ((A ∧ B) → → C), ÔÁË ÖÅ ËÁË É ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ë ÎÅÊ ÆÏÒÍÕÌÁ (Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÓÙÌ- ËÁ É ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÅÎÙ), ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁÍÉ ÉÓÞÉÓÌÅ- ÎÉÑ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ. äÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏ ÆÏÒÍÕÌÙ (A ∧ B) → (B ∧ A) É ((A ∧ B) ∧ C) → (A ∧ (B ∧ C)).

áËÓÉÏÍÙ 6 { 7 ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÕÔŒÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ A ⊢ A ∨ B É B ⊢ A ∨ B. áËÓÉÏÍÁ 8 ÏÂÅÓÐÅÞÉŒÁÅÔ ÔÁËÏÅ ÐÒÁŒÉÌÏ:

`; A ⊢ C `; B ⊢ C `; A ∨ B ⊢ C

ïÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÓÈÅÍÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ: ĂðÕÓÔØ ŒÙ- ÐÏÌÎÅÎÏ A ∨ B. òÁÚÂÅÒčÍ ÄŒÁ ÓÌÕÞÁÑ. åÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ A, ÔÏ ⟨ : : :⟩ É ÐÏÔÏÍÕ C. åÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ B, ÔÏ ⟨ : : :⟩ É ÐÏÔÏÍÕ C. œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ŒÅÒÎÏ C. úÎÁÞÉÔ, A ∨ B ŒÌÅÞčÔ C.Ą ïÂÏÓÎÏŒÁÎÉÅ: ÄŒÁÖÄÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÌÅÍÍÏÊ Ï ÄÅÄÕË- ÃÉÉ, ÐÏÌÕÞÉŒ ` ⊢ (A → C) É ` ⊢ (B → C), Á ÚÁÔÅÍ ÄŒÁ- ÖÄÙ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÐÒÁŒÉÌÏ MP Ë ÜÔÉÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍ É ÁËÓÉÏÍÅ (A → C) → ((B → C) → ((A ∨ B) → C)). ðÏÌÕÞÉŒ ÆÏÒ- ÍÕÌÕ (A ∨ B) → C, ÏÐÑÔØ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÐÒÁŒÉÌÏ MP Ë ÎÅÊ É ÆÏÒÍÕÌÅ (A ∨ B).

24. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, Á ÔÁËÖÅ ÏÂÒÁÔ- ÎÙÅ Ë ÎÉÍ (ÍÅÎÑÅÍ ÍÅÓÔÁÍÉ ÐÏÓÙÌËÕ É ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁÍÉ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ:

((A ∨ B) → C) → ((A → C) ∧ (B → C)); ((A ∧ C) ∨ (B ∧ C)) → ((A ∨ B) ∧ C); ((A ∨ C) ∧ (B ∨ C)) → ((A ∧ B) ∨ C):

õ ÎÁÓ ÏÓÔÁÌÉÓØ ÅÝč ÔÒÉ ÁËÓÉÏÍÙ, ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ ÏÔÒÉ- ÃÁÎÉÑ. áËÓÉÏÍÁ 9 ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÉÚ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÐÏÓÙÌÏË ÍÏÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÞÔÏ ÕÇÏÄÎÏ: ÅÓÌÉ ` ⊢ A É ` ⊢ ¬A, ÔÏ ` ⊢ B ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ B. áËÓÉÏÍÁ 10, ÎÁÐÒÏ- ÔÉŒ, ÏÂSSÑÓÎÑÅÔ, ËÁË ÍÏÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ A: ÎÁÄÏ ÄÏÐÕÓÔÉÔØ A É ŒÙŒÅÓÔÉ ÄŒÁ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏ- ÌÏÖÎÙÈ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÑ B É ¬B. ôÏÞÎÅÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÁËÏÅ ÐÒÁŒÉÌÏ:

`; A ⊢ B `; A ⊢ ¬B ` ⊢ ¬A (Œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄŒÁÖÄÙ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÌÅÍÍÕ Ï ÄÅÄÕËÃÉÉ, Á ÚÁÔÅÍ ÐÒÁŒÉÌÏ MP Ó ÁËÓÉÏÍÏÊ 10).

áËÓÉÏÍÙ 9 É 10 ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ŒÙŒÅÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÌÏÇÉÞÅ- ÓËÉÅ ÚÁËÏÎÙ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÏÔÒÉÃÁÎÉÅÍ. äÏËÁÖÅÍ, ÎÁÐÒÉ- ÍÅÒ, ÞÔÏ (ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÆÏÒÍÕÌ A É B) ÆÏÒÍÕÌÁ

(A → B) → (¬B → ¬A)

(ĂÚÁËÏÎ ËÏÎÔÒÁÐÏÚÉÃÉÉĄ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏ ÌÅÍÍÅ Ï ÄÅÄÕËÃÉÉ ÄÏ- ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ, ÞÔÏ

(A → B); ¬B ⊢ ¬A:

äÌÑ ÜÔÏÇÏ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÉÚ ÐÏÓÙ- ÌÏË (A → B); ¬B; A ËÁËÕÀ-ÌÉÂÏ ÆÏÒÍÕÌÕ É Åč ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ (Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÏÒÍÕÌÙ B É ¬B).

25. œÙŒÅÄÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÙ A → ¬¬A É ¬¬¬A → ¬A Ó ÐÏÍÏ- ÝØÀ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ.

ðÏÓÌÅÄÎÑÑ ÁËÓÉÏÍÁ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ĂÚÁËÏÎÏÍ ÉÓËÌÀÞčÎ- ÎÏÇÏ ÔÒÅÔØÅÇÏĄ, É ÉÎÏÇÄÁ ÞÉÔÁÅÍÁÑ ËÁË ĂÔÒÅÔØÅÇÏ ÎÅ ÄÁ- ÎÏĄ (tertium non datur Œ ÌÁÔÉÎÓËÏÍ ÏÒÉÇÉÎÁÌÅ), ŒÙÚŒÁ- ÌÁ Œ ÐÅÒŒÏÊ ÐÏÌÏŒÉÎÅ ŒÅËÁ ÂÏÌØÛÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÐÏÒÏŒ. (óÍ. ÒÁÚÄÅÌ 2.4 ÏÂ ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÏÊ ÌÏÇÉËÅ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÜÔÏÊ ÁËÓÉÏÍÙ ÎÅÔ.)

éÚ ÎÅč ÍÏÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÚÁËÏÎ ĂÓÎÑÔÉÑ ÄŒÏÊÎÏÇÏ ÏÔÒÉ- ÃÁÎÉÑĄ, ÉÍÅÀÝÉÊ ŒÉÄ ¬¬A → A. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ A ∨ ¬A; ¬¬A ⊢ A. ðÏ ÐÒÁŒÉÌÕ ÒÁÚ- ÂÏÒÁ ÓÌÕÞÁÅŒ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ, ÞÔÏ A; ¬¬A ⊢ A (ÜÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ) É ÞÔÏ ¬A; ¬¬A ⊢ A (Á ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ, ÔÁË ËÁË ÉÚ ÄŒÕÈ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÁÝÉÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÆÏÒÍÕÌ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ ÞÔÏ ÕÇÏÄÎÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÁËÓÉÏÍÙ 8).

26. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (¬B → ¬A) → (A → B) ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÉÓÐÏÌØ- ÚÕÊÔÅ ÚÁËÏÎ ÉÓËÌÀÞčÎÎÏÇÏ ÔÒÅÔØÅÇÏ.)

27. éÓËÌÀÞÉÍ ÉÚ ÞÉÓÌÁ ÁËÓÉÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ ÚÁËÏÎ ÉÓËÌÀÞčÎÎÏÇÏ ÔÒÅÔØÅÇÏ, ÚÁÍÅÎÉŒ ÅÇÏ ÎÁ ÚÁËÏÎ ÓÎÑÔÉÑ ÄŒÏÊÎÏÇÏ ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓ ŒÙŒÏÄÉ- ÍÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ.

28. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÎÁÌÉÞÉÉ ÁËÓÉÏÍÙ ÉÓËÌÀÞčÎÎÏÇÏ ÔÒÅÔØÅÇÏ (11) ÁËÓÉÏÍÁ (10) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÛÎÅÊ | Åč (ÔÏÞÎÅÅ ÓÌÅ- ÄÏŒÁÌÏ ÂÙ ÓËÁÚÁÔØ: ÌÀÂÏÊ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÜÔÏÊ ÓÈÅÍÙ ÁËÓÉÏÍ) ÍÏÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÁËÓÉÏÍ.

ôÅÐÅÒØ ÕÖÅ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ: ŒÓÑ- ËÁÑ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÑ ŒÙŒÏÄÉÍÁ Œ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ. éÄÅÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÒÁÚÂÏÒÅ ÓÌÕÞÁÅŒ. ðÏÑÓ- ÎÉÍ Åč ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ. ðÕÓÔØ A | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ p; q; r. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ A ÉÓ- ÔÉÎÎÁ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÔÒÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÉÓÔÉÎÎÙ. ôÏÇÄÁ, ËÁË ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ, p; q; r ⊢ A:

œÏÏÂÝÅ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÔÁÂÌÉÃÙ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÆÏÒÍÕ- ÌÙ A ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ŒÙŒÏÄÉÍÏÓÔÉ. îÁÐÒÉ- ÍÅÒ, ÅÓÌÉ A ÌÏÖÎÁ, ËÏÇÄÁ p É q ÌÏÖÎÙ, Á r ÉÓÔÉÎÎÏ, ÔÏ

¬p; ¬q; r ⊢ ¬A:

åÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÅÊ, ÔÏ ÏËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ

ÏÎÁ ŒÙŒÏÄÉÍÁ ÉÚ ŒÓÅÈ ŒÏÓØÍÉ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÐÏ- ÓÙÌÏË. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÚÁËÏÎÏÍ ÉÓËÌÀÞčÎÎÏÇÏ ÔÒÅÔØÅÇÏ, ÍÏÖ- ÎÏ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ ÉÚÂÁŒÌÑÔØÓÑ ÏÔ ÐÏÓÙÌÏË. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚ p; q; r ⊢ A É p; q; ¬r ⊢ A ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ p; q; (r ∨ ¬r) ⊢ A, ÔÏ ÅÓÔØ p; q ⊢ A (ÐÏÓËÏÌØËÕ (r ∨ ¬r) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÏÊ).

ðÒÏŒÅÄčÍ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÄÏ- ËÁÖÅÍ ÔÁËÕÀ ÌÅÍÍÕ:

ìÅÍÍÁ 3.

P; Q ⊢ (P ∧ Q) P; Q ⊢ (P ∨ Q) P; ¬Q ⊢ ¬(P ∧ Q) P; ¬Q ⊢ (P ∨ Q) ¬P; Q ⊢ ¬(P ∧ Q) ¬P; Q ⊢ (P ∨ Q) ¬P; ¬Q ⊢ ¬(P ∧ Q) ¬P; ¬Q ⊢ ¬(P ∨ Q)

P; Q ⊢ (P → Q) P; ¬Q ⊢ ¬(P → Q) P ⊢ ¬(¬P ) ¬P; Q ⊢ (P → Q) ¬P ⊢ ¬P ¬P; ¬Q ⊢ (P → Q)

ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ P É Q.

üÔÁ ÌÅÍÍÁ ÇÏŒÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÒÉÎÑÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÇÉÐÏ- ÔÅÚ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÉÌÉ ÌÏÖÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌ P É Q, ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÞÁÓÔÑÍÉ ËÏÎSSÀÎËÃÉÉ, ÄÉÚSSÀÎËÃÉÉ ÉÌÉ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÔØ ÉÌÉ ÏÐÒÏŒÅÒÇÎÕÔØ ŒÓÀ ÆÏÒÍÕÌÕ (Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÉÓÔÉÎÎÁ ÏÎÁ ÉÌÉ ÌÏÖÎÁ). ðÏÓÌÅÄ- ÎÑÑ ÞÁÓÔØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏ ÏÔ- ÒÉÃÁÎÉÅ.

ðÏÓÌÅ ÐÒÅÄÐÒÉÎÑÔÏÊ ÎÁÍÉ ÔÒÅÎÉÒÏŒËÉ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÎÅÓÌÏÖÎÏ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÕÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ ¬P ⊢ ⊢ ¬(P ∧ Q). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÄŒÁ ÐÒÏÔÉ- ŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÉÚ ¬P; (P ∧ Q) | ÉÍÉ ÂÕÄÕÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ P É ¬P .

ðÒÏŒÅÒÉÍ ÅÝč ÏÄÎÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ: ¬P; ¬Q ⊢ ¬(P ∨ Q). îÁÍ ÎÁÄÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÄŒÁ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÉÚ ¬P; ¬Q; (P ∨ Q). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÉÚ ¬P; ¬Q; (P ∨ Q) ÓÌÅÄÕÅÔ ŒÓč, ÞÔÏ ÕÇÏÄÎÏ. ðÏ ÐÒÁŒÉÌÕ ÒÁÚÂÏÒÁ ÓÌÕÞÁÅŒ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÉÚ ¬P; ¬Q; P É ÉÚ ¬P; ¬Q; Q ÓÌÅÄÕÅÔ ŒÓč,

ÞÔÏ ÕÇÏÄÎÏ | ÎÏ ÜÔÏ ÍÙ ÚÎÁÅÍ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ, ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ, ÐÒÏÓÔÙ: Œ ÓÁ- ÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ Q ⊢ (P → Q) ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÁËÓÉÏ- ÍÅ 1, Á ¬P ⊢ (P → Q) ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÁËÓÉÏÍÅ 9.

ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÌÅÍÍÙ ÓÔÏÌØ ÖÅ ÐÒÏÓÔÙ. ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÒÁÚÂÏÒÅ ÓÌÕÞÁÅŒ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ.

ìÅÍÍÁ 4. ðÕÓÔØ A | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ, ÓÏ- ÓÔÁŒÌÅÎÎÁÑ ÉÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ p_1; : : : ; p_n. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖ- ÄÏÊ ÓÔÒÏËÉ ÔÁÂÌÉÃÙ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ A ÉÍÅÅÔ ÍÅ- ÓÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ŒÙŒÏÄÉÍÏÓÔÉ: ÅÓÌÉ ”_1; : : : ; ”_n; ” ∈ {0; 1}, É ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ A ÅÓÔØ ” ÐÒÉ p_1 = ”_1; : : : ; p_n = ”_n, ÔÏ

¬_{”1} p_1; : : : ; ¬_{”n} p_n ⊢ ¬_{”A};

ÇÄÅ ¬_u’ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ’ ÐÒÉ u = 1 É ¬’ ÐÒÉ u = 0 (ÎÁÐÏÍ- ÎÉÍ, ÞÔÏ 1 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÉÓÔÉÎÕ, Á 0 | ÌÏÖØ).

ìÅÍÍÁ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏ- ÅÎÉÀ ÆÏÒÍÕÌÙ A. íÙ ÉÍÅÅÍ ÐÏÓÙÌËÉ, ÕÔŒÅÒÖÄÁÀÝÉÅ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÉÌÉ ÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, É ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÏÄ- ÆÏÒÍÕÌ (ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ÉÄÑ ËÏ ŒÓÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ) ŒÙŒÏÄÉÍ ÉÈ ÉÌÉ ÉÈ ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÌÅÍÍÙ 3.

œ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ A ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÅÊ, ÉÚ ŒÓÅÈ 2^n ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÐÏÓÙÌÏË ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ ÉÍÅÎÎÏ ÏÎÁ, Á ÎÅ Åč ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ. ôÏÇÄÁ ÐÒÁŒÉÌÏ ÒÁÚÂÏÒÁ ÓÌÕÞÁÅŒ É ÚÁËÏÎ ÉÓËÌÀÞčÎÎÏÇÏ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÉÚÂÁŒÉÔØÓÑ ÏÔ ÐÏÓÙ- ÌÏË: ÓÇÒÕÐÐÉÒÕÅÍ ÉÈ Œ ÐÁÒÙ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ Œ ÐÏÚÉÃÉÉ p_1 (Œ ÏÄÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÐÏÓÙÌÏË ÓÔÏÉÔ p_1, Œ ÄÒÕÇÏÍ ¬p_1), ÐÏ ÐÒÁ- ŒÉÌÕ ÒÁÚÂÏÒÁ ÓÌÕÞÁÅŒ ÚÁÍÅÎÉÍ ÉÈ ÎÁ ÐÏÓÙÌËÕ (p_1 ∨ ¬p_1), ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÏÓÉÔØ, ÔÁË ËÁË ÏÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁËÓÉ- ÏÍÏÊ. óÄÅÌÁŒ ÔÁË ÄÌÑ ŒÅÈ ÐÁÒ, ÐÏÌÕÞÉÍ 2^{n−1} ŒÙŒÏÄÏŒ, Œ ÐÏÓÙÌËÁÈ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÔ p_1, ÐÏŒÔÏÒÉÍ ÜÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ Ó ÐÏ- ÓÙÌËÁÍÉ p_2, ¬p_2 É Ô. Ä. œ ËÏÎÃÅ ËÏÎÃÏŒ ÍÙ ÕÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ A ŒÙŒÏÄÉÍÁ ÂÅÚ ŒÓÑËÉÈ ÐÏÓÙÌÏË, ÞÔÏ É ÓÏÓÔÁ- ŒÌÑÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ. ▷

2.2. œÔÏÒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ

üÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ, Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ, ÏÂÏÂ- ÝÁÅÔÓÑ ÎÁ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ (ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÒÅÄÉËÁ- ÔÏŒ).

îÁÞÎčÍ Ó ÔÁËÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ: ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÆÏÒÍÕÌ` ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏŒÍÅÓÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÁÂÏÒ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ ` ÉÓÔÉÎ- ÎÙ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ’ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÅÊ ÔÏ- ÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ¬’, ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏŒÍÅÓÔÎÙÍ. äÌÑ ÓÌÕ- ÞÁÑ ÏÄÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÅÓÔØ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÊ ÔÅÒÍÉÎ: ÆÏÒÍÕÌÁ ø ŒÙÐÏÌÎÉÍÁ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÁ ÉÓÔÉÎÎÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {ø} ÓÏ- ŒÍÅÓÔÎÏ. ôÁŒÔÏÌÏÇÉÉ | ÜÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ ËÏÔÏ- ÒÙÈ ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÉÍÙ.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÆÏÒÍÕÌ ` ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÙÍ, ÅÓÌÉ ÉÚ ÎÅÇÏ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ŒÙŒÏÄÑÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÙ A É ¬A. íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÚ ÎÅÇÏ ŒÙŒÏÄÑÔÓÑ ŒÏÏÂÝÅ ŒÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ. (œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ` ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÏ- ÔÉŒÏÒÅÞÉŒÙÍ.)

ôÅÏÒÅÍÁ 19 (ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ, ŒÔÏÒÁÑ ÆÏÒÍÁ). œÓÑËÏÅ ÓÏŒÍÅÓÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÆÏÒÍÕÌ ÎÅ- ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏ.

◁ œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ÓÏŒÍÅÓÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ` ÐÒÏÔÉ- ŒÏÒÅÞÉŒÏ. ôÁË ËÁË ÏÎÏ ÓÏŒÍÅÓÔÎÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ ` ÉÓÔÉÎÎÙ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÚ ` ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ B É Åč ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ. íÏÖÅÔ ÌÉ ÔÁË ÂÙÔØ?

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÅÔ. íÙ ÕÖÅ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ŒÙŒÏÄÉÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÓÔÉÎÎÁ ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÙÈ (ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÅÊ). óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ É ÎÅÓËÏÌØ- ËÏ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ ` ⊢ A É ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏ- ÒÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ŒÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ ` ÉÓÔÉÎÎÙ, ÔÏ É ÆÏÒÍÕÌÁ A ÉÓÔÉÎÎÁ ÐÒÉ ÜÔÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÙÈ. (ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÜÔÏ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ŒÙŒÏÄÁ A ÉÚ `.)

œ ÎÁÛÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÜÔÏ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÎÁ ŒÙ-

ÐÏÌÎÑÀÝÅÍ ÎÁÂÏÒÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÄÌÑ ` ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÉÓÔÉÎÎÙ ÏÂÅ ÆÏÒÍÕÌÙ B É ¬B, ÞÔÏ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ. ▷

íÙ ÎÁÚÙŒÁÅÍ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÒÕÇÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÔÅÏÒÅ- ÍÙ Ï ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ ÎÅÇÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÍÏÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÅÊ: ÅÓÌÉ A | ÔÅÏÒÅÍÁ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ- ŒÏ {¬A} ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏ (ÉÚ ÎÅÇÏ ŒÙŒÏÄÑÔÓÑ A É ¬A), ÐÏ- ÔÏÍÕ ÎÅÓÏŒÍÅÓÔÎÏ, ÚÎÁÞÉÔ, ¬A ŒÓÅÇÄÁ ÌÏÖÎÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ A ŒÓÅÇÄÁ ÉÓÔÉÎÎÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 20 (ÐÏÌÎÏÔÁ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ, ŒÔÏÒÁÑ ÆÏÒÍÁ). œÓÑËÏÅ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏŒÍÅÓÔÎÏ.

◁ îÁÍ ÄÁÎÏ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ `, Á ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÓÅ ÆÏÒ- ÍÕÌÙ ÉÚ ` ÉÓÔÉÎÎÙ. (œÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ` ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ É ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.)

ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ËÁËÁÑ-ÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ p, ŒÓÔÒÅÞÁÀÝÁÑÓÑ Œ ÆÏÒÍÕÌÁÈ ÉÚ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ `. îÁÍ ÎÁÄÏ ÒÅÛÉÔØ, ÓÄÅÌÁÔØ ÌÉ Åč ÉÓÔÉÎÎÏÊ ÉÌÉ ÌÏÖÎÏÊ. åÓÌÉ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÔÁË, ÞÔÏ ÉÚ` ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ p, ÔÏ ŒÙÂÏÒÁ ÎÅÔ: ÏÎÁ ÏÂÑÚÁÎÁ ÂÙÔØ ÉÓÔÉÎÎÏÊ Œ ÔÅÈ ÎÁÂÏÒÁÈ, ÇÄÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ ` ÉÓÔÉÎÎÙ (ËÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ). ðÏ ÔÅÍ ÖÅ ÐÒÉÞÉÎÁÍ, ÅÓÌÉ ÉÚ ` ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ ¬p, ÔÏ Œ ŒÙÐÏÌÎÑÀÝÅÍ ÎÁÂÏÒÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ p ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÂÕÄÅÔ ÌÏÖÎÏÊ.

åÓÌÉ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÔÁË, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ p ÌÉ- ÂÏ ÏÎÁ ÓÁÍÁ, ÌÉÂÏ Åč ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ ŒÙŒÏÄÑÔÓÑ ÉÚ `, ÔÏ ŒÙ- ÐÏÌÎÑÀÝÉÊ ÎÁÂÏÒ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÐÒÅÄÅÌčÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, É ÎÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÂÕÄÅÔ ŒÙÐÏÌÎÑ- ÀÝÉÍ. á ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁËÉÈ-ÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÅÌØÚÑ ŒÙŒÅÓÔÉ ÎÉ ÉÈ, ÎÉ ÉÈ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ, ÔÏ ÍÙ ÐÏÐÏÌÎÉÍ ÎÁÛ ÎÁÂÏÒ ` ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ, ËÁË ÔÅÐÅÒØ ÍÏÄÎÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ĂÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉÓØĄ.

ðÒÏŒÅÄčÍ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÓÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ŒÈÏÄÑÝÉÅ Œ ËÁËÉÅ-ÌÉÂÏ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ `; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÜÔÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÞÅÒÅÚ V . úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É ÄÏ ËÏÎÃÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÆÏÒÍÕ-

ÌÙ Ó ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ V , ÎÅ ÏÇÏŒÁÒÉŒÁÑ ÜÔÏ- ÇÏ ÏÓÏÂÏ.

îÁÚÏŒčÍ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ` ÐÏÌÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ F ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÌÉÂÏ ` ⊢ F , ÌÉÂÏ ` ⊢ ¬F (ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÜÔÏÇÏ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ, ÔÁË ËÁË` ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏ).

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ÌÅÍÍ:

ìÅÍÍÁ 1. œÓÑËÏÅ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ` ÓÏ- ÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÍ ÐÏÌÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ´.

ìÅÍÍÁ 2. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÇÏ ÐÏÌÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ´ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÁÂÏÒ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ÉÚ V , ÎÁÐÏÍÎÉÍ), ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ´ ÉÓÔÉÎÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ 1. ïÓÎÏŒÎÕÀ ÒÏÌØ ÚÄÅÓØ ÉÇÒÁ- ÅÔ ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ ` | ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ, Á A | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ, ÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ` ∪ {A} É ` ∪ {¬A} ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÏÂÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ `∪{A} É `∪{¬A} ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉ- ŒÙ, ÔÏ ` ⊢ ¬A É ` ⊢ ¬¬A, ÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ` ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÌÏÓØ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÙÍ.

åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ V ËÏÎÅÞÎÏ ÉÌÉ ÓÞčÔÎÏ, ÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ 1 ÌÅÇËÏ ÚÁŒÅÒÛÉÔØ: ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÆÏÒÍÕÌ ÔÏÇÄÁ ÓÞčÔÎÏ, É ÐÒÏÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÉÈ ÐÏ ÏÞÅÒÅ- ÄÉ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÏÂÁŒÌÑÔØ Ë ` ÌÉÂÏ ÓÁÍÕ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÌÉÂÏ Åč ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ, ÓÏÈÒÁÎÑÑ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÓÔØ. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÐÏÌÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. þÕÔØ ÍÅÎÅÅ ÏÞÅŒÉÄÎÁ ÅÇÏ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÓÔØ: ÏÎÏ ÂÙÌÏ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏ ÎÁ ËÁ- ÖÄÏÍ ÛÁÇÅ, ÎÏ ÐÏÞÅÍÕ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (ÏÂSSÅÄÉÎÅ- ÎÉÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ) ÂÕÄÅÔ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏ- ÒÅÞÉŒÏ? äÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ Œ ŒÙŒÏÄÅ ÄŒÕÈ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÁÝÉÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÆÏÒÍÕÌ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÅÊÓÔŒÏŒÁÎÏ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÆÏÒÍÕÌ ÉÚ ` (ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ŒÙŒÏÄÉÍÏ- ÓÔÉ: ŒÙŒÏÄ ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌ). ðÏÜÔÏÍÕ ŒÓÅ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÏÑŒÉÔØÓÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏ- ÒÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÛÁÇÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ, Á ÜÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ (ÎÁ ŒÓÅÈ ÛÁÇÁÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏ).

äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ V ÒÁÓ- ÓÕÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁŒÅÒÛÉÔØ ÓÓÙÌËÏÊ ÎÁ ÌÅÍÍÕ ãÏÒÎÁ: ÒÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÜÌÅÍÅÎÔÁ- ÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÕÄÕÔ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÆÏÒ- ÍÕÌ, Á ÐÏÒÑÄËÏÍ | ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ĂÂÙÔØ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍĄ. òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÁÂÚÁÃÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÑ- ËÁÑ ÃÅÐØ Œ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÉÍÅÅÔ ŒÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎÉÃÕ (ÏÂSS- ÅÄÉÎÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ ÓÅÍÅÊ- ÓÔŒÁ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅ- ÞÉŒÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÐÒÏ- ÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÅÇÏ ÍÁË- ÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. á ÏÎÏ ÏÂÑÚÁÎÏ ÂÙÔØ ÐÏÌÎÙÍ (ÉÎÁÞÅ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ, ÄÏÂÁŒÉŒ A ÉÌÉ ¬A).

ìÅÍÍÁ 1 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ 2. ðÕÓÔØ ` | ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉ- ŒÏÅ ÐÏÌÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ (ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ V ) ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ p É ¬p ŒÙŒÏÄÉÍÁ ÉÚ `. åÓÌÉ ÐÅÒŒÁÑ, ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ p ÉÓÔÉÎ- ÎÏÊ, ÅÓÌÉ ŒÔÏÒÁÑ | ÌÏÖÎÏÊ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅ- ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÂÏÒ ˚ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, É ÎÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÚ ` ÐÒÉ ÔÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉ- ÑÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÓÔÉÎÎÁ. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÔÁË: ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÆÏÒÍÕÌÙ A ÍÙ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍ, ÞÔÏ

A ÉÓÔÉÎÎÁ ÎÁ ÎÁÂÏÒÅ ˚ ⇒ ` ⊢ A;

A ÌÏÖÎÁ ÎÁ ÎÁÂÏÒÅ ˚ ⇒ ` ⊢ ¬A:

âÁÚÉÓ ÉÎÄÕËÃÉÉ (ËÏÇÄÁ A | ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ) ÏÂÅÓÐÅÞÉŒÁÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. äÌÑ ÛÁÇÁ ÉÎÄÕË- ÃÉÉ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÔÁ ÖÅ ÌÅÍÍÁ, ÞÔÏ É ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÐÏÌÎÏÔÙ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÒÁÚÂÏÒÁ ÓÌÕÞÁÅŒ. ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, A ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ (B ∧ C). ôÏÇÄÁ ÅÓÔØ ÞÅÔÙÒÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ B É C. œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÎÉÈ (ËÏÇÄÁ B É C ÉÓÔÉÎÎÙ ÎÁ ˚) ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ` ⊢ B É ` ⊢ C, ÏÔËÕÄÁ ` ⊢ (B ∧ C), ÔÏ ÅÓÔØ ` ⊢ A. œ ÄÒÕ- ÇÏÍ (B ÉÓÔÉÎÎÁ, C ÌÏÖÎÁ) ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÄÁčÔ ` ⊢ B É ` ⊢ ¬C, ÏÔËÕÄÁ ` ⊢ ¬(B ∧ C), ÔÏ ÅÓÔØ ` ⊢ ¬A.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÁÚÂÉÒÁÀÔÓÑ É ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ É ÌÏÇÉ- ÞÅÓËÉÅ ÓŒÑÚËÉ. ìÅÍÍÁ 2 ÄÏËÁÚÁÎÁ, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÚÁŒÅÒÛÅÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 20. ▷

íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ- ŒÏ ÆÏÒÍÕÌ ÓÏŒÍÅÓÔÎÏ. ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ’ | ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÑ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {¬’} ÎÅÓÏŒÍÅÓÔÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ¬’ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ⊢ ¬¬’, É ÐÏ ÚÁËÏÎÕ ÓÎÑÔÉÑ ÄŒÏÊÎÏÇÏ ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ ⊢ ’.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ ŒÏ ŒÔÏÒÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉ- ÒÏŒËÅ ÉÍÅÅÔ ÔÁËÏÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 21 (ÔÅÏÒÅÍÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ŒÙ- ÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ). ðÕÓÔØ ` | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÆÏÒÍÕÌ, ŒÓÑËÏÅ ËÏ- ÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏŒÍÅÓÔÎÏ. ôÏÇÄÁ É ŒÓč ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ` ÓÏŒÍÅÓÔÎÏ.

◁ ëÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÎÅÓÏŒÍÅÓÔÎÏÓÔØ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÐÒÏÔÉ- ŒÏÒÅÞÉŒÏÓÔÉ, Á ŒÙŒÏÄ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÑ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÍÏ- ÖÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÆÏÒÍÕÌ. ▷ ðÏÓËÏÌØËÕ Œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÎÅÔ ÕÐÏÍÉÎÁÎÉÑ ÏÂ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ (ÒÅÞØ ÉÄčÔ ÌÉÛØ ÏÂ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌ, Á ÎÅ Ï ŒÙŒÏÄÉÍÏÓÔÉ), ŒÏÚ- ÎÉËÁÅÔ ŒÏÐÒÏÓ, ÎÅÌØÚÑ ÌÉ Åč ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ.

29. äÁÊÔÅ ÐÒÑÍÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ V ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉ- ÓÌÏ. (õËÁÚÁÎÉÅ: Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÌÀÂÏÅ ÎÅÓÏŒÍÅÓÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ÎÅÓÏŒÍÅÓÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2^{|V |}.)

äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓ- ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØÀ (Œ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÓÍÙ- ÓÌÅ ÓÌÏŒÁ) ËÁÎÔÏÒÏŒÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. åÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉ- ÎÉÃ. åÓÌÉ ÄŒÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ Œ n-Ê ÐÏ- ÚÉÃÉÉ, Á ŒÓÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÞÌÅÎÙ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, ÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑ- ÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÒÁŒÎÙÍ 2^{−n}. üÔÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏ.

ðÕÓÔØ V ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ- ŒÁÔØ ËÁË ÔÏÞËÕ ËÁÎÔÏÒÏŒÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ; ÆÏÒÍÕÌÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÂÌÁÓÔØ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÔÏÞÅË, ÇÄÅ ÆÏÒÍÕ-

ÌÁ ÉÓÔÉÎÎÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÆÏÒÍÕÌÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞ- ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÜÔÁ ÏÂÌÁÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ É ÏÔËÒÙÔÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ. ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÆÏÒÍÕÌ, ÌÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÔÏ- ÒÏÇÏ ÓÏŒÍÅÓÔÎÏ. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÆÏÒ- ÍÕÌÁÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ËÁÎÔÏÒÏŒÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÂÒÁ- ÚÕÀÔ, ËÁË ÇÏŒÏÒÑÔ, ÃÅÎÔÒÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ (ÌÀÂÏÅ ËÏ- ÎÅÞÎÏÅ ÉÈ ÞÉÓÌÏ ÉÍÅÅÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ). á Œ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÌÀÂÏÅ ÃÅÎÔÒÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÚÁÍËÎÕ- ÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÉÍÅÅÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ (ÉÎÁÞÅ ÉÈ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÔ ËÏÎÅÞÎÏ- ÇÏ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÑ). üÔÁ ÉÈ ÏÂÝÁÑ ÔÏÞËÁ É ÂÕÄÅÔ ÎÁÂÏÒÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÓÔÉÎÎÙ.

ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÇÏÄÉÔÓÑ É ÄÌÑ ÎÅÓÞčÔÎÏ- ÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÎÏ ÔÏÇÄÁ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÎÅÓÞčÔ- ÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈÔÏÞÅÞÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ËÏÔÏÒÏÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ (ÎÏ ÎÅ ÍÅÔÒÉ- ÞÅÓËÉÍ); ÎÁÄÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ËÏÍÐÁËÔ- ÎÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ôÉÈÏÎÏŒÁ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÎÁÛÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ.

äÌÑ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÔÅÏÒÅÍÁ ËÏÍÐÁËÔ- ÎÏÓÔÉ ÓŒÑÚÁÎÁ Ó ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÊ ÌÅÍÍÏÊ ëčÎÉÇÁ. ëÏÎÅÞ- ÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ (ŒËÌÀÞÁÑ ÐÕÓÔÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ) ÍÙ ÎÁÚÙŒÁÅÍ ÄŒÏÉÞÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ. äŒÏÉÞÎÙÍ ÄÅÒÅŒÏÍ ÍÙ ÎÁÚÙŒÁÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒ, ËÏÔÏÒÏÅ ŒÍÅÓÔÅ ÓÏ ŒÓÑËÉÍ ÓÌÏŒÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ÅÇÏ ÎÁÞÁÌÁ (ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ). âÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ŒÅÔŒØÀ ÄŒÏÉÞ- ÎÏÇÏ ÄÅÒÅŒÁ T ÍÙ ÎÁÚÙŒÁÅÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ, ÌÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ T .

ôÅÏÒÅÍÁ 22 (ÌÅÍÍÁ ëčÎÉÇÁ). ìÀÂÏÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÄÅÒÅŒÏ ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ŒÅÔŒØ.

◁ çÏŒÏÒÑ Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÄÅÒÅŒÁ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ Œ ŒÉ- ÄÕ, ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ. ïÔÓÀ- ÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÌÏŒÁ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØ- ÛÏÊ ÄÌÉÎÙ. ðÕÓÔØ p_1; p_2; : : : | ÓÞčÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÙÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 0 ÉÌÉ 1. äÌÑ ËÁ-

ÖÄÏÇÏ n ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ’_n, ËÏÔÏÒÁÑ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÌÏŒÏ p_1p_2 : : : p_n ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÄÅÒÅŒÕ T (ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖ- ÎÏ, ÔÁË ËÁË ÌÀÂÁÑ ÂÕÌÅŒÁ ÆÕÎËÃÉÑ ŒÙÒÁÚÉÍÁ ÆÏÒÍÕÌÏÊ). ðÏÓËÏÌØËÕ T | ÄÅÒÅŒÏ, ’_i ŒÌÅÞčÔ ’_j ÐÒÉ j ¡ i. ìÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÆÏÒÍÕÌ ŒÉÄÁ ’_i ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ, ÔÁ- ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÄÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ i É ÐÏÔÏÍÕ ÓÏŒÍÅÓÔÎÏ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÆÏÒÍÕÌ ’_i ÓÏŒÍÅÓÔÎÏ, É ŒÙÐÏÌÎÑÀÝÉÊ ÎÁÂÏÒ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞ- ÎÕÀ ŒÅÔŒØ. ▷

(ëÏÎÅÞÎÏ, ÍÙ ĂÂØčÍ ÉÚ ÐÕÛÅË ÐÏ ŒÏÒÏÂØÑÍĄ: ÄÏÓÔÁÔÏÞ- ÎÏ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ i ÓÔÒÏÉÔØ ÓÌÏŒÏ ÄÌÉÎÙ i, ËÏÔÏÒÏÅ ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ Œ ÄÅÒÅŒÅ T .)

ïÂÙÞÎÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ëčÎÉÇÁ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÀÔ ÔÁË: ÅÓÌÉ ËÏÌÏÎÉÑ ÂÁËÔÅÒÉÊ, ŒÏÚÎÉËÛÁÑ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÂÁË- ÔÅÒÉÉ, ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ŒÙÍÉÒÁÅÔ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÁËÔÅÒÉÊ, ËÁÖÄÁÑ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ. [áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÐÒÏ ÌÀÄÅÊ ÏÓÌÏÖÎÑÅÔÓÑ ŒÏÚ- ÍÏÖÎÏÓÔØÀ ËÌÏÎÉÒÏŒÁÎÉÑ, ÎÁÌÉÞÉÅÍ ÄŒÕÈ ÐÏÌÏŒ É ÐÒÏÂÌÅ- ÍÁÍÉ ÐÏÌÉÔËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ.]

2.3. ðÏÉÓË ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒÁ

É ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÅËŒÅÎÃÉÊ.

œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÄÒÕÇÏÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÉÓÞÉÓÌÅ- ÎÉÑ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ | ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÅËŒÅÎ- ÃÉÊ. ôÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÄÏËÁÚÁ- ÔÅÌØÓÔŒ. ïÎÉ ÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÙÍÉ ÄÌÑ ÁÎÁÌÉÚÁ ÓÉÎÔÁËÓÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ŒÙŒÏÄÏŒ. éÈ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÉÓÞÉ- ÓÌÅÎÉÑÍÉ ÇÅÎÃÅÎÏŒÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ (ÐÏ ÉÍÅÎÉ çÅÎÃÅÎÁ, ËÏÔÏ- ÒÙÊ ÎÁÞÁÌ ÉÈ ÉÚÕÞÁÔØ). òÁÎÅÅ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÉÓ- ÞÉÓÌÅÎÉÑ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÇÉÌØÂÅÒ- ÔÏŒÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ (ÐÏ ÉÍÅÎÉ çÉÌØÂÅÒÔÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÉÓÐÏÌØÚÏ- ŒÁÌ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ Œ ÓŒÏÅÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ- ÇÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ).

äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÍÙ ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÎÉÞÅÇÏ ÏÂ ÁËÓÉÏÍÁÈ É ÐÒÁŒÉÌÁÈ ŒÙŒÏÄÁ, Á ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ ÐÏ- ÉÓËÁ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒÁ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ A,

ÐÒÏ ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÐÏÄÏÚÒÅŒÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁŒ- ÔÏÌÏÇÉÅÊ, É ÈÏÔÉÍ ÎÁÊÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÐÒÉ ËÏÔÏ- ÒÙÈ ÏÎÁ ÌÏÖÎÁ. ëÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÔØ? åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÆÏÒÍÕÌÙ A. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ A ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ B → C, ÔÏ ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÐÒÉ ËÏÔÏ- ÒÙÈ ÆÏÒÍÕÌÁ B ÉÓÔÉÎÎÁ, Á C ÌÏÖÎÁ. åÓÌÉ A ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ B ∨ C, ÔÏ ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÅ ÆÏÒÍÕÌÙ B É C ÌÏÖÎÙ. åÓÌÉ A ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ B ∧ C, ÔÏ ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ ÌÉÂÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ B ÌÏÖÎÁ, ÌÉÂÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ C ÌÏÖ- ÎÁ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÚÁÄÁÞÁ ÐÏÉÓËÁ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒÁ ÄÌÑ ÆÏÒÍÕ- ÌÙ A ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÏÄÎÏÊ ÉÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÍ ÚÁÄÁÞÁÍ ÔÁËÏÇÏ ÖÅ ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÇÏ ŒÉÄÁ (ÎÁÄÏ ÏÂÅÓÐÅÞÉÔØ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÉÌÉ ÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÄÎÏÊ ÉÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÆÏÒÍÕÌ).

œŒÅÄčÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÕÀ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÀ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÓÅËŒÅÎÃÉÅÊ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ` ⊢ ´, ÇÄÅ` É ´ | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÆÏÒÍÕÌ. (ðÏËÁ ÞÔÏ ÚÎÁË ⊢ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÉÞÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ Ó ŒÙŒÏÄÉÍÏÓÔØÀ, Á ÔÏÌØËÏ ÒÁÚÄÅÌÑÅÔ ÄŒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÆÏÒÍÕÌ.) ó ËÁÖÄÏÊ ÓÅ- ËŒÅÎÃÉÅÊ ` ⊢ ´ ÂÕÄÅÍ ÓŒÑÚÙŒÁÔØ ÚÁÄÁÞÕ ÐÏÉÓËÁ ÔÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ ` ÉÓ- ÔÉÎÎÙ, Á ŒÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ ´ ÌÏÖÎÙ. ôÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÙ ÐÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÐÒÉÞÉÎÁÍ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ËÏÎÔÒÐÒÉ- ÍÅÒÏÍ Ë ÓÅËŒÅÎÃÉÉ ` ⊢ ´. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÏÎÔÒ- ÐÒÉÍÅÒÙ Ë ÓÅËŒÅÎÃÉÉ ` ⊢ ´ | ÜÔÏ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒÙ Ë ÆÏÒÍÕÌÅ ∧` → ∨´; (∧` ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÏÎSSÀÎËÃÉÀ ÆÏÒÍÕÌ ÉÚ `, Á ∨´ | ÄÉÚSS- ÀÎËÃÉÀ ÆÏÒÍÕÌ ÉÚ ´), ÔÏ ÅÓÔØ ÔÅ ÎÁÂÏÒÙ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÌÏÖÎÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÎSSÀÎËÃÉÀ ÐÕ- ÓÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÆÏÒÍÕÌ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÓ- ÔÉÎÎÏÊ, Á ÄÉÚSSÀÎËÃÉÀ | ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÏÖÎÏÊ.

îÁÛÁ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÐÏÉÓËÁ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒÁ Ë ÆÏÒ- ÍÕÌÅ A ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÅÐÅÒØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÁ ËÁË ÚÁÄÁÞÁ ÐÏÉÓËÁ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒÁ Ë ÓÅËŒÅÎÃÉÉ ⊢ A. (íÙ ÐÏÚŒÏÌÑÅÍ ÓÅÂÅ ÐÉÓÁÔØ ÔÁË ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ; ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÓÌÅÄÏŒÁÌÏ ÂÙ ÎÁÐÉÓÁÔØ ∅ ⊢ {A}.)

úÁÄÁÞÕ ÐÏÉÓËÁ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒÁ Ë ÓÅËŒÅÎÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÒÅ- ÛÁÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÐÒÁŒÉÌ. œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÐÒÉŒÅ- ÄÅÎÎÙÈ ÐÒÁŒÉÌ ÎÉÖÎÉÊ ÚÁËÁÚ ÎÁ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒ ŒÙÐÏÌÎÉÍ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÉÍ ÏÄÉÎ ÉÚ ŒÅÒÈÎÉÈ ÚÁËÁÚÏŒ, Ô. Å. ÎÉÖÎÑÑ ÓÅËŒÅÎÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ- ËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ŒÅÒÈÎÉÈ ÓÅËŒÅÎÃÉÊ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒ.

` ⊢ A; ´ ` ⊢ B;´

` ⊢ A ∧ B;´

A; B; ` ⊢´ A ∧ B; ` ⊢´ ` ⊢ A; B;´ ` ⊢ A ∨ B;´

A; ` ⊢ ´ B; ` ⊢´ A ∨ B; ` ⊢´ `; A ⊢ B;´ ` ⊢ A → B;´

` ⊢ A; ´ `; B ⊢´ A → B; ` ⊢´ A; ` ⊢´ ` ⊢ ¬A;´

` ⊢ A;´ ¬A; ` ⊢´

ëÁÖÄÏÅ ÉÚ ÐÒÁŒÉÌ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÁÎÁÌÉÚÕ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÆÏÒ- ÍÕÌ ÎÉÖÎÅÊ ÓÅËŒÅÎÃÉÉ. ðÒÁŒÉÌÁ ÒÁÚÄÅÌÅÎÙ ÎÁ ÇÒÕÐÐÙ Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÇÌÁŒÎÏÊ ÓŒÑÚËÉ ÁÎÁÌÉÚÉÒÕÅÍÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ, É ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ Ó ÔÁÂÌÉÃÁÍÉ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÜÔÏÊ ÓŒÑÚËÉ (ÞÔÏ ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ). úÁÐÑÔÁÑ Œ ÐÒÁŒÉÌÁÈ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ËÁË ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅ: `; A ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ` ∪ {A} É Ô. Ä.

ëÁË ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÜÔÉÍÉ ÐÒÁŒÉÌÁÍÉ? œÏÚØÍčÍ ÓÅËŒÅÎ- ÃÉÀ, Ë ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÉÝÅÍ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒ. œÙÂÅÒÅÍ Œ ÎÅÊ ÏÄÎÕ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ ÓÌÅŒÁ ÉÌÉ ÓÐÒÁŒÁ, ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÇÌÁŒÎÕÀ ÓŒÑÚËÕ É ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÒÁŒÉÌÏ (ÎÁÐÉÓÁŒ ÏÄÎÕ ÉÌÉ ÄŒÅ ÓÅËŒÅÎÃÉÉ ÎÁÄ ÉÓÈÏÄÎÏÊ). úÁÔÅÍ Ë ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÓÎÏŒÁ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÏÄÎÏ ÉÚ ÐÒÁŒÉÌ É Ô. Ä. ðÏÓÔÅÐÅÎ- ÎÏ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÔÉ ĂÄÅÒÅŒÏ ÐÏÉÓËÁ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒÁĄ, ÐÒÉÞčÍ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÓÅËŒÅÎÃÉÑ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÄÎÁ ÉÚ ŒÅÒÈÎÉÈ ÓÅËŒÅÎÃÉÊ (ÓÔÏÑÝÉÈ Œ ĂÌÉÓÔØÑÈĄ) ÜÔÏÇÏ ÄÅÒÅŒÁ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒ.

ëÏÇÄÁ ÜÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ ÏÂÒÙŒÁÅÔÓÑ? üÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ Œ ÏÓÔÁŒÛÉÈÓÑ ÓÅËŒÅÎÃÉÑÈ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÔÏÇÄÁ ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÁÛÉÈ ÐÒÁŒÉÌ ÐÏÉÓËÁ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒÁ ÎÅ ÐÒÉÍÅÎÉÍÏ. îÏ Ë ÜÔÏÍÕ

ÍÏÍÅÎÔÕ ŒÓč ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÑÓÎÙÍ: ÅÓÌÉ Œ ÌÅŒÏÊ É ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÅËŒÅÎÃÉÉ ÅÓÔØ ÏÂÝÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ, ÔÏ Ë ÎÅÊ ÎÅÔ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒÁ (ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÉÓÔÉÎÎÏÊ É ÌÏÖÎÏÊ). åÓÌÉ ÖÅ ÌÅŒÁÑ É ÐÒÁ- ŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÔÁËÏÊ ÓÅËŒÅÎÃÉÉ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÔÏ ËÏÎÔÒ- ÐÒÉÍÅÒ ÅÓÔØ.

œÏÔ ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ Ó ÓÅËŒÅÎÃÉÅÊ ⊢ (p → q) → q:

⊢ p; q q ⊢ q (p → q) ⊢ q ⊢ (p → q) → q

ëÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒ ÎÁÊÄÅÎ: p É q ÌÏÖÎÙ (ÏÎ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÔÒ- ÐÒÉÍÅÒÏÍ Ë ÓÅËŒÅÎÃÉÉ ⊢ p; q).

îÁÐÒÏÔÉŒ, ÐÏÐÙÔËÁ ÐÏÉÓËÁ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒÁ Ë ÓÅËŒÅÎÃÉÉ ⊢ ((p → q) → p) → p ÎÅ ÄÁčÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ:

p ⊢ p; q ⊢ p; p → q p ⊢ p

(p → q) → p ⊢ p ⊢ ((p → q) → p) → p

úÄÅÓØ ÏÂÅ ÓÅËŒÅÎÃÉÉ p ⊢ p; q É p ⊢ p ÎÅ ÉÍÅÀÔ ËÏÎÔÒ- ÐÒÉÍÅÒÏŒ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÆÏÒÍÕÌÁ ((p → q) → p) → p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÅÊ.

ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÒÁÓÓÍÁ- ÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÏÌÎÏÔÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ĂÉÓÞÉ- ÓÌÅÎÉÑ ÓÅËŒÅÎÃÉÊĄ.

áËÓÉÏÍÁÍÉ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÅËŒÅÎÃÉÊ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÓÅ- ËŒÅÎÃÉÉ, Œ ÌÅŒÙÈ É ÐÒÁŒÙÈ ÞÁÓÔÑÈ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÐÒÉÞčÍ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ŒÓÔÒÅ- ÞÁÅÔÓÑ Œ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÑÈ.

ðÒÁŒÉÌÁÍÉ ŒÙŒÏÄÁ Œ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÓÅËŒÅÎÃÉÊ ÑŒÌÑÀÔ- ÓÑ ÐÒÁŒÉÌÁ ÎÁÛÅÊ ÔÁÂÌÉÃÙ. ëÁÖÄÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÒÁŒÉÌ ÏÂSS- ÑŒÌÑÅÔ ŒÙŒÏÄÉÍÏÊ ÎÉÖÎÀÀ ÓÅËŒÅÎÃÉÀ, ÅÓÌÉ ŒÙŒÏÄÉÍÙ ŒÓÅ ŒÅÒÈÎÉÅ. (ðÒÏÃÅÓÓ ŒÙŒÏÄÁ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ Œ ŒÉÄÅ ÄÅÒÅŒÁ, ËÁË Œ ÎÁÛÉÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ, ÎÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚŒÅÒ- ÎÕÔØ É Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÅËŒÅÎÃÉÊ.)

ôÅÏÒÅÍÁ 23 (ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ É ÐÏÌÎÏÔÁ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÅËŒÅÎ- ÃÉÊ). óÅËŒÅÎÃÉÑ ŒÙŒÏÄÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒÁ.

◁ áËÓÉÏÍÙ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒÁ. åÓÌÉ ŒÓÅ ŒÅÒÈÎÉÅ ÓÅËŒÅÎÃÉÉ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÐÒÁŒÉÌÁ ŒÙŒÏÄÁ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ËÏÎÔÒ- ÐÒÉÍÅÒÁ, ÔÏ É ÎÉÖÎÑÑ ÓÅËŒÅÎÃÉÑ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅ- ÒÁ. (éÍÅÎÎÏ ÔÁË ÍÙ ÐÏÄÂÉÒÁÌÉ ÐÒÁŒÉÌÁ: ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒ Ë ÎÉÖÎÅÊ ÓÅËŒÅÎÃÉÉ ÂÕÄÅÔ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒÏÍ Ë ÏÄÎÏÊ ÉÚ ŒÅÒÈ- ÎÉÈ.) óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÓÅ ŒÙŒÏÄÉÍÙÅ ÓÅËŒÅÎÃÉÉ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒÁ.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ ÓÅËŒÅÎÃÉÑ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒÁ. ôÏÇÄÁ ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ ÐÒÏÃÅÓÓ ÐÏÉÓËÁ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒÁ ÏÂÒÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÎÁ ÁËÓÉÏÍÁÈ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÁčÔ Åč ŒÙŒÏÄ. ▷ œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÅÊ, ÔÏ ÓÅËŒÅÎÃÉÑ ⊢ A ŒÙŒÏÄÉÍÁ Œ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÓÅËŒÅÎÃÉÊ. üÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÄÌÑ ÅÝč ÏÄÎÏÇÏ ÄÏ- ËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÏÌÎÏÔÙ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ (Œ ÓÔÁÎ- ÄÁÒÔÎÏÊ, ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ËÁÖ- ÄÏÊ ÓÅËŒÅÎÃÉÉ ` ⊢ ´ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÕÀ Åč ÆÏÒÍÕÌÕ, ÔÏ ÅÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ∧` → ∨´ (Œ ÌÅŒÏÊ É ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÑÈ ÓÔÏÑÔ ËÏÎSSÀÎËÃÉÑ É ÄÉÚSSÀÎËÃÉÑ ÆÏÒÍÕÌ ÉÚ ` É´ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ). ôÅÐÅÒØ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ŒÙŒÏ- ÄÁ Œ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÓÅËŒÅÎÃÉÊ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÁËÏÊ ÆÁËÔ: ÅÓ- ÌÉ ÓÅËŒÅÎÃÉÑ ŒÙŒÏÄÉÍÁ Œ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÓÅËŒÅÎÃÉÊ, ÔÏ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ Åč ÆÏÒÍÕÌÁ ŒÙŒÏÄÉÍÁ Œ (ÏÂÙÞÎÏÍ) ÉÓÞÉÓÌÅ- ÎÉÉ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ.

üÔÏ ÔÒÅÂÕÅÔ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÈÌÏÐÏÔÎÏÊ ÐÒÏŒÅÒËÉ, ŒÐÒÏÞÅÍ. óÎÁÞÁÌÁ ÎÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÏÎSSÀÎËÃÉÑ É ÄÉÚSSÀÎËÃÉÑ ÄÏËÁÚÕÅÍÏ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÙ, É ÐÏÔÏÍÕ ŒÓč ÒÁŒÎÏ, ËÁË ÒÁÓ- ÓÔÁŒÌÑÔØ ÓËÏÂËÉ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÅÊ ÓÅËŒÅÎÃÉÀ. úÁÔÅÍ ÐÏÌÅÚÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÉÌÁ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÏÔÒÉ- ÃÁÎÉÅÍ (ÄŒÁ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÐÒÁŒÉÌÁ ÔÁÂÌÉÃÙ) ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅ- ÎÑÔØ Œ ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÎÅ ÍÅÎÑÑ ŒÙŒÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÙ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÎÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ

` → (´ ∨ A) É (` ∧ ¬A) → ´;

Á ÔÁËÖÅ ÆÏÒÍÕÌÙ

` → (´ ∨ ¬A) É (` ∧ A) →´

ŒÙŒÏÄÉÍÙ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ (ÚÄÅÓØ ` É ´ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ, Á ÎÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÆÏÒÍÕÌ, ÒÁÓÓÔÁŒÉŒ ÓËÏÂ- ËÉ ÎÁÄÌÅÖÁÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ). ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÅÒÅÎÏ- ÓÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÞÁÓÔÉ Œ ÄÒÕÇÕÀ (ÍÅÎÑÑ ÉÈ ÎÁ ÐÒÏ- ÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÅ), É ÐÏÔÏÍÕ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÏÄÎÏ ÉÚ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ ` É ´ ÐÕÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÎÁÍ ÕÄÏÂÎÏ. ôÅÐÅÒØ ÓÓÙÌ- ËÁ ÎÁ ÌÅÍÍÕ Ï ÄÅÄÕËÃÉÉ É ÕÖÅ ÉÚŒÅÓÔÎÙÅ ÎÁÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ŒÙŒÏÄÉÍÏÓÔÉ ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ.

30. ðÒÏŒÅÓÔÉ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ.

åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ŒÏÐÒÏÓ | ÞÅÍ ÕÖ ÔÁË ÉÎÔÅ- ÒÅÓÎÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÅËŒÅÎÃÉÊ? ëÁËÁÑ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÒÁÚÎÉÃÁ | ÉÍÅÔØ ÄÅÌÏ Ó ÓÅËŒÅÎÃÉÑÍÉ ÉÌÉ Ó ÆÏÒÍÕÌÁ- ÍÉ, ÒÁÚ ŒÓÑËÕÀ ÓÅËŒÅÎÃÉÀ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÆÏÒÍÕ- ÌÏÊ? ðÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÉÞÉÅ ÔÕÔ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. ðÒÁŒÉ- ÌÁ ŒÙŒÏÄÁ Œ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÓÅËŒÅÎÃÉÊ ÔÁËÏŒÙ, ÞÔÏ Œ ÉÈ ŒÅÒÈ- ÎÀÀ ÞÁÓÔØ ŒÈÏÄÑÔ ÔÏÌØËÏ ÐÏÄÆÏÒÍÕÌÙ ÆÏÒÍÕÌ, ŒÓÔÒÅ- ÞÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÎÉÖÎÅÊ ÞÁÓÔÉ. ðÏÜÔÏÍÕ Œ ŒÙŒÏÄÅ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÓÅËŒÅÎÃÉÉ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ŒÓÔÒÅÔÉÔØÓÑ ÎÉÞÅÇÏ ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÏ ÎÏŒÏÇÏ, ÞÅÇÏ ÎÅ ÂÙÌÏ Œ ÓÁÍÏÊ ÓÅËŒÅÎÃÉÉ. œ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒ- ÓËÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÜÔÏ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÔÁË: ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÙŒÅÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÕ B ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ A → B É A, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÆÏÒÍÕ- ÌÁ A ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ. üÔÏ ÖÅ ÒÁÚ- ÌÉÞÉÅ ÏÂSSÑÓÎÑÅÔ, ÐÏÞÅÍÕ ÐÏÉÓË ŒÙŒÏÄÁ ÓÎÉÚÕ ŒŒÅÒÈ (ËÁË ÍÏÖÎÏ ÔÅÐÅÒØ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÔÏ, ÞÔÏ ÒÁÎØÛÅ ÎÁÚÙŒÁÌÏÓØ ÐÏ- ÉÓËÏÍ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒÁ | ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ ÌÉÂÏ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒ, ÌÉÂÏ ŒÙŒÏÄ) ÄÌÑ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÅËŒÅÎÃÉÊ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÓÒÁŒ- ÎÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ (ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏ-ÒÁÚÎÏÍÕ ŒÙÂÉÒÁÔØ ÒÁÓÞÌÅÎÑÅÍÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÎÏ É ÔÏÌØËÏ), Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË ÉÓ- ËÁÔØ ŒÙŒÏÄ Œ ÏÂÙÞÎÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ, ÎÁÞÁŒ Ó ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÊ ÎÁÓ ÆÏÒÍÕÌÙ B É ÓÍÏÔÒÑ, ÉÚ ÞÅÇÏ ÂÙ ÏÎÁ ÍÏÇÌÁ ÐÏÌÕÞÉÔØÓÑ, ÎÅ ÕÄÁčÔÓÑ (ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ ÎÅ ÐÅÒÅÂÉÒÁÔØ ŒÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÏÄÒÑÄ).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅ Ë ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÀ ÓÅËŒÅÎÃÉÊ ÕÖÅ

ÕÐÏÍÉÎÁŒÛÅÇÏÓÑ ÐÒÁŒÉÌÁ ÓÅÞÅÎÉÑ

` ⊢ ´; A `; A ⊢´ ` ⊢´

ÎÁÒÕÛÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ĂÐÏÄÆÏÒÍÕÌØÎÏÓÔÉĄ, ÔÁË ËÁË ÆÏÒÍÕ- ÌÁ A ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÉËÁË ÎÅ ÓŒÑÚÁÎÁ Ó ÎÉÖÎÅÊ ÓÅËŒÅÎÃÉÅÊ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅ ÐÒÁŒÉÌÁ ÓÅÞÅÎÉÑ ÎÅ ÎÁÒÕÛÁÅÔ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ, ËÁË ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, É ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÎÁÒÕ- ÛÉÔØ ÐÏÌÎÏÔÙ.

úÁÄÁÞÉ Ï ÐÏÉÓËÅ ŒÙŒÏÄÁ É ÁÎÁÌÉÚÅ ÅÇÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ, ÈÏ- ÔÑ É ÂÙÌÉ ÏÄÎÏ ŒÒÅÍÑ ÍÏÄÎÙÍÉ Œ ÓŒÑÚÉ Ó ĂÉÓËÕÓÓÔŒÅÎÎÙÍ ÉÎÔÅÌÌÅËÔÏÍĄ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÏÌØÛÏÊ ÉÎÔÅÒÅÓ, É ÐÒÏ ÎÉÈ ÅÓÔØ ÃÅÌÁÑ ÎÁÕËÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÇÅÎÃÅÎÏŒÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ ÉÇÒÁÀÔ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÕÀ ÒÏÌØ. íÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÌÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÅËŒÅÎÃÉÊ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÓÞÉ- ÓÌÅÎÉÑ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ; ÂÙŒÁÀÔ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ÉÎÔÕÉÃÉÏ- ÎÉÓÔÓËÉÈ É ÍÏÄÁÌØÎÙÈ ÌÏÇÉË, ÄÌÑ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ É Ô. Ä. éÓÈÏÄÎÏÊ ÍÏÔÉŒÁÃÉÅÊ ÄÌÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÊ ÂÙÌÏ ÖÅÌÁÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉ- ŒÏÓÔØ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÊ ŒÔÏÒÏÊ ÔÅÏÒÅ- ÍÅ çčÄÅÌÑ Ï ÎÅÐÏÌÎÏÔÅ ÂÅÚ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÁËÓÉÏÍ ÜÔÏÇÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÎÅÌØÚÑ, ÎÏ ÅÓÌÉ ÐÒÉÎÑÔØ ÓÈÅÍÕ ÁËÓÉÏÍ ÄÌÑ ÔÒÁÎÓ- ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÏ ÏÒÄÉÎÁÌÕ ”_0, ÜÔÏ ÕÄÁčÔÓÑ ÓÄÅÌÁÔØ, ËÁË ÐÏËÁÚÁÌ çÅÎÃÅÎ.

2.4. éÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÁÑ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÌÏÇÉËÁ

éÓËÌÀÞÉÍ ÉÚ ÞÉÓÌÁ ÁËÓÉÏÍ ÚÁËÏÎ ÉÓËÌÀÞčÎÎÏÇÏ ÔÒÅ- ÔØÅÇÏ A ∨ ¬A. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÔÕ- ÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÉÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ. (ïÂÙÞÎÏÅ ÉÓ- ÞÉÓÌÅÎÉÅ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ, ÞÔÏÂÙ ÉÚÂÅÖÁÔØ ÐÕÔÁÎÉÃÙ ÐÒÉ ÅÇÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÉ Ó ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔ- ÓËÉÍ. œÏÏÂÝÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÏÐÉÒÁÀÝÉ- ÅÓÑ ÎÁ ÁËÓÉÏÍÕ ÉÓËÌÀÞčÎÎÏÇÏ ÔÒÅÔØÅÇÏ, ÎÁÚÙŒÁÀÔ ĂËÌÁÓ- ÓÉÞÅÓËÉÍÉĄ, Á ÉÚÂÅÇÁÀÝÉÅ Åč | ĂÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÉÍÉĄ.)

ëÏÎÅÞÎÏ, ÓÒÁÚÕ ÖÅ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ŒÏÐÒÏÓÙ. ðÏÞÅÍÕ ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÁ ÁËÓÉÏÍÁ ŒÙÚÙŒÁÅÔ ÓÏÍÎÅÎÉÑ? œÏÏÂ-

ÝÅ-ÔÏ ÁËÓÉÏÍ ÍÎÏÇÏ, É ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÉÓËÌÀÞÉÔØ ÌÀÂÕÀ É ÓÍÏÔÒÅÔØ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÂÅÚ ÎÅč | ÎÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÓËÏÒÅÅ ŒÓÅÇÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÞÔÏ-ÔÏ ÓÔÒÁÎÎÏÅ. ëÁË ÐÏÎÑÔØ, ËÁËÉÅ ÆÏÒ- ÍÕÌÙ ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁÍÉ ÂÅÚ ÚÁËÏÎÁ ÉÓËÌÀÞčÎÎÏÇÏ ÔÒÅ- ÔØÅÇÏ? òÁÎØÛÅ Õ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ ÂÙÌÁ ĂÓŒÅÒÈ- ÚÁÄÁÞÁĄ | ŒÙŒÅÓÔÉ ŒÓÅ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÉ É ÔÏÌØËÏ ÉÈ, Á ÔÅÐÅÒØ?

éÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÁÑ ÌÏÇÉËÁ ŒÏÚÎÉËÌÁ ËÁË ÐÏÐÙÔËÁ (ÓÄÅ- ÌÁÎÎÁÑ çÅÊÔÉÎÇÏÍ) ÆÏÒÍÁÌÉÚÏŒÁÔØ (ÐÕÓÔØ ÞÁÓÔÉÞÎÏ) ÍÅ- ÔÏÄÙ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ, ÐÒÁËÔÉËÕÅÍÙÅ Œ ĂÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅĄ. çÏÌÌÁÎÄÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË âÒÁÕÜÒ ÛÉÒÏËÏ ÉÚ- ŒÅÓÔÅÎ ËÁË ÁŒÔÏÒ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ (ŒÏ ŒÓÅÈ ÓÍÙÓÌÁÈ) ÔÅÏ- ÒÅÍÙ âÒÁÕÜÒÁ Ï ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÅ (ÏÎÁ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÇÏ ÛÁ- ÒÁ D^n Œ ÓÅÂÑ ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ). îÏ ÏÄÎÏŒÒÅ- ÍÅÎÎÏ ÏÎ ÓÏÚÄÁÌ ÃÅÌÕÀ ÛËÏÌÕ Œ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÓÎÏŒÁÎÉÊ ÍÁÔÅ- ÍÁÔÉËÉ | ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÚÍ. ïÔÞÅÇÏ, ÓÐÒÁ- ÛÉŒÁÌ âÒÁÕÜÒ, Œ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ŒÏÚÎÉËÌÉ ÐÁÒÁÄÏËÓÙ? íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÓÔÁÌÉ ÒÁÓÓÕÖ- ÄÁÔØ Ï ËÁËÉÈ-ÔÏ ÕÖ ÏÞÅÎØ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÁÈ, ËÏÔÏ- ÒÙÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÌÉÛØ Œ ÎÁÛÅÊ (ÐÏÒÏÊ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÊ) ÆÁÎÔÁÚÉÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÒÏÑŒÌÑÔØ ÏÓÔÏÒÏÖÎÏÓÔØ É ÎÅ ÐÏÄÈÏÄÉÔØ Ë ÏÐÁÓÎÏÊ ÞÅÒÔÅ. îÏ âÒÁÕÜÒ ÐÏÛÅÌ ÄÁÌØÛÅ, ÇÏ- ŒÏÒÑ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÑ ÌÉÛØ ÓÉÍÐÔÏÍ ÂÏÌÅÚÎÉ, Á ÎÁÄÏ ÕÓÔÒÁÎÉÔØ Åč ÐÒÉÞÉÎÕ. ðÒÉÞÉÎÕ ÏÎ ŒÉÄÅÌ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÁÔÅ- ÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ É ÐÏÎÑÔÉÑ ÕÔÒÁÔÉÌÉ ÉÎÔÕÉÔÉŒ- ÎÙÊ ÓÍÙÓÌ, É ÎÕÖÎÏ ŒÅÒÎÕÔØÓÑ Ë ÏÓÎÏŒÁÍ É ÐÅÒÅÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÍÙÓÌ ÓÁÍÉÈ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÓŒÑÚÏË.

þÔÏ ÍÙ ÉÍÅÅÍ Œ ŒÉÄÕ (ÉÌÉ ÄÏÌÖÎÙ ÉÍÅÔØ Œ ŒÉÄÕ), ÇÏ- ŒÏÒÑ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÌÉ, ÞÔÏ ĂA ÉÌÉ BĄ? üÔÏ ÚÎÁ- ÞÉÔ, ÐÏ âÒÁÕÜÒÕ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ ÍÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÌÉ A, ÌÉÂÏ ÕÓÔÁ- ÎÏŒÉÌÉ B. ëÏÇÄÁ ÍÙ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÍ, ÞÔÏ ĂA É BĄ, ÜÔÏ ÚÎÁ- ÞÉÔ, ÞÔÏ ÍÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÌÉ É A, É B. ĂåÓÌÉ A, ÔÏ BĄ ÏÚÎÁÞÁ- ÅÔ, ÞÔÏ ÍÙ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÅÍ ËÁËÉÍ-ÔÏ ÏÂÝÉÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅÍ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÚŒÏÌÉÔ ÎÁÍ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ B, ËÁË ÔÏÌØËÏ ËÔÏ-ÔÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔ ÎÁÍ A. ïÔÒÉÃÁÎÉÅ A ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÙ ÒÁÓ- ÐÏÌÁÇÁÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅÍ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÐÒÏÔÉŒÏ- ÒÅÞÉÀ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ, ÞÔÏ A ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÏ. (ëÁË Ó ÔÏÞËÉ

ÚÒÅÎÉÑ ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÚÍÁ, ÔÁË É Ó ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅ- ÎÉÑ, ¬A ŒÏ ŒÓÅÈ ÓÍÙÓÌÁÈ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ A →⊥, ÇÄÅ ⊥ | ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÌÏÖÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. íÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ, Á ÉÍÅÔØ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ ⊥ | ÜÔÏ ÎÅ ÏÞÅÎØ ÐÒÉŒÙÞÎÏ, ÎÏ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉ ÕÄÏÂÎÏ.)

éÎÔÕÉÃÉÏÎÉÚÍ ÏÔŒÅÒÇÁÅÔ ÉÄÅÀ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ŒÙÓËÁ- ÚÙŒÁÎÉÑ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÉÓÔÉÎÎÙÅ É ÌÏÖÎÙÅ (ÐÕÓÔØ ÎÅÉÚŒÅÓÔ- ÎÙÍ ÎÁÍ ÏÂÒÁÚÏÍ). ó ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÚÁËÏÎ ÉÓËÌÀÞčÎ- ÎÏÇÏ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÂÅÚÏÓÎÏŒÁÔÅÌÅÎ: A ∨ ¬A ÏÚÎÁ- ÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ A ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÌÉÂÏ A, ÌÉÂÏ ÅÇÏ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ (ÔÏ ÅÓÔØ ÏÂSSÑÓ- ÎÉÔØ, ÐÏÞÅÍÕ A Œ ÐÒÉÎÃÉÐÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÕÓÔÁÎÏŒÌÅ- ÎÏ) | Á ÐÏÞÅÍÕ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏ?

ïÂÙÞÎÏ, ÇÏŒÏÒÑ ÏÂ ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÚÍÅ, ÐÒÉŒÏÄÑÔ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÎÅÐÒÉÅÍÌÅÍÏÇÏ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÚÍÁ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØ- ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ff É fi, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ff^fi ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ. œ ÓÁÍÏÍ

ÄÅÌÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÁ ÓÌÕÞÁÑ. åÓÌÉ √ 2 √ 2 ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ, ÔÏ

ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ ff = fi = √ 2. åÓÌÉ ÖÅ √ 2 √ 2 ÉÒÒÁÃÉÏ-

ÎÁÌØÎÏ, ÔÏ ÐÏÌÏÖÉÍ ff = √ 2 √ 2 É fi = √ 2; ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅ- ÒÉÔØ, ÞÔÏ ff^fi = 2. éÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔ ÓËÁÖÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÁÓ- ÓÕÖÄÅÎÉÅ ÎÅËÏÒÒÅËÔÎÏ: ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÞÅÇÏ-ÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÜÔÏÔ ÏÂSSÅËÔ, Á ÍÙ ÔÁË É ÎÅ ÐÏÓÔÒÏ- ÉÌÉ ÞÉÓÅÌ ff É fi, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÅ ÕÓÔÁÎÏŒÉÌÉ, ËÁËÏÊ ÉÚ ÄŒÕÈ ÓÌÕÞÁÅŒ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ. (úÁÍÅÔÉÍ Œ ÓËÏÂËÁÈ, ÞÔÏ ÓÐÅÃÉÁ-

ÌÉÓÔÙ ÐÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ ÚÎÁÀÔ, ÞÔÏ √ 2 √ 2 ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ É ÄÁÖÅ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÅ ÎÕÖÎÏ ÂÙÔØ ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ ff = √ 2 É fi = 2 log_2 3.) üÔÏÔ ÐÒÉÍÅÒ ÍÏÖÎÏ ËÒÉÔÉËÏŒÁÔØ É Ó ÄÒÕÇÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ, ÇÏŒÏÒÑ, ÞÔÏ ÓÁÍÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎÔÕÉÔÉŒÎÏ ÑÓÎÙÍ É ÔÒÅÂÕÅÔ ÏÂÏÓÎÏŒÁÎÉÑ.

œÏÏÂÝÅ ÉÎÔÕÉÃÉÑ | ÄÅÌÏ ÔÏÎËÏÅ: ÅÓÌÉ ÄÏÌÇÏ ÒÁÓÓÕÖ- ÄÁÔØ, ÓËÁÖÅÍ, Ï ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ, ÔÏ ÎÁÞÉÎÁÅÔ ËÁ- ÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ ÏÎÉ Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÓÍÙÓÌÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÎÅÚÁŒÉÓÉ- ÍÏ ÏÔ ÎÁÛÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ. éÍÅÎÎÏ ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÓÉÈÏÌÏÇÉÞÅ-

ÓËÉ ÏÐÒÁŒÄÁÎ ŒÏÐÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ÓËÁÖÅÍ, ËÁË ÏÂÓÔÏÑÔ ÄÅÌÁ Ó ËÏÎÔÉÎÕÕÍ-ÇÉÐÏÔÅÚÏÊ ĂÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅĄ: ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÎÅ- ÓÞčÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÅ ÒÁŒÎÏÍÏÝ- ÎÏÅ ŒÓÅÍ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ, ÉÌÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ?

íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÆÉÌÏÓÏÆÓËÉÈ ÐÒÅÄÐÏÓÙÌËÁÈ ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÚÍÁ ÐÏÄÒÏÂÎÏ. œËÒÁÔÃÅ ÕÐÒÏÝčÎÎÁÑ ÉÓÔÏÒÉÑ ŒÏÐÒÏÓÁ ÔÁËÏŒÁ. âÒÁÕÜÒ ÎÁÍÅÔÉÌ ÐÌÁÎÙ ÐÅÒÅÕÓÔÒÏÊÓÔŒÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÎÁ ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÉÈ ÐÒÉÎÃÉÐÁÈ É ÏÔÓÔÁÉ- ŒÁÌ ÉÈ ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÇÏÒÑÞÏ, ÞÔÏ ÏÄÎÁÖÄÙ çÉÌØÂÅÒÔ Œ ÒÁÚ- ÄÒÁÖÅÎÉÉ ÚÁÍÅÔÉÌ: ÏÔÍÅÎÉÔØ ÚÁËÏÎ ÉÓËÌÀÞčÎÎÏÇÏ ÔÒÅ- ÔØÅÇÏ | ÜÔÏ ŒÓč ÒÁŒÎÏ ÞÔÏ ÏÔÎÑÔØ Õ ÁÓÔÒÏÎÏÍÏŒ ÔÅÌÅÓËÏÐ ÉÌÉ ÚÁÐÒÅÔÉÔØ ÂÏËÓčÒÁÍ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ËÕÌÁËÁÍÉ. îÏ, ÐÒÏ- ÄÏÌÖÁÌ ÏÎ, ÎÉËÔÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÚÇÎÁÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏŒ ÉÚ ÒÁÑ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÏÚÄÁÌ ëÁÎÔÏÒ.

œ ÐÌÁÎÙ âÒÁÕÜÒÁ ÎÅ ŒÈÏÄÉÌÁ ÆÏÒÍÁÌÉÚÁÃÉÑ ÉÎÔÕÉÃÉ- ÏÎÉÓÔÓËÏÊ ÌÏÇÉËÉ É ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÓËÏÒÅÅ ÎÁÏÂÏÒÏÔ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÁÎÁÌÉÚ ÐÒÉÎÃÉÐÏŒ ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÚÍÁ ÐÏÛčÌ ÉÍÅÎ- ÎÏ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÐÕÔÉ, ËÏÇÄÁ çÅÊÔÉÎÇ ÓÔÁÌ ÉÚÕÞÁÔØ ÐÒÏÐÏÚÉ- ÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÌÏÇÉËÕ ÂÅÚ ÚÁËÏÎÁ ÉÓËÌÀÞčÎÎÏÇÏ ÔÒÅÔØÅÇÏ. òÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÐÏÒÎÙÅ ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÉÅ ÐÒÉÎÃÉÐÙ ÓÔÁÌÉ ÐÒÅÄÍÅÔÏÍ ÉÚÕÞÅÎÉÑ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ; ÂÙÌÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÉÅ ŒÁÒÉÁÎÔÙ ÆÏÒÍÁÌØ- ÎÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ, ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÌÏÇÉËÉ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ, Á ÔÁËÖÅ ÇÅÎÃÅÎÏŒÓËÉÅ ŒÁÒÉÁÎÔÙ ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÉÈ ÓÉ- ÓÔÅÍ. âÙÌÉ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÉÎ- ÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÏÊ ÌÏÇÉËÉ. ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒ ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ ÔÒÁËÔÏ- ŒÁÔØ Åč ËÁË ĂÌÏÇÉËÕ ÚÁÄÁÞĄ, ëÌÉÎÉ ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ ÐÏÎÑÔÉÅ ĂÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉĄ, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÅÅ ÔÅÏÒÉÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ ÄÌÑ ÔÏÌËÏŒÁÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌ; ÂÙÌÉ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÙ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÍÏÄÅÌÉ ÄÌÑ ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÏÊ ÌÏÇÉËÉ É Ô. Ä. œ óóóò ÚÎÁÍÑ âÒÁÕÜÒÁ ÐÏÄÈŒÁÔÉÌÁ ÛËÏÌÁ íÁÒËÏŒÁ, ÎÁÐÉÓÁŒ ÎÁ ÎčÍ, ŒÐÒÏÞÅÍ, ĂËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÉÚÍĄ ŒÍÅÓÔÏ ÉÄÅÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÓÏÍÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ ĂÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÏÎÉÚÍÁĄ É ÂÏÌÅÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÑÓØ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÏÂSSÅËÔÁÍÉ. ëÒÉÐËÅ Œ 1960-Å ÇÏÄÙ ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÓÅÍÁÎÔÉËÕ (ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÅ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ), ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÕÀ Ó ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÉÍ ÉÓ- ÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ É ŒÅÓØÍÁ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ (ÄÁÖÅ

ÓÔÒÁÎÎÏ, ÞÔÏ Åč ÎÅ ÐÒÉÄÕÍÁÌÉ ÒÁÎØÛÅ); ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÏÎÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÂÌÉÚËÁ Ë ÍÅÔÏÄÕ ÆÏÒÓÉÎÇÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÉÍÅÒÎÏ Œ ÜÔÏ ÖÅ ŒÒÅÍÑ ÐÒÉÄÕÍÁÌ ëÏÜÎ, ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÁËÓÉÏÍÙ ŒÙÂÏÒÁ É ËÏÎÔÉÎÕÕÍ-ÇÉÐÏÔÅÚÙ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ.

œÏÚŒÒÁÝÁÑÓØ Ë ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÏÍÕ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÀ ŒÙ- ÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ, ÐÒÉŒÅÄčÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ŒÙŒÏÄÉÍÙÈ ÆÏÒÍÕÌ.

• þÔÏÂÙ ÐÏÎÑÔØ ÓÍÙÓÌ ÆÏÒÍÕÌÙ (A → B) → (¬B → → ¬A), ŒÓÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ ¬X ÍÏÖÎÏ ÔÏÌËÏ- ŒÁÔØ ËÁË (X →⊥), ÇÄÅ ⊥ | ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÌÏÖÎÏÅ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅ. üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÇÏŒÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÉÚ A ÓÌÅ- ÄÕÅÔ B, Á ÉÚ B ÓÌÅÄÕÅÔ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÌÏÖÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅ- ÎÉÅ, ÔÏ ÉÚ A ÓÌÅÄÕÅÔ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÌÏÖÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓÌÅÄÏ- ŒÁÎÉÑ). œÙŒÏÄ Åč ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÚÁËÏÎÁ ÉÓËÌÀÞčÎÎÏ- ÇÏ ÔÒÅÔØÅÇÏ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏ ÌÅÍÍÅ Ï ÄÅÄÕËÃÉÉ (ÄÏ- ËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÓÔÁčÔÓÑ ÔÅÍ ÖÅ É ÄÌÑ ÉÎÔÕÉ- ÃÉÏÎÉÓÔÓËÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ) ÄÏÓÔÁÔÏÞ- ÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚ (A → B) É ¬B ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ ¬A. äÌÑ ÜÔÏÇÏ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚ (A → B), ¬B É A ŒÙŒÏÄÑÔÓÑ ÄŒÅ ÐÒÏÔÉŒÏ- ÒÅÞÁÝÉÅ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÆÏÒÍÕÌÙ (ÞÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ: ÜÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ B É ¬B).

• þÔÏÂÙ ŒÙŒÅÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÕ (A → ¬¬A), ÎÁÄÏ ÐÏËÁ- ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚ A ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ ¬¬A, ÄÌÑ ÞÅÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÚ A É ¬A ŒÙŒÅÓÔÉ ÄŒÅ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÁÝÉÅ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÆÏÒÍÕÌÙ (ÞÔÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ | ÇÏÄÑÔÓÑ ÓÁÍÉ ÆÏÒÍÕ- ÌÙ A É ¬A).

• æÏÒÍÕÌÁ (¬¬¬A → ¬A) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÄŒÕÈ ÐÒÅÄÙ- ÄÕÝÉÈ: ÐÏÌÏÖÉÍ B ÒÁŒÎÙÍ ¬¬A Œ ÐÅÒŒÏÊ ÉÚ ÎÉÈ.

• æÏÒÍÕÌÁ (¬A → ¬¬¬A), Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÔØ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ŒÔÏÒÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÔÁË ÞÔÏ ÔÒÉ ÏÔ- ÒÉÃÁÎÉÑ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ ÏÄÎÏÍÕ.

• ëÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔØ É ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ∧

É ∨, ÔÁË ÖÅ ËÁË É ÄŒÁ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔÉ, ÎÅ ÏÐÉÒÁÌÉÓØ ÎÁ ÚÁËÏÎ ÉÓËÌÀÞčÎÎÏÇÏ ÔÒÅÔØÅÇÏ.

• ðÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ((A∨B) → C) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ((A → C)∧ ∧ (B → C)) (ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ Œ ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÓŒÑÚÙŒÁÀ- ÝÉÅ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ, ŒÙŒÏÄÉÍÙ Œ ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ).

• œÚÑŒ ⊥ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ C Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÆÏÒÍÕÌÁÈ, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÚÁËÏÎÏŒ äÅ íÏÒÇÁÎÁ (Á ÉÍÅÎÎÏ, ÚÁËÏÎ ¬(A ∨ B) ↔ ¬A ∧ ¬B) ÎÅ ÏÐÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÚÁËÏÎ ÉÓËÌÀÞčÎÎÏÇÏ ÔÒÅÔØÅÇÏ (ÞÔÏ ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ É ÎÅ- ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ).

• æÏÒÍÕÌÕ ¬¬(A ∨ ¬A) ÓÏÈÒÁÎÉŒÛÉÊÓÑ ÚÁËÏÎ ÄÅ íÏÒ- ÇÁÎÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ ¬(¬A ∧ ¬¬A), É ÎÕÖÎÏ ÌÉÛØ ŒÙŒÅÓÔÉ ÉÚ (¬A ∧ ¬¬A) ÄŒÅ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏ- ÌÏÖÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÞÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ.

31. ðÒÏŒÅÓÔÉ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ŒÙŒÏÄÉÍÏÓÔÉ Œ ÉÎ- ÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ ŒÓÅÈ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎ- ÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÎÏÇÉÅ ÚÁËÏÎÙ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉ- ËÉ ÐÅÒÅÓÔÁÀÔ ÂÙÔØ ŒÙŒÏÄÉÍÙÍÉ ÂÅÚ ÚÁËÏÎÁ ÉÓËÌÀÞčÎÎÏ- ÇÏ ÔÒÅÔØÅÇÏ. ôÁËÏŒÙ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÏÒÍÕÌÙ ¬¬p → p; p ∨ ¬p; ¬p ∨ ¬¬p; (¬q → ¬p) → (p → q); ¬(p ∧ q) → (¬p ∨ ¬q);

((p ∨ q) → p) ∨ ((p ∨ q) → q):

íÙ ÐÉÛÅÍ ÚÄÅÓØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ p É q, Á ÎÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ŒÍÅÓÔÏ p É q ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÙŒÏÄÉÍÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ŒÍÅÓÔÏ p Œ ÐÅÒŒÕÀ ÉÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÆÏÒ- ÍÕÌ ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ¬A, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ŒÙŒÏÄÉÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ¬¬¬A → ¬A.

äÏŒÏÌØÎÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÅ ÓÏÇÌÁÓÕÀÔÓÑ Ó ÉÎ- ÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÉÍ ÐÏÄÈÏÄÏÍ. îÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ÐÒÅÄÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÇÏŒÏÒÉÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÙ ÏÐÒÏŒÅÒÇÌÉ ÐÒÅÄÐÏÌÏ- ÖÅÎÉÅ (p ∧ q), ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÕËÁÚÁÔØ ÎÁ ÏÄÎÏ ÉÚ ÐÒÅÄ- ÐÏÌÏÖÅÎÉÊ p É q É ÐÒÅÄSSÑŒÉÔØ ÅÇÏ ÏÐÒÏŒÅÒÖÅÎÉÅ. œÒÑÄ ÌÉ ÔÁËÏÊ ÐÅÒÅÈÏÄ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÏÂÏÓÎÏŒÁÎÎÙÍ Ó ÉÎÔÕÉ- ÃÉÏÎÉÓÔÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ. îÏ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ŒÏÐÒÏÓ Ï ŒÙŒÏÄÉÍÏÓÔÉ ÔÒÅÂÕÅÔ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÔŒÅÔÁ.

îÁÞÎčÍ Ó ÚÁËÏÎÁ ÉÓËÌÀÞčÎÎÏÇÏ ÔÒÅÔØÅÇÏ. ôÅÏÒÅÍÁ 24. æÏÒÍÕÌÁ p ∨ ¬p ÎÅ ŒÙŒÏÄÉÍÁ Œ ÉÎÔÕÉÃÉÏ- ÎÉÓÔÓËÏÊ ÌÏÇÉËÅ.

◁ œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÅ ËÁÖÄÁÑ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÄŒÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑ | ÉÓÔÉÎÁ (é) É ÌÏÖØ (ì). œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ËÁÖ- ÄÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÔÁËÖÅ ÐÒÉÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ é ÉÌÉ ì. òÁÓÛÉÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÄÏÂÁŒÉŒ ÎÏŒÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ î (ÅÓÌÉ ÕÇÏÄÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÜÔÏ ÓÏËÒÁ- ÝÅÎÉÅÍ ÓÌÏŒÁ ĂÎÅÉÚŒÅÓÔÎÏĄ). íÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÌÉ é Ó ÅÄÉ- ÎÉÃÅÊ, Á ì | Ó ÎÕÌčÍ, ÔÁË ÞÔÏ ÌÏÇÉÞÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ î Ó ÞÉÓÌÏÍ 1=2.

íÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÉ ŒÙŒÏÄÉÍÙÅ ÆÏÒ- ÍÕÌÙ ŒÓÅÇÄÁ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ é, Á ÆÏÒÍÕÌÁ p ∨ ¬p ÎÅ ÔÁËÏŒÁ, É ÐÏÔÏÍÕ ÎÅ ŒÙŒÏÄÉÍÁ.

þÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌ Œ ÔÒčÈÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÅ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÚÁÄÁÔØ ÔÁÂÌÉÃÙ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÓŒÑÚÏË. ëÏÎSSÀÎËÃÉÀ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ ÉÚ ÄŒÕÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ (ÔÁË ÞÔÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ì∧î = ì, Á é ∧ î = î), Á ÄÉÚSSÀÎËÃÉÀ | ËÁË ÍÁËÓÉÍÕÍ. ïÔÒÉÃÁ- ÎÉÅ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÔÁË: ¬é = ì, ¬ì = é, ¬î = ì. (ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÍÏÖÅÔ ÐÏËÁÚÁÔØÓÑ ÓÔÒÁÎÎÙÍ: ÐÏÞÅÍÕ ÂÙ ÎÅ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ¬î = î? ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÔÁË ÎÅÌØÚÑ | ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ¬(p∧¬p), ËÏÔÏÒÁÑ ŒÙŒÏÄÉÍÁ Œ ÉÎÔÕÉ- ÃÉÏÎÉÓÔÓËÏÊ ÌÏÇÉËÅ, ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ î ÐÒÉ p = î.)

óÌÏÖÎÅÅ ŒÓÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÉÍÐÌÉËÁ- ÃÉÉ. íÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ

(é → x) = x É (ì → x) = é

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ x, Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ

(î → ì) = ì; (î → î) = é É (î → é) = é:

îÁÚÏŒÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ 3-ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÅÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÐÒÉÎÉ- ÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ é ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {é; ì; î}. ôÅÐÅÒØ ÎÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÄŒÅ ŒÅÝÉ: (1) ŒÓÅ ÁËÓÉÏÍÙ ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÑŒÌÑÀÔ- ÓÑ 3-ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÑÍÉ; (2) ÅÓÌÉ ÐÏÓÙÌËÁ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ É ŒÓÑ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ ÑŒÌÑÀÔÓÑ 3-ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÑÍÉ, ÔÏ É ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ 3-ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÅÊ. œÔÏÒÏÅ ÓÒÁÚÕ ÑÓÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÑ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ, Á ÐÅÒŒÏÅ ÎÁÄÏ ÁËËÕÒÁÔÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÔØ, ÓÏÓÔÁŒÉŒ ÔÁÂÌÉÃÙ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÁËÓÉÏÍ. íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÜÔÏÇÏ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÄÅÌÁÔØ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏ ÞÉÓÔÏ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏ- ŒÅÒËÁ É ÐÏÓËÏÌØËÕ ÞÕÔØ ÐÏÚÖÅ ÍÙ ÓÍÏÖÅÍ ŒÙŒÅÓÔÉ ÜÔÏ ÉÚ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ.

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÓÑËÁÑ ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÉ ŒÙŒÏÄÉÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ 3-ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÅÊ. ôÅÐÅÒØ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ p∨¬p ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ î ÐÒÉ p = î É ÐÏÔÏÍÕ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ 3-ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÅÊ | ÚÎÁÞÉÔ, ÎÅŒÙŒÏÄÉÍÁ. ▷ 32. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ 3-ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁŒÔÏÌÏ- ÇÉÅÊ Œ ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ.

éÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÙÊ ÎÁÍÉ ÐÒÉčÍ ÇÏÄÉÔÓÑ ÎÅ ŒÓÅÇÄÁ. îÁ- ÐÒÉÍÅÒ, ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÉ ÎÅŒÙŒÏÄÉÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ¬p∨¬¬p ÑŒÌÑÅÔÓÑ 3-ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÅÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ (ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÎÁÛÅÍÕ ÏÐ- ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ) ÆÏÒÍÕÌÁ ¬p ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÑ é É ì.

33. ëÁËÉÅ ÉÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÎÁÍÉ ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÉ ÎÅŒÙ- ŒÏÄÉÍÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÑŒÌÑÀÔÓÑ 3-ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÑÍÉ?

âÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ ÓÐÏÓÏÂ ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÉÑ ÎÅÄÏËÁÚÕÅÍÏÓÔÉ (ÎÅŒÙŒÏÄÉÍÏÓÔÉ) ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÄÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÛËÁÌÙ ëÒÉÐËÅ (ÉÌÉ ÍÏÄÅÌÉ ëÒÉÐËÅ, ËÁË ÅÝč ÇÏŒÏÒÑÔ).

þÔÏÂÙ ÚÁÄÁÔØ ÛËÁÌÕ ëÒÉÐËÅ, ÎÕÖÎÏ:

• ÕËÁÚÁÔØ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ⟨W; ⩽⟩, ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÍÉÒÏŒ;

• ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÉÒÁ ÕËÁÚÁÔØ, ËÁËÉÅ ÉÚ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏ- ÎÁÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÉÓÔÉÎÎÙÍÉ Œ ÜÔÏÍ

ÍÉÒÅ (ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÌÏÖÎÙÍÉ Œ ÜÔÏÍ ÍÉÒÅ). åÓÌÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ x ÉÓÔÉÎÎÁ Œ ÍÉÒÅ w, ÍÙ ÐÉÛÅÍ w ⊩ x.

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÂÙÌÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: ÅÓÌÉ u ⩽ v É u ⊩ x, ÔÏ v ⊩ x (ÏÂÌÁÓÔØ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÎÁÓÌÅÄÓÔŒÅÎÎÁ ŒŒÅÒÈ).

ëÏÇÄÁ ÛËÁÌÁ ÚÁÄÁÎÁ, ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÌÀÂÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ (Œ ÄÁÎÎÏÍ ÍÉÒÅ) ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅ- ÎÉÀ ÆÏÒÍÕÌÙ. íÙ ÐÉÛÅÍ w ⊩ A, ÅÓÌÉ Œ ÍÉÒÅ w ÉÓÔÉÎÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ A. œÏÔ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ:

• w ⊩ A ∧ B, ÅÓÌÉ w ⊩ A É w ⊩ B;

• w ⊩ A ∨ B, ÅÓÌÉ w ⊩ A ÉÌÉ w ⊩ B;

• w ⊩ A → B, ÅÓÌÉ Œ ÌÀÂÏÍ ÍÉÒÅ u ⩾ w, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÉÓÔÉÎÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ A, ÉÓÔÉÎÎÁ ÔÁËÖÅ É ÆÏÒÍÕÌÁ B;

• w ⊩ ¬A, ÅÓÌÉ ÎÉ Œ ËÁËÏÍ ÍÉÒÅ u ⩾ w ÆÏÒÍÕÌÁ A ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÓÔÉÎÎÏÊ.

æÏÒÍÕÌÁ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÁÑÓÑ ÉÓÔÉÎÎÏÊ (Œ ÄÁÎÎÏÍ ÍÉÒÅ), ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÏÖÎÏÊ (Œ ÎčÍ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ, ËÁË ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÏ Ó ÐÏÎÉÍÁÎÉÅÍ ¬A ËÁË A → ⊥, ÇÄÅ ⊥ | ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÏÖÎÁÑ (ŒÏ ŒÓÅÈ ÍÉÒÁÈ) ÆÏÒÍÕÌÁ.

éÍÅÎÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ (É ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ) ÉÓ- ÐÏÌØÚÕÅÔ ÐÏÒÑÄÏË ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÍÉÒÏŒ. åÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÌÉÛØ ËÏÎSSÀÎËÃÉÉ É ÄÉÚSSÀÎËÃÉÉ, ÔÏ Åč ÉÓÔÉÎ- ÎÏÓÔØ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÔÄÅÌØÎÏ Œ ËÁÖÄÏÍ ÍÉÒÅ.

éÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÆÏÒÍÕÌÙ A ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅ- ÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÉÓÔÉÎÎÁ Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÍÉÒÅ, ÔÏ ÉÓÔÉÎÎÁ É ŒÏ ŒÓÅÈ Â«ÏÌØÛÉÈ ÍÉÒÁÈ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ É ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÎÁÓÌÅÄÓÔŒÅÎÎÙÈ ŒŒÅÒÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÔÁËÖÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÜÔÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÔÁË ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ËÏÎSSÀÎË- ÃÉÉ É ÄÉÚSSÀÎËÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕËÃÉÉ. á ÄÌÑ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ ÄÁÖÅ É ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÎÕÖÎÏ, ÄÏ- ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.

æÉÌÏÓÏÆÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÛËÁÌ ëÒÉÐËÅ ÉÎÏÇÄÁ ÏÂSSÑÓÎÑÀÔ ÔÁË. ðÕÓÔØ W ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÃÉ- ŒÉÌÉÚÁÃÉÉ (ÍÉÒÏŒ); w ⩽ u ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÉÒ u ÍÏÖÅÔ ÐÏ- ÌÕÞÉÔØÓÑ ÉÚ ÍÉÒÁ w Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÒÁÚŒÉÔÉÑ ÃÉŒÉÌÉÚÁÃÉÉ. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ w ⊩ A ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ÍÉÒÅ w ÕÓÔÁÎÏŒÌÅÎÏ, ÞÔÏ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÅ A ÉÓÔÉÎÎÏ. (ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÎÏ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÉÓÔÉÎÎÙÍ É ÐÒÉ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÒÁÚŒÉÔÉÉ ÃÉŒÉÌÉÚÁÃÉÉ.) éÓ- ÔÉÎÎÏÓÔØ ¬A Œ ÍÉÒÅ w ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÉ ÐÒÉ ËÁËÏÍ ÒÁÚ- ŒÉÔÉÉ ÃÉŒÉÌÉÚÁÃÉÉ ÉÚ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ w ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÅ A ÎÅ ÓÔÁÎÅÔ ÉÓÔÉÎÎÙÍ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ Œ ÛËÁÌÁÈ ëÒÉÐËÅ ÐÒÅÄŒÏÓÈÉÔÉÌ ðÕÛËÉÎ, ËÏÇÄÁ ÐÉÓÁÌ ĂÎÅÔ ÐÒÁŒÄÙ ÎÁ ÚÅÍÌÅ. îÏ ÐÒÁŒÄÙ ÎÅÔ É ŒÙÛÅ : : :Ą (íÏÃÁÒÔ É óÁÌØÅÒÉ).

34. œÏ ÞÔÏ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ Œ ÛËÁÌÅ ëÒÉÐËÅ, ÅÓÌÉ Œ ÎÅÊ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÍÉÒ? ÅÓÌÉ Œ ÎÅÊ ÎÉËÁËÉÅ ÄŒÁ ÍÉÒÁ ÎÅ ÓÒÁŒÎÉÍÙ?

ôÅÏÒÅÍÁ 25 (ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅ- ÎÉÑ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÛËÁÌ ëÒÉÐËÅ). æÏÒÍÕÌÁ, ŒÙŒÏÄÉÍÁÑ Œ ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ŒÙÓËÁÚÙŒÁ- ÎÉÊ, ÉÓÔÉÎÎÁ ŒÏ ŒÓÅÈ ÍÉÒÁÈ ŒÓÅÈ ÛËÁÌ ëÒÉÐËÅ.

◁ îÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÁËÓÉÏÍÙ ÉÓÔÉÎÎÙ ŒÏ ŒÓÅÈ ÍÉÒÁÈ, Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ ÐÒÁŒÉÌÏ modus ponens ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÜÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ. œÔÏÒÏÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ: ÅÓÌÉ A → B ÉÓÔÉÎÎÁ ŒÏ ŒÓÅÈ ÍÉÒÁÈ É A ÉÓÔÉÎÎÁ ŒÏ ŒÓÅÈ ÍÉÒÁÈ, ÔÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ B ÂÕÄÅÔ ÉÓÔÉÎÎÁ ŒÏ ŒÓÅÈ ÍÉÒÁÈ.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÁËÓÉÏÍ. þÔÏÂÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ, ÞÔÏ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ ’ → ÉÓÔÉÎÎÁ ŒÏ ŒÓÅÈ ÍÉ- ÒÁÈ, ÎÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Œ ÔÅÈ ÍÉÒÁÈ, ÇÄÅ ÉÓÔÉÎÎÁ ÆÏÒ- ÍÕÌÁ ’, ÉÓÔÉÎÎÁ É ÆÏÒÍÕÌÁ . äÌÑ ÐÅÒŒÏÊ ÁËÓÉÏÍÙ A → → (B → A): ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ A ÉÓÔÉÎÎÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÉÒÅ, ÔÏ Œ ÓÉÌÕ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ÏÎÁ ÉÓÔÉÎÎÁ É ŒÙÛÅ, ÔÁË ÞÔÏ B → A ÔÁËÖÅ ÉÓÔÉÎÎÁ.

ðÒÏŒÅÒÉÍ ŒÔÏÒÕÀ ÁËÓÉÏÍÕ (A → (B → C)) → ((A → → B) → (A → C)). ðÕÓÔØ u ⊩ A → (B → C). îÁÄÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ u ⊩ (A → B) → (A → C). üÔÏ ÏÚÎÁ- ÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ v ⩾ u É v ⊩ A → B, ÔÏ v ⊩ A → C. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ w ⩾ v É w ⊩ A, ÔÏ w ⊩ C. îÏ Œ ÓÉÌÕ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ w ⊩ A → (B → C) É w ⊩ A → B. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ w ⊩ A ÓÌÅÄÕÅÔ w ⊩ B, w ⊩ (B → C), É, ÎÁËÏÎÅÃ, w ⊩ C, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÁËÓÉÏÍÙ ÐÒÏŒÅÒÑÀÔÓÑ ÅÝč ÐÒÏÝÅ. ▷ ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÏÒ- ÍÕÌÁ ÎÅ ŒÙŒÏÄÉÍÁ Œ ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ŒÙ- ÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÅÄSSÑŒÉÔØ ÛËÁÌÕ ëÒÉÐËÅ, Œ ÏÄ- ÎÏÍ ÉÚ ÍÉÒÏŒ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎÁ ÌÏÖÎÁ.

35. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÅÓÔØ ÛËÁÌÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÒÅÄÉ ÍÉÒÏŒ ÅÓÔØ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ É Œ ÎčÍ ÆÏÒÍÕÌÁ ÌÏÖÎÁ.

äÌÑ ÆÏÒÍÕÌÙ p∨¬p ÔÁËÁÑ ÛËÁÌÁ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÌÅÇËÏ. œÏÚØ- ÍčÍ ÄŒÁ ÍÉÒÁ, ÐÅÒŒÙÊ ÍÅÎØÛÅ ŒÔÏÒÏÇÏ. ðÕÓÔØ p ÉÓÔÉÎÎÁ ÔÏÌØËÏ ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÍÉÒÅ. ôÏÇÄÁ ¬p ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÉÓÔÉÎÎÁ ÎÉÇÄÅ, Á p ∨ ¬p ÂÕÄÅÔ ÉÓÔÉÎÎÁ ÔÏÌØËÏ ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÍÉÒÅ.

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ Œ ÓÕÝÎÏÓÔÉ ÓÏŒÐÁ- ÄÁÅÔ Ó ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÍ ŒÙÛÅ (Ó ÔÒčÈÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÏÊ). œ ÓÁ- ÍÏÍ ÄÅÌÅ, Œ ÜÔÏÊ ÛËÁÌÅ ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌÙ ÅÓÔØ ÔÒÉ ŒÏÚÍÏÖÎÏ- ÓÔÉ: ÏÎÁ ÉÓÔÉÎÎÁ Œ ÏÂÏÉÈ ÍÉÒÁÈ, ÏÎÁ ÉÓÔÉÎÎÁ ÔÏÌØËÏ ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÍÉÒÅ, ÉÌÉ ÏÎÁ ÎÅ ÉÓÔÉÎÎÁ ÎÉ Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÍÉÒÏŒ. üÔÉ ÔÒÉ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÔÒčÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ é, î É ì Œ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÊ ÎÁÍÉ ÔÒčÈÚÎÁÞÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁ- ÃÉÉ. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁÂÌÉÃÙ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ËÁË ÒÁÚ ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ Œ ÍÏÄÅÌÉ ëÒÉÐËÅ.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ŒÙÛÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÅŒÙŒÏÄÉÍÙ Œ ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÏÍ ÉÓÞÉ- ÓÌÅÎÉÉ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ. äÌÑ ÆÏÒÍÕÌÙ ¬¬p → p ÇÏÄÉÔÓÑ ÔÁ ÖÅ ÓÁÍÁÑ ÛËÁÌÁ (p ÉÓÔÉÎÎÏ ÔÏÌØËÏ Œ ÂÏÌØÛÅÍ ÍÉÒÅ). ïÎÁ ÖÅ ÇÏÄÉÔÓÑ ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌÙ (¬q → ¬p) → (p → q), ÅÓÌÉ p ÉÓ- ÔÉÎÎÏ Œ ÏÂÏÉÈ ÍÉÒÁÈ, Á q | ÔÏÌØËÏ Œ ÂÏÌØÛÅÍ. äÌÑ ÔÒčÈ ÏÓÔÁŒÛÉÈÓÑ ÆÏÒÍÕÌ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÛËÁÌÙ Ó ÔÒÅÍÑ ÍÉÒÁÍÉ: ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÍÉÒÏÍ u, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÐÁÓÔØ Œ v ⩾ u É Œ w ⩾ u; ÍÉÒÙ v É w ÎÅ ÓÒÁŒÎÉÍÙ. åÓÌÉ ÆÏÒ- ÍÕÌÁ p ÉÓÔÉÎÎÁ ÔÏÌØËÏ Œ ÍÉÒÅ v, ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ¬p ÉÓÔÉÎÎÁ ÔÏÌØËÏ Œ ÍÉÒÅ w, a ¬¬p ÉÓÔÉÎÎÁ ÔÏÌØËÏ Œ ÍÉÒÅ v, ÔÁË ÞÔÏ Œ ÍÉÒÅ u ÏÂÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ¬p É ¬¬p ÌÏÖÎÙ É ÄÉÚSSÀÎË- ÃÉÑ ¬p ∨ ¬¬p ÌÏÖÎÁ. þÔÏÂÙ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ËÏÎÔÒÍÏÄÅÌØ ÄÌÑ

ÆÏÒÍÕÌÙ ¬(p ∧ q) → ¬p ∨ ¬q, ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ p ÉÓÔÉÎ- ÎÁ ÔÏÌØËÏ Œ ÍÉÒÅ v, Á q ÉÓÔÉÎÎÁ ÔÏÌØËÏ Œ ÍÉÒÅ w. ôÁ ÖÅ ÛËÁÌÁ ÇÏÄÉÔÓÑ É ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌÙ ((p∨q) → p)∨((p∨q) → q).

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÐÒÉčÍ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌÅÎ, ËÁË ÐÏËÁ- ÚÙŒÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 26 (ÐÏÌÎÏÔÙ ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÛËÁÌ ëÒÉÐËÅ). äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅ- ŒÙŒÏÄÉÍÏÊ Œ ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ’ ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÛËÁÌÕ ëÒÉÐËÅ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ’ ÌÏÖÎÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÉÒÅ.

◁ îÁÐÏÍÎÉÍ ÓÈÅÍÕ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÏÌÎÏÔÙ ËÌÁÓÓÉ- ÞÅÓËÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ, ÐÒÉŒÅÄčÎÎÏÇÏ Œ ÒÁÚ- ÄÅÌÅ 2.2. ðÕÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ ’ ÎÅŒÙŒÏÄÉÍÁ. íÙ ÈÏÔÉÍ ÎÁÊ- ÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÏÒÍÕÌÁ ’ ÌÏÖÎÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ ¬’ ÉÓÔÉÎÎÁ. óÁÍÏ ÐÏ ÓÅÂÅ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ¬’ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÏÄ- ÎÏÚÎÁÞÎÏ. þÔÏÂÙ ÉÚÂÁŒÉÔØÓÑ ÏÔ ÐÒÏÉÚŒÏÌÁ, ÍÙ ÒÁÓÛÉÒÑ- ÅÍ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {¬’} ÄÏ ÐÏÌÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ ` É ÏÂSSÑŒÌÑÅÍ ÉÓÔÉÎÎÙÍÉ ÔÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÈÏÄÑÔ Œ `.

äÌÑ ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ Œ ÜÔÏÊ ÓÈÅÍÅ ÔÒÅÂÕÀÔ- ÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ. òÁÎØÛÅ ÌÏÖÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ ’ ÂÙÌÁ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ¬’. œ ÛËÁÌÁÈ ëÒÉÐËÅ ÜÔÏ ÕÖÅ ÎÅ ÔÁË, É ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÏÂ ÉÓÔÉÎÎÙÈ É ÌÏÖÎÙÈ (ÎÅ ÉÓÔÉÎÎÙÈ) ÆÏÒÍÕÌÁÈ.

ðÕÓÔØ A É B | ËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØ- ÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÁÒÁ (A; B) ÓÏŒÍÅÓÔ- ÎÁ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÛËÁÌÁ ëÒÉÐËÅ É Åč ÍÉÒ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ A ÉÓÔÉÎÎÙ, Á ŒÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ B ÌÏÖÎÙ. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÁÒÁ (A; B) ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÁ, ÅÓÌÉ Œ ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ ŒÙŒÏÄÉÍÁ ÆÏÒÍÕÌÁ

(A_1 ∧ A_2 ∧ : : : ∧ A_n) → (B_1 ∨ B_2 ∨ : : : ∨ B_m);

ÇÄÅ A_1; : : : ; A_n | ÆÏÒÍÕÌÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A, Á B_1; : : : ; B_m | ÆÏÒÍÕÌÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B. (âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖ- ÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÙ ŒÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒ A

É B, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÐÕÝÅÎÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÁŒÉÔØ, ÎÅ ÎÁÒÕÛÉŒ ŒÙŒÏÄÉÍÏÓÔØ.)

ðÒÉÍÅÒ: ÅÓÌÉ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÁ ŒÈÏÄÉÔ Œ ÏÂÅ ÞÁ- ÓÔÉ ÐÁÒÙ, ÔÏ ÔÁËÁÑ ÐÁÒÁ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÁ.

ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÁÑ ÐÁÒÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÏŒÍÅÓÔÎÁ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÉÒÅ ŒÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ A ÉÓÔÉÎÎÙ, Á ŒÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ B ÌÏÖÎÙ, ÔÏ ÐÏÓÙÌËÁ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ Œ ÜÔÏÍ ÍÉÒÅ ÉÓÔÉÎÎÁ, Á ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÌÏÖÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ ÌÏÖÎÁ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ Åč ŒÙŒÏÄÉÍÏÓÔÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ).

íÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ: ŒÓÑËÁÑ ÎÅÐÒÏÔÉ- ŒÏÒÅÞÉŒÁÑ ÐÁÒÁ ÓÏŒÍÅÓÔÎÁ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÏÇÄÁ B ÓÏÓÔÏ- ÉÔ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ. (íÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ËÁË ÜÔÏ ÏÂÙÞ- ÎÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ËÏÎSSÀÎËÃÉÑ ÐÕÓÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÆÏÒ- ÍÕÌ ÅÓÔØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÓÔÉÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ, Á ÄÉÚSSÀÎË- ÃÉÑ | ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÏÖÎÁÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÓÔØ ÐÁÒÙ (∅; {’}) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ŒÙŒÏÄÉÍÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ ’. úÁÍÅ- ÔÉÍ ËÓÔÁÔÉ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÓÔØ ÐÁÒÙ ({’}; ∅) ÏÚÎÁ- ÞÁÅÔ ŒÙŒÏÄÉÍÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ ¬’.)

éÔÁË, ÐÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÁÑ ÐÁÒÁ (A; B). ëÁË ÄÏËÁÚÁÔØ Åč ÓÏŒÍÅÓÔÎÏÓÔØ? ëÁË É Œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ÓÌÕ- ÞÁÅ, ÍÙ ÕÓÔÒÁÎÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌ, ÒÁÓÛÉÒÉŒ A É B. ïÓÎÏŒÎÙÍ ÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÚÄÅÓØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÌÅÍÍÁ.

ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ (A; B) | ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÁÑ ÐÁÒÁ, Á ø | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ. ôÏÇÄÁ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ÐÁÒ (A ∪ {ø}; B) É (A; B ∪ {ø}) ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ 1. ðÕÓÔØ ÏÂÅ ÐÁÒÙ Ó ÄÏÂÁŒÌÅÎ- ÎÙÍ ø ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÙ. îÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉ- ŒÁ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÐÁÒÁ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÎÁÄÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Œ ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ ŒÙ- ŒÏÄÉÍÙ ÆÏÒÍÕÌÙ

(A ∧ ø) → B;

A → (B ∨ ø);

ÔÏ ŒÙŒÏÄÉÍÁ É ÆÏÒÍÕÌÁ A → B (ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÍÙ ÏÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÌÑÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A É B Ó ËÏÎSSÀÎËÃÉÅÊ É ÄÉÚSSÀÎË-

ÃÉÅÊ ÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ É ÓÞÉÔÁÅÍ A É B ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ).

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏ ÌÅÍÍÅ Ï ÄÅÄÕËÃÉÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁ- ÚÁÔØ, ÞÔÏ A ⊢ B. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ, ÞÔÏ

A ⊢ (B ∨ ø) → B;

ÐÏÓËÏÌØËÕ (B ∨ø) Œ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ A Õ ÎÁÓ ÕÖÅ ÅÓÔØ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ, ÞÔÏ A ⊢ ⊢ (B → B) É A ⊢ (ø → B). ðÅÒŒÏÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ (É ÐÏÓÙÌËÁ A ÎÅ ÎÕÖÎÁ), ŒÔÏÒÏÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ŒÙŒÏÄÉÍÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ (A ∧ ø) → B, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÍ ÄÁÎÁ ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÌÅÍÍÙ. ìÅÍ- ÍÁ 1 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ðÒÏŒÅÄčÎÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ËÁË ÇÏŒÏÒÑÔ, ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁ- ÅÔ ÄÏÐÕÓÔÉÍÏÓÔØ (Œ ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÏÊ ÌÏÇÉËÅ) ÐÒÁŒÉÌÁ ÓÅÞÅÎÉÑ, ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÅÇÏ ĂÉÓÓÅÞØĄ ÆÏÒÍÕÌÕ ø ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ (A ∧ ø) → B É A → (B ∨ ø) É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ A → B.

œÏÚŒÒÁÝÁÑÓØ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÕÀ ÐÁÒÕ (A; B). òÁÓÓÍÁ- ÔÒÉŒÁÑ ÐÏ ÏÞÅÒÅÄÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ø, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÄÏÂÁ- ŒÌÑÔØ ÉÈ Ë ÌÅŒÏÊ ÉÌÉ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ. þÔÏÂÙ ÜÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ (ĂÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅĄ) ÂÙÌ ËÏÎÅÞÎÙÍ, ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ- ÍÉ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

æÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÆÏÒÍÕÌ F , ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ A; B É ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏ- ÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÐÏÄÆÏÒÍÕÌÁÍ (ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ŒÈÏÄÉÔ Œ F , ÔÏ ŒÓÅ Åč ÐÏÄÆÏÒÍÕÌÙ ŒÈÏÄÑÔ Œ F ). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ŒËÌÀÞÉÔØ Œ F ŒÓÅ ÐÏÄÆÏÒÍÕÌÙ ŒÓÅÈ ÆÏÒÍÕÌ ÉÚ A É ÉÚ B.

ðÁÒÕ (X; Y ), Õ ËÏÔÏÒÏÊ X; Y ⊂ F , ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÏÌÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÁ É ÌÀÂÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÚ F ŒÈÏÄÉÔ ÌÉÂÏ Œ X, ÌÉÂÏ Œ Y (ÔÏ ÅÓÔØ X ∪Y = F ). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ X ∩ Y = ∅, ÔÁË ÞÔÏ ÐÏÌÎÁÑ ÐÁÒÁ ÚÁÄÁčÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ F ÎÁ ÄŒÅ ÞÁÓÔÉ. (âÏ- ÌÅÅ ÔÏÞÎÏ ÐÏÌÎÙÅ ÐÁÒÙ ÓÌÅÄÏŒÁÌÏ ÂÙ ÎÁÚÙŒÁÔØ ĂÐÏÌÎÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ F Ą, ÎÏ Õ ÎÁÓ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ F ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÏ.)

ìÅÍÍÁ 2. éÓÈÏÄÎÁÑ ÐÁÒÁ (A; B) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÁ ÄÏ ÐÏÌÎÏÊ: ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÌÎÁÑ ÐÁÒÁ (X; Y ), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ A ⊂ X, B ⊂ Y .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ: ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÐÏ ÏÞÅÒÅÄÉ ÌÅÍ-

ÍÕ 1 ËÏ ŒÓÅÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍ ÉÚ F .

ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÌÀÂÕÀ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÕÀ ÐÁÒÕ, ÓÏÓÔÁ- ŒÌÅÎÎÕÀ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ F , ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ÄÏ ÐÏÌÎÏÊ. (üÔÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÎÁÍ ŒÐÏÓÌÅÄÓÔŒÉÉ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ.)

äÌÑ ÚÁŒÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 26 ÎÁÍ ÏÓÔÁ- ÌÏÓØ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÐÏÌÎÁÑ ÐÁÒÁ (A; B) ÓÏŒÍÅÓÔÎÁ (ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÛËÁÌÁ É ÍÉÒ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ A ÉÓ- ÔÉÎÎÙ, Á ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ B ÌÏÖÎÙ). œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ËÌÁÓÓÉ- ÞÅÓËÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÐÁÒÕ (A; B), ÎÏ É ŒÓÅ ÐÏÌÎÙÅ ÐÁÒÙ.

ûËÁÌÁ ëÒÉÐËÅ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÔÁË. íÉÒÁÍÉ ÂÕÄÕÔ ÐÏÌÎÙÅ ÐÁÒÙ (R; S) (ÔÏ ÅÓÔØ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÙÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ F ÎÁ ÌÅŒÕÀ É ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔÉ). éÓ- ÔÉÎÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ: ŒÓÑËÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ p, ŒÈÏÄÑÝÁÑ Œ ÏÄÎÕ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ F , ÓÁÍÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ F (ÚÁÍËÎÕ- ÔÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÄÆÏÒÍÕÌ); ÅÓÌÉ p ŒÈÏÄÉÔ Œ ÌÅŒÕÀ ÞÁÓÔØ ÐÏÌÎÏÊ ÐÁÒÙ (R; S), ÔÏ p ÉÓÔÉÎÎÁ Œ ÍÉÒÅ (R; S), ÅÓ- ÌÉ Œ ÐÒÁŒÕÀ | ÔÏ ÌÏÖÎÁ. (œÐÏÓÌÅÄÓÔŒÉÉ ÜÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÍÙ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÉÍ ÎÁ ŒÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ: ÌÀÂÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÚ R ÏËÁ- ÖÅÔÓÑ ÉÓÔÉÎÎÏÊ Œ ÍÉÒÅ (R; S), Á ÌÀÂÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÚ S | ÌÏÖÎÏÊ.)

ïÓÔÁÌÏÓØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÏÒÑÄÏË ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÐÁÒ. óÞÉ- ÔÁÅÍ, ÞÔÏ (R_1; S_1) ⩽ (R_2; S_2), ÅÓÌÉ R_1 ⊂ R_2. (ôÁËÏÅ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ÕÄÉŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ŒÓÐÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌ ÎÁÓÌÅÄÕÅÔÓÑ ŒŒÅÒÈ.)

ìÅÍÍÁ 3. œ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÛËÁÌÅ Œ ÍÉÒÅ (R; S) ÉÓÔÉÎÎÙ ŒÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ R É ÌÏÖÎÙ ŒÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ S.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ 3 ÐÒÏŒÏÄÉÔÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÆÏÒÍÕÌ. äÌÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÏÎÁ ŒÅÒÎÁ ÐÏ ÏÐ- ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÚ F ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. ôÏÇÄÁ ÏÎÁ ÅÓÔØ ËÏÎSSÀÎËÃÉÑ, ÄÉÚSSÀÎËÃÉÑ, ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ ÉÌÉ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ É ÄÌÑ Åč ÞÁÓÔÅÊ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ŒÅÒÎÏ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÓÅ ÓÌÕÞÁÉ ÐÏ ÏÞÅÒÅÄÉ, ÎÁÞÁŒ Ó ËÏÎSSÀÎËÃÉÉ É ÄÉÚSSÀÎËÃÉÉ (ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÄÒÕ- ÇÉÈ ÍÉÒÏŒ).

(∧_R) ðÕÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ ’ ∧ ŒÈÏÄÉÔ Œ R. ôÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕ- ÌÙ ’ É ÎÅ ÍÏÇÕÔ ŒÈÏÄÉÔØ Œ S, ÉÎÁÞÅ ÐÁÒÁ (R; S) ÂÙÌÁ ÂÙ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÊ (ÉÚ ’ ∧ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ ’ É ). úÎÁÞÉÔ, ’ É ŒÈÏÄÑÔ Œ R (ÐÏÌÎÏÔÁ), ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÉ ÉÓÔÉÎÎÙ (ÐÒÅÄÐÏ- ÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕËÃÉÉ), É ÐÏÔÏÍÕ ’ ∧ ÉÓÔÉÎÎÁ (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ).

(∧_S ) ðÕÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ ’ ∧ ŒÈÏÄÉÔ Œ S. íÏÇÕÔ ÌÉ ÏÂÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ’ É ŒÈÏÄÉÔØ Œ R? îÅÔ, ÔÁË ËÁË Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕ- ÞÁÅ ÐÁÒÁ (R; S) ÂÙÌÁ ÂÙ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÊ. úÎÁÞÉÔ, ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ ŒÈÏÄÉÔ Œ S, ÔÏÇÄÁ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÏÎÁ ÌÏÖÎÁ, É ÐÏÔÏÍÕ ÆÏÒÍÕÌÁ ’ ∧ ÌÏÖÎÁ Œ ÍÉÒÅ (R; S).

(∨_R) åÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ’ ∨ ŒÈÏÄÉÔ Œ R, ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ ’ É ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ŒÈÏÄÉÔØ Œ S, É ÐÏÔÏÍÕ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ ÉÓÔÉÎÎÁ, ÔÁË ÞÔÏ É ŒÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ’ ∨ ÉÓÔÉÎÎÁ.

(∨_S ) åÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ’ ∨ ŒÈÏÄÉÔ Œ S, ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ ’ É ÎÅ ÍÏÇÕÔ ŒÈÏÄÉÔØ Œ R, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÂÅ ÏÎÉ ÌÏÖÎÙ É ÆÏÒ- ÍÕÌÁ ’ ∨ ÌÏÖÎÁ.

(→_R) ðÕÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ ’ → ŒÈÏÄÉÔ Œ R. ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÉÓÔÉÎÎÁ Œ (R; S). üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÍ ÍÉÒÅ (R^′; S^′), ËÏÔÏÒÙÊ ŒÙÛÅ ÎÁÛÅÇÏ (ÔÏ ÅÓÔØ R^′ ⊃ R) É Œ ËÏ- ÔÏÒÏÍ ÉÓÔÉÎÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ’, ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÉÓÔÉÎÎÁ É ÆÏÒ- ÍÕÌÁ . œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ’ ÉÓÔÉÎÎÁ Œ (R^′; S^′), ÔÏ ÏÎÁ ŒÈÏÄÉÔ Œ R^′ (ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕËÃÉÉ). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏ- ÒÏÎÙ, É ’ → ŒÈÏÄÉÔ Œ R^′, ÐÏÓËÏÌØËÕ R^′ ⊃ R. ôÅÐÅÒØ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ŒÈÏÄÉÔØ Œ S^′, ÔÁË ËÁË Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÁÒÁ (R^′; S^′) ÂÙÌÁ ÂÙ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÊ (ÉÚ ’ É ’ → ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ ). úÎÁÞÉÔ, ŒÈÏÄÉÔ Œ R^′ É ÐÏÔÏÍÕ ÉÓÔÉÎÎÁ Œ (R^′; S^′) ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ.

(→_S ) üÔÏ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ, ÇÄÅ ÎÁÍ ÓÎÏŒÁ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ ’ → ŒÈÏÄÉÔ Œ S. íÙ ÄÏÌÖÎÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÌÏÖÎÁ Œ ÍÉÒÅ (R; S). óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÍÉÒ (R^′; S^′), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ R^′ ⊃ R É Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÆÏÒÍÕÌÁ ’ ÉÓÔÉÎÎÁ, Á ÆÏÒÍÕÌÁ ÌÏÖÎÁ (ÔÏ ÅÓÔØ ’ ∈ R^′ É ∈ S^′, ÓÏ- ÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ). ëÁË ÎÁÊÔÉ ÔÁËÏÊ ÍÉÒ?

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÁÒÕ (R ∪ {’}; {}). üÔÁ ÐÁÒÁ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅ- ÞÉŒÁ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÆÏÒÍÕÌÁ R ∧ ’ → ÂÙÌÁ ÂÙ ŒÙŒÏÄÉÍÁ, ÔÏ É ÆÏÒÍÕÌÁ R → (’ → ) ÂÙÌÁ ÂÙ ŒÙ- ŒÏÄÉÍÁ (ÌÅÍÍÁ Ï ÄÅÄÕËÃÉÉ), É ÐÏÔÏÍÕ ÐÁÒÁ (R; S) ÂÙÌÁ ÂÙ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÁ. ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ÎÅÐÒÏÔÉ- ŒÏÒÅÞÉŒÕÀ ÐÁÒÕ (R ∪ {’}; {}) ÄÏ ÐÏÌÎÏÊ ÐÁÒÙ (R^′; S^′), ËÏÔÏÒÁÑ É ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏÍÙÍ ÍÉÒÏÍ.

ïÔÒÉÃÁÎÉÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ (ËÁË ÍÙ ÕÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÉ, ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ŒÍÅÓÔÏ ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ ŒŒÅÓÔÉ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÌÏÖØ ⊥ É ŒÏÏÂÝÅ ÅÇÏ ÎÅ ÒÁÓÓÍÁ- ÔÒÉŒÁÔØ).

(¬_R) ðÕÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ ¬’ ŒÈÏÄÉÔ Œ R. ôÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕ- ÌÁ ’ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ŒÈÏÄÉÔØ Œ R, ÔÁË ËÁË ÉÚ ’ ∧ ¬’ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ É ÐÁÒÁ (R; S) ÂÙÌÁ ÂÙ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÊ. úÎÁÞÉÔ, ’ ŒÈÏÄÉÔ Œ S É ÐÏÔÏÍÕ ÌÏÖÎÁ.

(¬_S ) ðÕÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ ¬’ ŒÈÏÄÉÔ Œ S. ôÏÇÄÁ ÐÁÒÁ (R ∪ {’}; ∅) ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÁ (ÅÓÌÉ ÉÚ R É ’ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ, ÔÏ ÉÚ R ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ ¬’). òÁÓÛÉÒÉŒ Åč ÄÏ ÐÏÌÎÏÊ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ŒÙÓÛÉÊ ÍÉÒ (R^′; S^′), Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÆÏÒÍÕ- ÌÁ ’ ÌÏÖÎÁ.

ìÅÍÍÁ 3 ÄÏËÁÚÁÎÁ. ïÎÁ ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅ- ÏÒÅÍÙ 26. îÁÐÏÍÎÉÍ ÅÝč ÒÁÚ ÅÇÏ ÓÈÅÍÕ. ðÕÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ ’ ÎÅ ŒÙŒÏÄÉÍÁ Œ ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ŒÙÓËÁÚÙ- ŒÁÎÉÊ. ôÏÇÄÁ ÐÁÒÁ (∅; {’}) ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÁ. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ F ŒÓÅÈ ÐÏÄÆÏÒÍÕÌ ÆÏÒÍÕÌÙ ’. òÁÓÛÉÒÉÍ ÎÁ- ÛÕ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÕÀ ÐÁÒÕ ÄÏ ÐÏÌÎÏÊ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ F ). üÔÁ ÐÏÌÎÁÑ ÐÁÒÁ ÂÕÄÅÔ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÍÉÒÏŒ ÛËÁÌÙ ëÒÉÐËÅ (Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÉÒÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÌÎÙÅ ÐÁÒÙ). éÍÅÎÎÏ Œ ÜÔÏÍ ÍÉÒÅ É ÂÕÄÅÔ ÌÏÖÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÁ ’. ▷

36. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÙ P É Q ÌÏÖÎÙ Œ ÎÅËÏ- ÔÏÒÙÈ ÍÉÒÁÈ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÛËÁÌ ëÒÉÐËÅ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÛËÁÌÕ ëÒÉÐËÅ É ÍÉÒ Œ ÎÅÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÆÏÒÍÕÌÁ P ∨ Q ÂÕ- ÄÅÔ ÌÏÖÎÏÊ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÓÏÅÄÉÎÉÍ ÛËÁÌÙ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÏÖÎÙ ÆÏÒÍÕÌÙ P É Q, Œ ÏÄÎÕ, ÄÏÂÁŒÉŒ ÎÏŒÙÊ ÍÉÒ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÅÎØÛÅ ÍÉÒÏŒ, ÇÄÅ P É Q ÌÏÖÎÙ.)

éÚ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ É ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÁ- ËÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ: ÅÓÌÉ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÑ ÄŒÕÈ ÆÏÒÍÕÌ ŒÙŒÏÄÉÍÁ Œ ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ, ÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ

ÏÄÎÁ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ ÔÏÖÅ ŒÙŒÏÄÉÍÁ. üÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ŒÙÐÏÌÎÅ- ÎÏ ÄÌÑ ÍÎÏÇÉÈ ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÉÈ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÊ É ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÅÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÉÄÅÅ: ÄÏËÁÚÁÔØ A ∨ B ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÄÏËÁ- ÚÁÔØ ÏÄÎÕ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ A ÉÌÉ B. ðÏÄÏÂÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ É ÓÉÎÔÁËÓÉÞÅÓËÉ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÇÅÎÃÅÎÏŒÓËÉÅ ŒÁ- ÒÉÁÎÔÙ ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÉÈ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÊ.

37. (Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ¬¬(’ ∨ ¬’) ŒÙŒÏÄÉÍÁ Œ ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ. (Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ¬¬’ É ¬¬(’ → ) ŒÙŒÏÄÉÍÙ Œ ÉÎÔÕÉÃÉÏ- ÎÉÓÔÓËÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ, ÔÏ É ÆÏÒÍÕÌÁ ¬¬ ŒÙŒÏ- ÄÉÍÁ Œ ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ. (Œ) äÏ- ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ’ ŒÙŒÏÄÉÍÁ Œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ÉÓ- ÞÉÓÌÅÎÉÉ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ, ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ¬¬’ ŒÙŒÏÄÉÍÁ Œ ÉÎÔÕ- ÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ (ÔÅÏÒÅÍÁ çÌÉŒÅÎËÏ) (Ç) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÌÉÛØ ËÏÎSSÀÎË- ÃÉÀ É ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ, ÒÁÚÎÉÃÙ ÍÅÖÄÕ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ É ÉÎÔÕÉÃÉ- ÏÎÉÓÔÓËÉÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑÍÉ ÎÅÔ: ÉÚ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ŒÙŒÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÁÑ (ÔÅÏÒÅÍÁ çčÄÅÌÑ).

38. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ŒÙÓËÁ- ÚÙŒÁÎÉÊ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ: ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ, ŒÙŒÏÄÉÍÁ ÌÉ ÏÎÁ Œ ÉÎÔÕÉ- ÃÉÏÎÉÓÔÓËÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÏÃÅÎÉÔÅ ÍÏÝÎÏÓÔØ ËÏÎÔÒÍÏÄÅÌÉ ëÒÉÐËÅ; ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÊÔÉÓØ É ÂÅÚ ÜÔÏÇÏ, ÚÁÍÅÔÉŒ, ÞÔÏ É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÙŒÏÄÉÍÙÈ ÆÏÒÍÕÌ, É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÆÏÒÍÕÌ, ÉÍÅÀÝÉÈ ËÏÎÅÞÎÙÅ ËÏÎÔÒÍÏÄÅÌÉ, ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙ.)

3. ñÚÙËÉ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ

ðÏÍÉÍÏ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÓŒÑÚÏË, Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÓÓÕ- ÖÄÅÎÉÑÈ ÞÁÓÔÏ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ËŒÁÎÔÏÒÙ ĂÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏĄ (∀) É ĂÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔĄ (∃). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ- ÓÔÉ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÓÌÏŒÁÍÉ ĂÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ” ÎÁÊÄčÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ffi, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ : : : Ą. á ÏÄÎÁ ÉÚ ÁËÓÉÏÍ ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÕÐÐ (ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÁ) ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁË: ∀x∃y((xy = 1) ∧ (yx = 1)).

íÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁËÏ- ÎÙ, ŒËÌÀÞÁÀÝÉÅ Œ ÓÅÂÑ ËŒÁÎÔÏÒÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÙÓËÁÚÙ- ŒÁÎÉÅ ĂÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ x, ÞÔÏ AĄ (ÇÄÅ A | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÏÂSSÅËÔÁ x) ÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ŒÙÓËÁÚÙŒÁ- ÎÉÀ ĂÎÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ŒÅÒÎÏ ¬AĄ.

íÙ ÂÕÄÅÍ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÚÁËÏÎÙ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌ, ÄÁÄÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌ (ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ ÎÉÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ) É ÉÓ- ÓÌÅÄÕÅÍ, ËÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÍÏÖÎÏ ŒÙÒÁÖÁÔØ Ó ÐÏÍÏ- ÝØÀ ÆÏÒÍÕÌ É ËÁËÉÅ ÎÅÌØÚÑ.

3.1. æÏÒÍÕÌÙ É ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ

îÁÞÎčÍ Ó ÐÒÉÍÅÒÁ. ðÕÓÔØ M | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Á R | ÂÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÁ ÎčÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÅËÁÒÔÏŒÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ M × M. œÍÅÓÔÏ ⟨x; y⟩ ∈ R ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ R(x; y). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ

∀x ∃y R(x; y):

üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ŒÙÒÁÖÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÂÉÎÁÒÎÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ R (ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ∈ M ÎÁÊÄčÔÓÑ ÜÌÅ- ÍÅÎÔ, ÎÁÈÏÄÑÝÉÊÓÑ Ó ÎÉÍ Œ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ R) É ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÓÔÉÎÎÁ ÉÌÉ ÌÏÖÎÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ M ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ N, Á R | ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ĂÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅĄ (ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, R ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÁÒ ⟨x; y⟩, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ x ¡ y), ÔÏ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÓÔÉÎÎÁ. á ÄÌÑ ÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÑ ĂÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅĄ (ÎÁ ÔÏÍ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ) ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÌÏÖÎÁ.

œÏÐÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ÂÕÄÅÔ ÌÉ ÉÓÔÉÎÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ

∃y R(x; y)

ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M É ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÂÉÎÁÒÎÏÇÏ ÏÔ- ÎÏÛÅÎÉÑ R ÎÁ ÎčÍ, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌÁ, ÐÏËÁ ÎÅ ÕÔÏÞÎÅÎÏ, ËÁËÏŒÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ M = N É R(x; y) ÅÓÔØ x ¿ y, ÔÏ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÂÕÄÅÔ ÉÓÔÉÎÎÏÊ ÐÒÉ x = 3 É ÌÏÖÎÏÊ ÐÒÉ x = 0. äÌÑ ÄÁÎÎÙÈ M É R ÏÎÁ ÚÁÄÁčÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M.

ðÅÒÅÊÄčÍ Ë ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍ. ðÕÓÔØ M | ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ M^k ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ⟨m_1; : : : ; m_k⟩ ÄÌÉÎÙ k, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÈ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M. îÁÚÏŒčÍ k-ÍÅÓÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉ- ÅÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M ÌÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M^k Œ M (ÏÐÒÅ- ÄÅÌčÎÎÏÅ ÎÁ ŒÓčÍ M^k). óÉÎÏÎÉÍÙ: ĂÆÕÎËÃÉÑ k ÁÒÇÕÍÅÎ- ÔÏŒĄ, ĂÆÕÎËÃÉÑ ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ kĄ, ĂÆÕÎËÃÉÑ ÍÅÓÔÎÏÓÔÉ kĄ É ÄÁÖÅ ĂÆÕÎËÃÉÑ ÁÒÎÏÓÔÉ kĄ (ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÌÏŒÏ ÐÒÏÉÓÈÏ- ÄÉÔ ÏÔ ÓÌÏŒ ĂÕÎÁÒÎÁÑĄ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ, ĂÂÉÎÁÒÎÁÑĄ (ÏÐÅÒÁÃÉÑ) ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÄŒÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ É ĂÔÅÒÎÁÒÎÁÑĄ ÄÌÑ ÔÒčÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ).

îÁÚÏŒčÍ k-ÍÅÓÔÎÙÍ ÐÒÅÄÉËÁÔÏÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M ÌÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M^k Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B = {é; ì}. ôÁ- ËÏÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ ÂÕÄÅÔ ÉÓÔÉÎÎÙÍ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÂÏÒÁÈ ⟨m_1; : : : ; m_k⟩ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M É ÌÏÖÎÙÍ ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÎÁ- ÂÏÒÁÈ. ðÏÓÔÁŒÉŒ ÅÍÕ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÅÈ ÎÁ- ÂÏÒÏŒ, ÇÄÅ ÏÎ ÉÓÔÉÎÅÎ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞ- ÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ k-ÍÅÓÔÎÙÍÉ ÐÒÅÄÉËÁÔÁÍÉ ÎÁ M É ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M^k. çÏŒÏÒÑ Ï ÐÒÅÄÉËÁÔÁÈ, ÔÁËÖÅ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÀÔ ÔÅÒÍÉÎÙ ĂŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØĄ, ĂÞÉÓÌÏ ÁÒ- ÇÕÍÅÎÔÏŒĄ É ÄÒ.

íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÔÁËÖÅ ÆÕÎËÃÉÉ É ÐÒÅÄÉËÁ- ÔÙ ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌØ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ M^0 ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏ (ÓÏ- ÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÌÉÎÙ 0). ðÏ- ÜÔÏÍÕ ÆÕÎËÃÉÉ M^0 → M ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÀÔÓÑ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M, Á ÎÕÌØÍÅÓÔÎÙÈ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ ÒÏŒÎÏ ÄŒÁ | ÉÓÔÉÎÎÙÊ É ÌÏÖÎÙÊ.

åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÔÏ Œ ÆÏÒÍÕÌÙ ÂÕÄÕÔ ŒÈÏÄÉÔØ ÎÅ ÓÁÍÉ ÆÕÎËÃÉÉ É ÐÒÅÄÉËÁÔÙ, Á ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ ÎÉÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ É ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÍÉ ÓÉÍŒÏÌÁ- ÍÉ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÉÍŒÏÌÏŒ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÌÀÂÙÅ ÚÎÁ- ËÉ. œÁÖÎÏ ÌÉÛØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÓÉÍŒÏÌÕ ÐÒÉÐÉÓÁÎÁ ŒÁÌÅÎÔ- ÎÏÓÔØ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ, ÓÏ ÓËÏÌØËÉÍÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ŒÓÔÒÅÞÁÔØÓÑ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ. ðÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÐÒÅ- ÄÉËÁÔÎÙÈ É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÕËÁÚÁÎÏ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ŒÁ- ÌÅÎÔÎÏÓÔØÀ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÓÉÇÎÁÔÕÒÏÊ.

ïÓÔÁčÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÒÉ ŒÅÝÉ: ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÇ- ÎÁÔÕÒÙ É ËÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÓÔÉÎÎÏÊ (Œ ÄÁÎÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ).

æÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÂÏÒ ÓÉÍŒÏÌÏŒ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÈ ÉÎÄÉŒÉÄÎÙÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ. ïÎÉ ÐÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÙ ÄÌÑ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÙ ÆÕÎËÃÉÉ É ÐÒÅÄÉËÁÔÙ; ÏÂÙÞÎÏ Œ ÔÁËÏÍ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÉÓ- ÐÏÌØÚÕÀÔ ÌÁÔÉÎÓËÉÅ ÂÕËŒÙ x; y; z; u; v; w Ó ÉÎÄÅËÓÁÍÉ. œ ËÁÖÄÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÔÁË ÞÔÏ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÁÍ ÈŒÁÔÉÔ. íÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ É ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ ÓÉÇÎÁÔÕ- ÒÙ (ÉÎÁÞÅ ŒÙÊÄÅÔ ÐÕÔÁÎÉÃÁ).

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÏÎÑÔÉÅ ÔÅÒÍÁ ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ. ôÅÒ- ÍÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÚÁÐÑ- ÔÙÈ, ÓËÏÂÏË É ÓÉÍŒÏÌÏŒ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÐÏ- ÓÔÒÏÉÔØ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÐÒÁŒÉÌÁÍ:

• éÎÄÉŒÉÄÎÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÅÓÔØ ÔÅÒÍ.

• æÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ 0 ÅÓÔØ ÔÅÒÍ.

• åÓÌÉ t_1; : : : ; t_k | ÔÅÒÍÙ, Á f | ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ k ¿ 0, ÔÏ f(t_1; : : : ; t_k) ÅÓÔØ ÔÅÒÍ.

œ ÐÒÉÎÃÉÐÅ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÎÅ ŒÙÄÅÌÑÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÉÍŒÏÌÙ ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ 0 (ËÏÔÏÒÙÅ ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ËÏÎ- ÓÔÁÎÔÁÍÉ) Œ ÏÔÄÅÌØÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ, ÎÏ ÔÏÇÄÁ ÂÙ ÐÏÓÌÅ ÎÉÈ

ÐÒÉÛÌÏÓØ ÐÉÓÁÔØ ÓËÏÂËÉ (ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁÈ ÎÁ ÑÚÙËÅ óÉ).

åÓÌÉ A | ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ k, Á t_1; : : : ; t_k | ÔÅÒÍÙ, ÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ A(t_1; : : : ; t_k) ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÁÔÏÍÁÒÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÌÀÂÏÊ ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ 0 ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÁÔÏÍÁÒÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ.

æÏÒÍÕÌÙ ÓÔÒÏÑÔÓÑ ÐÏ ÔÁËÉÍ ÐÒÁŒÉÌÁÍ:

• áÔÏÍÁÒÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÅÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ.

• åÓÌÉ ’ | ÆÏÒÍÕÌÁ, ÔÏ ¬’ | ÆÏÒÍÕÌÁ.

• åÓÌÉ ’ É | ÆÏÒÍÕÌÙ, ÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ (’ ∧ ), (’ ∨ ∨ ), (’ → ) ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ.

• åÓÌÉ ’ ÅÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ, Á ¸ | ÉÎÄÉŒÉÄÎÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÁÑ, ÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ∀¸ ’ É ∃¸ ’ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ.

œÏ ÍÎÏÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ Œ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ŒÈÏÄÉÔ ÄŒÕÍÅÓÔÎÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ =, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ. ðÏ ÔÒÁÄÉÃÉÉ ŒÍÅÓÔÏ = (t_1; t_2) ÐÉÛÕÔ (t_1 = t_2).

éÔÁË, ÐÏÎÑÔÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ Œ ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ ÐÏÌÎÏ- ÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ. éÎÏÇÄÁ ÔÁËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÆÏÒ- ÍÕÌÁÍÉ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ, ÉÌÉ ÆÏÒÍÕ- ÌÁÍÉ ÑÚÙËÁ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Ó ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÏÊ.

îÁÛ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÛÁÇ | ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ. ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÉÇÎÁ- ÔÕÒÁ œ. þÔÏÂÙ ÚÁÄÁÔØ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ œ, ÎÅ- ÏÂÈÏÄÉÍÏ:

• ÕËÁÚÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M, ÎÁÚÙŒÁ- ÅÍÏÅ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ;

• ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÒÅÄÉËÁÔÎÏÇÏ ÓÉÍŒÏÌÁ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ œ ÕËÁÚÁÔØ ÐÒÅÄÉËÁÔ Ó ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÁÒ- ÇÕÍÅÎÔÏŒ, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M (ËÁË ÍÙ ÕÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÉ, 0-ÍÅÓÔÎÙÍ ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÍ ÓÉÍŒÏÌÁÍ ÓÔÁŒÉÔÓÑ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÌÉÂÏ é, ÌÉÂÏ ì);

• ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÓÉÍŒÏÌÁ ÓÉÇÎÁÔÕ- ÒÙ œ ÕËÁÚÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÞÉÓÌÁ

ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ Ó ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ É ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÉÚ M (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ 0-ÍÅÓÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÓÉÍŒÏ- ÌÏŒ ÎÁÄÏ ÕËÁÚÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M, Ó ÎÉÍÉ ÓÏ- ÐÏÓÔÁŒÌÑÅÍÙÊ).

åÓÌÉ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ ŒËÌÀÞÁÅÔ Œ ÓÅÂÑ ÓÉÍŒÏÌ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÔÏ ÓÒÅÄÉ Åč ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÊ ŒÙÄÅÌÑÀÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÉÎÔÅÒ- ÐÒÅÔÁÃÉÉ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÉÍŒÏÌ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÅÔ- ÓÑ ËÁË ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M.

ðÒÉŒÅÄčÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÓÉÇÎÁÔÕÒ, ÉÓÐÏÌØÚÕÅ- ÍÙÈ Œ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÅÏÒÉÑÈ.

óÉÇÎÁÔÕÒÁ ÔÅÏÒÉÉ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ŒËÌÀÞÁ- ÅÔ Œ ÓÅÂÑ ÄŒÁ ÄŒÕÍÅÓÔÎÙÈ ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÈ ÓÉÍŒÏÌÁ (ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ É ÐÏÒÑÄÏË) É ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ. úÄÅÓØ ÔÁËÖÅ ŒÍÅÓÔÏ ⩽ (x; y) ÐÏ ÔÒÁÄÉÃÉÉ ÐÉÛÕÔ x ⩽ y.

áËÓÉÏÍÙ ÐÏÒÑÄËÁ (ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏÓÔØ, ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞ- ÎÏÓÔØ, ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔØ) ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÙ ÆÏÒÍÕÌÁ- ÍÉ ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ ÁÎÔÉÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁË:

∀x ∀y(((x ⩽ y) ∧ (y ⩽ x)) → (x = y)):

éÎÏÇÄÁ Œ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÔÅÏÒÉÉ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ŒÍÅÓÔÏ ÓÉÍŒÏÌÁ ⩽ ŒËÌÀÞÁÀÔ ÓÉÍŒÏÌ ¡; ÂÏÌØÛÏÊ ÒÁÚÎÉ- ÃÙ ÔÕÔ ÎÅÔ.

39. ëÁË ÚÁÐÉÓÁÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÓÔÉ? ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÎÅ ÉÍÅÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ? ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ (ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÑ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ)? ÓŒÏÊ- ÓÔŒÏ ÆÕÎÄÉÒÏŒÁÎÎÏÓÔÉ (ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÕÂÙŒÁÀÝÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ | ÉÌÉ, ÞÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ, ÎÁÌÉÞÉÑ ÍÉ- ÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ Œ ÌÀÂÏÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÅ)? ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÐÏÌ- ÎÏÊ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÓÔÉ? (õËÁÚÁÎÉÅ: ÎÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ.)

óÉÇÎÁÔÕÒÕ ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÕÐÐ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÉÒÁÔØ ÐÏ-ÒÁÚÎÏ- ÍÕ. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ (ÐÏÍÉÍÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ) ÏÎÁ ÉÍÅ- ÅÔ ÄŒÕÍÅÓÔÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ × (ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÔÒÁÄÉÃÉÉ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÍÉ), ËÏÎÓÔÁÎÔÕ (ÎÕÌØÍÅÓÔÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ) 1 É ÏÄÎÏÍÅÓÔ- ÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ inv(x) ÄÌÑ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ. ôÏ-

ÇÄÁ ÁËÓÉÏÍÙ ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÕÐÐ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁ- ÎÉÅÍ ÌÉÛØ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ ŒÓÅÏÂÝÎÏÓÔÉ:

∀x ∀y ∀z(((x × y) × z) = (x × (y × z))); ∀x (((x × 1) = x) ∧ ((1 × x) = x)); ∀x (((x × inv(x)) = 1) ∧ ((inv(x) × x) = 1)):

åÓÌÉ ÎÅ ŒËÌÀÞÁÔØ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ Œ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ, ÐÒÉÄčÔÓÑ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ËŒÁÎÔÏÒ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ É ÐÅÒÅÐÉ- ÓÁÔØ ÐÏÓÌÅÄÎÀÀ ÁËÓÉÏÍÕ ÔÁË:

∀x ∃y (((x × y) = 1) ∧ ((y × x) = 1)):

40. ëÁË ÚÁÐÉÓÁÔØ ÁËÓÉÏÍÙ ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÕÐÐ, ÅÓÌÉ Œ ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ ÎÅÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ 1? (õËÁÚÁÎÉÅ: ÁËÓÉÏÍÁ Ï ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ÏÂÒÁÔ- ÎÏÇÏ ÓÔÁÎÅÔ ÞÁÓÔØÀ ÁËÓÉÏÍÙ Ï ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ÅÄÉÎÉÃÙ.)

41. ëÁË ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒ- ÎÏÓÔÉ ÇÒÕÐÐÙ? ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ (ËÒÏÍÅ ÅÄÉÎÉÃÙ) ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË 11? ËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÇÒÕÐÐÙ? (õËÁÚÁÎÉÅ: ÎÅ ŒÓč ÉÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ, ÈÏÔÑ ÐÏËÁ Õ ÎÁÓ ÎÅÔ ÓÒÅÄÓÔŒ ÜÔÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ.)

óÉÇÎÁÔÕÒÁ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄŒÁ ÄŒÕÍÅÓÔ- ÎÙÈ ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÈ ÓÉÍŒÏÌÁ: ÄÌÑ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ É ÄÌÑ ÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÁ. áËÓÉÏÍÙ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ Œ ŒÉÄÅ ÆÏÒÍÕÌ ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ. þÁÝÅ ŒÓÅÇÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔ ŒÁÒÉÁÎÔ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÔÅÏÒÉÅÊ ãÅÒÍÅÌÏ { æÒÅÎËÅÌÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÙÊ ZF. ðÒÉŒÅ- ÄčÍ ÄÌÑ ÐÒÉÍÅÒÁ ÏÄÎÕ ÉÚ ÁËÓÉÏÍ ÔÅÏÒÉÉ ZF, ÎÁÚÙŒÁÅÍÕÀ ÁËÓÉÏÍÏÊ ÏÂSSčÍÎÏÓÔÉ, ÉÌÉ ÜËÓÔÅÎÓÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ:

∀x ∀y ((∀z ((z ∈ x) → (z ∈ y)) ∧ ∀z ((z ∈ y) → (z ∈ x))) → → (x = y)):

42. óÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÓÌÏŒÅÓÎÏ ÜÔÕ ÁËÓÉÏÍÕ.

43. úÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÁËÓÉÏÍÕ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ, ÉÌÉ ÆÕÎÄÉÒÏŒÁÎÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÇÏŒÏÒÉÔ, ÞÔÏ Õ ŒÓÑËÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÅÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ (Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ∈) ÜÌÅÍÅÎÔ, ÔÏ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÊÓÑ Ó ÓÁÍÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ.

44. ëÁËÏŒÁ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ ÄÌÑ ÔÅÏÒÉÉ ÐÏÌÅÊ? íÏÖÎÏ ÌÉ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÅ ÉÍÅÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ 2? ËÏÎÅÞÎÕÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ? ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ?

3.2. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ

éÚ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÐÒÉÍÅÒÏŒ, ŒÅÒÏÑÔÎÏ, ÐÏÎÑÔÅÎ ÓÍÙÓÌ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÑÓÎÏ, Œ ËÁËÉÈ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑÈ ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ É ÄÌÑ ËÁËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÓ- ÔÉÎÎÁ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÄÌÑ ÌÀÂÉÔÅÌÅÊ ÓÔÒÏÇÏÓÔÉ ÍÙ ÐÒÉ- ŒÅÄčÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ. (åÇÏ ÄÅÔÁÌÉ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÏŒÅÒÑÔØ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ŒÙ- ŒÏÄÉÍÙÈ ÆÏÒÍÕÌ, ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 4.3.)

ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÁÒÁÍÅ- ÔÒÁ ÆÏÒÍÕÌÙ (ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÖÅÔ ÚÁŒÉÓÅÔØ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ). óÏÇÌÁÓÎÏ ÜÔÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÀ, ÓËÁÖÅÍ, ÆÏÒÍÕÌÁ ∀x ∃y A(x; y) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÁÒÁÍÅ- ÔÒÏŒ, Á ÆÏÒÍÕÌÙ ∃y A(x; y) É (A(x) ∧ ∀x B(x; x)) ÉÍÅÀÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒ x. œÏÔ ËÁË ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÜÔÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÅ:

• ðÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ ÔÅÒÍÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÓÅ ŒÈÏÄÑÝÉÅ Œ ÎÅÇÏ ÉÎÄÉŒÉÄÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ.

• ðÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ ÁÔÏÍÁÒÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÁÒÁ- ÍÅÔÒÙ ŒÓÅÈ ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ ÎÅč ÔÅÒÍÏŒ.

• ðÁÒÁÍÅÔÒÙ ÆÏÒÍÕÌÙ ¬’ ÔÅ ÖÅ, ÞÔÏ Õ ÆÏÒÍÕÌÙ ’.

• ðÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ ÆÏÒÍÕÌ (’ ∧ ), (’ ∨ ) É (’ → ) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÓÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ÆÏÒÍÕÌÙ ’, Á ÔÁËÖÅ ŒÓÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ÆÏÒÍÕÌÙ .

• ðÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ ÆÏÒÍÕÌ ∀¸ ’ É ∃¸ ’ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÓÅ ÐÁ- ÒÁÍÅÔÒÙ ÆÏÒÍÕÌÙ ’, ËÒÏÍÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ¸.

ðÁÒÁÍÅÔÒÙ ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙ- ÍÉ ÆÏÒÍÕÌÙ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÏÄ- ÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒ x É ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ (Œ ÄÒÕÇÏÍ ÍÅ- ÓÔÅ) ËŒÁÎÔÏÒ ∀x. ëÁË ÇÏŒÏÒÑÔ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÏÄÎÁ É ÔÁ

[Ð. 2] ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ 95

ÖÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÉÍÅÅÔ ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ É ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑ. óŒÏÂÏÄÎÏÅ ŒÈÏÖÄÅÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ | ÜÔÏ ÔÁËÏÅ ŒÈÏÖÄÅ- ÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ŒÈÏÄÉÔ Œ ÏÂÌÁÓÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÏÄÎÏÉÍčÎÎÏÇÏ ËŒÁÎÔÏÒÁ. åÓÌÉ ÁËËÕÒÁÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÜÔÕ ÏÂÌÁÓÔØ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÑ, ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ÆÏÒÍÕÌÙ | ÜÔÏ ËÁË ÒÁÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑ.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÏÎÑÔÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÉÓ- ÔÉÎÎÏÊ Œ ÄÁÎÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÐÒÉ ÄÁÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ. ôÅÈÎÉÞÅÓËÉ ÐÒÏÝÅ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅÍ ÉÎÄÉ- ŒÉÄÎÙÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ ÐÒÉÐÉÓÁÎÙ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, Á ÐÏ- ÔÏÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÐÁÒÁÍÅ- ÔÒÁÍÉ, ÎÅ ŒÌÉÑÀÔ ÎÁ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÁ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ É ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÉÎ- ÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ. ïÃÅÎËÏÊ ÎÁÚÏŒčÍ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÔÁŒÉÔ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ËÁÖÄÏÊ ÉÎÄÉŒÉÄ- ÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÑŒÌÑÀ- ÝÅÇÏÓÑ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ. üÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÊ ÏÃÅÎËÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÔÅÒÍÁ t ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÊ ÏÃÅÎËÅ ß, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ [t](ß).

• äÌÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÏÎÏ ÕÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ.

• åÓÌÉ t ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ (ÎÕÌØÍÅÓÔÎÙÍ ÆÕÎË- ÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ), ÔÏ [t](ß) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ß É ÒÁŒÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÜÔÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÊ ÉÎ- ÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, Œ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ Ó ËÁÖÄÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÏ- ÓÉÔÅÌÑ).

• åÓÌÉ t ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ f(t_1; : : : ; t_m), ÇÄÅ f | ÆÕÎËÃÉÏ- ÎÁÌØÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ m, Á t_1; : : : ; t_m | ÔÅÒ- ÍÙ, ÔÏ [t](ß) ÅÓÔØ [f]([t_1](ß); : : : ; [t_m](ß)), ÇÄÅ [f] ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÓÉÍŒÏÌÕ f Œ ÎÁÛÅÊ ÉÎ- ÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ, Á [t_i](ß) ÅÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÔÅÒÍÁ t_i ÐÒÉ ÏÃÅÎËÅ ß.

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ’ ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÊ ÏÃÅÎËÅ ß Œ ÄÁÎÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ [’](ß) É ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁŒÎÏ é ÉÌÉ ì; Œ ÐÅÒŒÏÍ

ÓÌÕÞÁÅ ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÓÔÉÎÎÏÊ, ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ | ÌÏÖ- ÎÏÊ. üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÁËÖÅ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏ:

• úÎÁÞÅÎÉÅ ÁÔÏÍÁÒÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ A(t_1; : : : ; t_m) ÏÐÒÅÄÅ- ÌÑÅÔÓÑ ËÁË [A]([t_1](ß); : : : ; [t_m](ß)), ÇÄÅ [A] | ÐÒÅ- ÄÉËÁÔ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÒÅÄÉËÁÔÎÏÍÕ ÓÉÍŒÏÌÕ A Œ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ. åÓÌÉ ÆÏÒÍÕ- ÌÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÕÌØÍÅÓÔÎÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ, ÔÏ Åč ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÏÃÅÎËÉ É ÅÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÓÉÍŒÏÌÁ.

• [¬’](ß) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ¬[’(ß)], ÇÄÅ ¬ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÁË ÏÐÅÒÁÃÉÑ Œ B . äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÆÏÒÍÕÌÁ ¬’ ÉÓÔÉÎÎÁ ÐÒÉ ÏÃÅÎËÅ ß ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ’ ÌÏÖÎÁ ÐÒÉ ÜÔÏÊ ÏÃÅÎËÅ.

• [’ ∧ ](ß) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË [’](ß) ∧ [](ß), ÇÄÅ ∧ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÁË ÏÐÅÒÁÃÉÑ Œ B . (äÒÕ- ÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÆÏÒÍÕÌÁ (’ ∧ ) ÉÓÔÉÎÎÁ ÐÒÉ ÏÃÅÎ- ËÅ ß ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÂÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ’ É ÉÓÔÉÎÎÙ ÐÒÉ ÜÔÏÊ ÏÃÅÎËÅ.) áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ [’ ∨ ](ß) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË [’](ß) ∨ [](ß), Á [’ → ](ß) | ËÁË [’](ß) → [](ß).

• æÏÒÍÕÌÁ ∀¸ ’ ÉÓÔÉÎÎÁ ÎÁ ÏÃÅÎËÅ ß ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ- ËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ’ ÉÓÔÉÎÎÁ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÃÅÎ- ËÅ ß^′, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ß ŒÓÀÄÕ, ËÒÏÍÅ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ¸ (ËÏÔÏÒÏÅ Œ ÏÃÅÎËÅ ß^′ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÍ). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ ß + (¸ → m) ÏÃÅÎËÕ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÏÊ ¸ ÒÁŒÎÏ m, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÔÅ ÖÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÞÔÏ É Œ ÏÃÅÎËÅ ß, ÔÏ

[∀¸ ’](ß) = ⋀ m∈M [’](ß + (¸ → m)):

(œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÏÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ËÏÎSSÀÎËÃÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÓÔÉÎÎÁ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ Åč ÞÌÅÎÙ ÉÓÔÉÎÎÙ.)

• æÏÒÍÕÌÁ ∃¸ ’ ÉÓÔÉÎÎÁ ÎÁ ÏÃÅÎËÅ ß ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ’ ÉÓÔÉÎÎÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÃÅÎ- ËÅ ß^′, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ß ŒÓÀÄÕ, ËÒÏÍÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ¸ (ËÏÔÏÒÏÅ Œ ÏÃÅÎËÅ ß^′ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÀ- ÂÙÍ). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ,

[∀¸ ’](ß) = ⋁ m∈M [’](ß + (¸ → m)):

(œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÏÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÓÔÉÎÎÁ, ÅÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ Åč ÞÌÅÎÏŒ ÉÓÔÉÎÅÎ.)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÄŒÕÈ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÐÕÎËÔÁÈ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÏÊ ¸ Œ ÏÃÅÎËÅ ß ÎÅ ÉÇÒÁÅÔ ÒÏÌÉ. üÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÌÅÇ- ËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ (ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÆÏÒÍÕÌÙ) ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ ÄŒÅ ÏÃÅÎËÉ ß_1 É ß_2 ÐÒÉÄÁÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ- ŒÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ŒÓÅÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍ ÆÏÒÍÕÌÙ ’, ÔÏ [’](ß_1) = = [’](ß_2). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Åč ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ.

45. ðÒÏŒÅÄÉÔÅ ÜÔÏ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ. 46. ðÒÉŒÅÄčÎÎÙÅ ŒÙÛÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÉÍÅÎÉÍÙ Ë ÌÀÂÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ, Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É Ë ÓÔÒÁÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ∀y A(x). ëÁËÉÅ Õ ÎÅč ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ? ðÒÉ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ ÏÎÁ ÉÓ- ÔÉÎÎÁ? (ïÔŒÅÔ: ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒ x É ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÁ ÆÏÒÍÕÌÅ A(x).)

47. œ ËÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÂÕÄÅÔ ÉÓÔÉÎÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ∀x ∃x A(x)? ôÏÔ ÖÅ ŒÏÐÒÏÓ ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌÙ ∃x ∀x A(x). (ïÔŒÅÔ: ÐÅÒŒÁÑ ÉÚ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÆÏÒÍÕÌÅ ∃x A(x), Á ŒÔÏÒÁÑ | ÆÏÒÍÕ- ÌÅ ∀x A(x).)

æÏÒÍÕÌÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ. úÁÍËÎÕÔÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÔÁËÖÅ ÓÕÖ- ÄÅÎÉÑÍÉ. ëÁË ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÆÏÒ- ÍÕÌÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ŒÙÂÏÒÏÍ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ (É ÎÅ ÚÁŒÉ- ÓÉÔ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ).

3.3. œÙÒÁÚÉÍÙÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÙ

ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ œ É Åč ÉÎÔÅÒ- ÐÒÅÔÁÃÉÑ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ M. íÙ ÈÏÔÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÏÎÑÔÉÅ

ŒÙÒÁÚÉÍÏÇÏ (Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ Œ ÄÁÎÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ) k-ÍÅÓÔÎÏÇÏ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ.

œÙÂÅÒÅÍ k ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x_1; : : : ; x_k. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ’, ŒÓÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ Œ ÓÐÉÓËÅ x_1; : : : ; x_k. éÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÚÁŒÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x_1; : : : ; x_k. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M^k → B = {é; ì}, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ- ËÏÔÏÒÙÊ k-ÍÅÓÔÎÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ ÎÁ M. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÉËÁÔ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ’. œÓÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÙ, ËÏ- ÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÔÁËÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ŒÙ- ÒÁÚÉÍÙÍÉ. (ñÓÎÏ, ÞÔÏ ËÏÎËÒÅÔÎÙÊ ŒÙÂÏÒ ÓÐÉÓËÁ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÙÈ ÒÏÌÉ ÎÅ ÉÇÒÁÅÔ.) óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÉÍ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M^k (ÏÂÌÁÓÔÉ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ŒÙÒÁÚÉÍÙÈ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ) ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ŒÙÒÁÚÉÍÙÍÉ.

48. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ, ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ É ÒÁÚÎÏÓÔØ ÄŒÕÈ ŒÙÒÁÚÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÙÒÁÚÉÍÙÍÉ. äÏËÁÖÉ- ÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÅËÃÉÑ k-ÍÅÒÎÏÇÏ ŒÙÒÁÚÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÄÏÌØ ÏÄ- ÎÏÊ ÉÚ ĂÏÓÅÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔĄ ÑŒÌÑÅÔÓÑ (k − 1)-ÍÅÒÎÙÍ ŒÙÒÁÚÉÍÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ.

ðÒÉÍÅÒ. óÉÇÎÁÔÕÒÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÙÊ ÆÕÎËÃÉ- ÏÎÁÌØÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ S É ÄŒÕÍÅÓÔÎÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (=). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁ- ÔÕÒÙ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÎÏÓÉÔÅÌÑ ŒÙÂÅÒÅÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ N. óÉÍŒÏÌ S ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ ÐÒÉÂÁŒÌÅÎÉÑ ÅÄÉ- ÎÉÃÙ (ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ S ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅÍ ÏÔ ÓÌÏŒÁ successor | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ). úÎÁË ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÅÔÓÑ ËÁË ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ ĂÂÙÔØ ÎÕÌčÍĄ ŒÙÒÁÚÉÍ Œ ÜÔÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ, ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÄÌÑ ÎÕÌÑ Œ ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ ÎÅ ÐÒÅÄÕÓÍÏÔÒÅÎÏ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÎ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

¬∃y(x = S(y))

Ó ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ x.

åÝč ÐÒÏÝÅ ŒÙÒÁÚÉÔØ Œ ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ ÄŒÕÍÅÓÔÎÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ ĂÂÙÔØ ÂÏÌØÛÅ ÎÁ 2Ą, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÄÁÖÅ ÎÅ ÎÕÖÎÙ ËŒÁÎÔÏÒÙ: y = S(S(x)).

ìÀÂÏÐÙÔÎÏ, ÞÔÏ ÕÖÅ Œ ÔÁËÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÍÏÖ- ÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ: ŒÙÒÁÚÉÔØ ÐÒÅÄÉËÁÔ y = x + N, ÇÄÅ N | ÂÏÌØÛÏÅ ÞÉÓÌÏ (ÓËÁÖÅÍ, ÍÉÌÌÉÁÒÄ), Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÏÊ ÆÏÒ- ÍÕÌÙ, ÞÅÍ y = S(S(: : : (S(x)) : : : )). ëÁË ÎÉ ÕÄÉŒÉÔÅÌØÎÏ, ÜÔÏ ŒÐÏÌÎÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏ, É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ŒÐÏÌ- ÎÅ ÍÏÖÎÏ ÕÍÅÓÔÉÔØ ÎÁ ÌÉÓÔÅ ÂÕÍÁÇÉ.

49. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÉËÁÔ y = x + N ÍÏÖÎÏ ŒÙÒÁ- ÚÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ, ÄÌÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÅÓÔØ O(log N). (õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÍÙ ÎÁÕÞÉÌÉÓØ ŒÙÒÁÖÁÔØ y = x + n, ÍÏÖÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ y = x + 2n Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌÙ

∃z ((z = x + n) ∧ (y = z + n))

(Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÞÅÒÅÚ z = x + n É y = z + n ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ). üÔÏ ÓÁÍÏ ÐÏ ÓÅÂÅ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÄÁčÔ, ÔÁË ËÁË ÄÌÉÎÁ ÆÏÒÍÕÌÙ ÕŒÅÌÉÞÉÌÁÓØ ŒÄŒÏÅ, ÎÏ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ- ŒÁÔØ ÔÁËÏÊ ÔÒÀË:

∃z ∀u ∀v(((u = x ∧ v = z) ∨ (u = z ∧ v = y)) → (v = u + n)):

äÁÌÅÅ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÚÁÐÉÓØÀ ÞÉÓÌÁ N Œ ÄŒÏÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ.)

íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ ËŒÁÎÔÏÒÙ ÐÏ- ÞÔÉ ÎÅ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÀÔ ÎÁÂÏÒ ŒÙÒÁÚÉÍÙÈ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ: ŒÓÑ- ËÉÊ ŒÙÒÁÚÉÍÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ ÂÕÄÅÔ ŒÙÒÁÖÁÔØÓÑ ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒ- ÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ÄÌÉÎÎÏÊ), ÅÓÌÉ ÄÏÂÁŒÉÔØ Ë ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ 0. íÙ ŒÅÒÎčÍÓÑ Ë ÜÔÏÍÕ ŒÏÐÒÏÓÕ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 3.6.

þÔÏÂÙ ÐÒÉŒÙËÎÕÔØ Ë ÐÏÎÑÔÉÀ ŒÙÒÁÚÉÍÏÓÔÉ, ÒÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÅÝč ÏÄÉÎ ÐÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÒÅ- ÄÉËÁÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ É ÔÒčÈÍÅÓÔÎÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ C. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ- ŒÏ ÔÏÞÅË ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÅÔÓÑ ËÁË ÓÏ- ŒÐÁÄÅÎÉÅ ÔÏÞÅË, Á C(x; y; z) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ x É y ÒÁŒÎÏÕÄÁÌÅÎÙ ÏÔ ÔÏÞËÉ z. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅ- ÄÉËÁÔÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ŒÙÒÁÚÉÔØ ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ ŒÓÅ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.

ëÁË, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÚÁÐÉÓÁÔØ, ÞÔÏ ÔÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ A; B; C ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ? œÏÔ ËÁË: ĂÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕ-

ÅÔ ÄÒÕÇÏÊ ÔÏÞËÉ C^′, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÈÏÄÉÌÁÓØ ÂÙ ÎÁ ÔÅÈ ÖÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÈ ÏÔ A É B, ÞÔÏ É ÔÏÞËÁ CĄ.

50. îÁÐÉÛÉÔÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÓÉÇ- ÎÁÔÕÒÙ.

ôÅÐÅÒØ ÌÅÇËÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ ÔÁËÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÞÅÔÙÒčÈ ÔÏÞÅË A; B; C; D: ĂÔÏÞËÉ A É B ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÔÏÞËÉ C É D ÒÁÚÌÉÞ- ÎÙ É ÐÒÑÍÙÅ AB É CD ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙĄ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÎÁÄÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅÔ ÔÏÞËÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÙ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÌÅ- ÖÁÌÁ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ Ó A É B, Á ÔÁËÖÅ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ Ó C É D.

ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÞÅÔÙÒčÈ ÔÏÞÅË ĂÂÙÔØ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁĄ. üÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÅÒÅ- ÎÏÓÉÔØ ÏÔÒÅÚÏË ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÓÅÂÅ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÎÅÓÌÏÖÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ ÔÁËÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ: ĂÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ AB ÒÁŒÎÏ ÒÁÓÓÔÏ- ÑÎÉÀ CDĄ.

51. úÁÐÉÛÉÔÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÄŒÉÇÁÔØÓÑ É ÄÁÌØÛÅ. 52. œÙÒÁÚÉÔÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ |OA| ⩽ |OB| ÔÒčÈ ÔÏÞÅË O, A, B.

(õËÁÚÁÎÉÅ. îÁÐÉÛÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÐÒÑÍÙÅ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ A, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Ó ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ ÒÁÄÉÕÓÁ OB Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ O.)

53. úÁÐÉÛÉÔÅ Œ ŒÉÄÅ ÆÏÒÍÕÌÙ: (Á) ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉ- ËÏŒ; (Â) ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÕÇÌÏŒ; (Œ) ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÕÇÌÁ ÂÙÔØ ÐÒÑÍÙÍ.

54. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ (=; ¡) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. ëÁË ŒÙÒÁÚÉÔØ ÐÒÅÄÉËÁÔ y = x + 1?

55. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ËÁË ÉÎ- ÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ (=; +; y = x^2). ëÁË ŒÙÒÁÚÉÔØ ÔÒčÈ- ÍÅÓÔÎÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ xy = z?

56. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÃÅÌÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ËÁË ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ É ÄŒÕ- ÍÅÓÔÎÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ Ăx ÄÅÌÉÔ yĄ. œÙÒÁÚÉÔØ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ĂÒÁŒÎÑÔØÓÑ ÅÄÉÎÉÃÅĄ É ĂÂÙÔØ ÐÒÏÓÔÙÍ ÞÉÓÌÏÍĄ.

57. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ËÁË ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÅ ÔÏÞÅË) É ÄŒÕ- ÍÅÓÔÎÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ ĂÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 1Ą. œÙÒÁÚÉÔØ ÄŒÕÍÅÓÔÎÙÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÙ ĂÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 2Ą É ĂÎÁ- ÈÏÄÉÔØÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2Ą.

3.4. œÙÒÁÚÉÍÏÓÔØ Œ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ, ÉÍÅÀÝÕÀ ÄŒÁ ÄŒÕÍÅÓÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÓÉÍŒÏÌÁ | ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ (ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÉÓÁÔØ x + y ŒÍÅÓÔÏ +(x; y) É Ô. Ä.) É ÄŒÕÍÅÓÔÎÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ. òÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ, ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ËÏÔÏ- ÒÏÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ N ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, Á ÓÌÏ- ÖÅÎÉÅ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ É ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÀÔÓÑ ÓÔÁÎ- ÄÁÒÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

œÙÒÁÚÉÍÙÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌ ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÐÒÅ- ÄÉËÁÔÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍÉ É ÉÇÒÁÀÔ Œ ÍÁÔÅ- ÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÅ ŒÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍÉ. ï ÎÉÈ ÐÏ- ÄÒÏÂÎÏ ÒÁÓÓËÁÚÁÎÏ Œ ÄÒÕÇÏÊ ÎÁÛÅÊ ËÎÉÖËÅ [5]; ÏËÁÚÙŒÁÅÔ- ÓÑ, ÞÔÏ ÐÏÞÔÉ ŒÓÑËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ.

58. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ N ÎÅÓÞčÔÎÏ, Á ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÓÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.)

äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÍÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÎÏÓÔØ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ.

• ðÒÅÄÉËÁÔ x ⩽ y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ËÁË ∃z (x + z = y).

• ðÒÅÄÉËÁÔÙ x = 0 É x = 1 ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅ- ÓËÉÍÉ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, x = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ x ⩽ y ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ y (Á ÔÁËÖÅ ËÏÇÄÁ x + x = x). á x = 1 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ x ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ, ÏÔÌÉÞÎÏÅ ÏÔ ÎÕÌÑ. (íÏÖ- ÎÏ ÔÁËÖÅ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ y · 1 = y ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ y.)

• œÏÏÂÝÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ c ÐÒÅ- ÄÉËÁÔ x = c ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ. (îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÓÕÍÍÕ ÉÚ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÅÄÉÎÉÃ.)

• ðÏÌÅÚÎÏ ÔÁËÏÅ ÏÂÝÅÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ ÍÙ ÕÖÅ ÕÓÔÁ- ÎÏŒÉÌÉ, ÞÔÏ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÐÒÅÄÉËÁÔ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉ- ÞÅÓËÉÍ, ÔÏ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÊ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ Œ ÆÏÒÍÕÌÁÈ, ËÁË ÅÓÌÉ ÂÙ ÏÎ ŒÈÏÄÉÌ Œ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÅÇÏ ŒÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ŒÙÒÁÖÁÀ- ÝÕÀ ÅÇÏ ÆÏÒÍÕÌÕ.

• ðÒÅÄÉËÁÔ x|y (ÞÉÓÌÏ x ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÞÉÓÌÁ y), ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÎ (ÆÏÒÍÕÌÁ ∃z (xz = y)).

• ðÒÅÄÉËÁÔ Ăx | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏĄ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÎ. œ ÓÁ- ÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÞÉÓÌÏ ÐÒÏÓÔÏ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ 1 É ÌÀÂÏÊ ÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÒÁŒÅÎ 1 ÉÌÉ ÓÁÍÏÍÕ ÞÉÓÌÕ. üÔÏ ÓÒÁÚÕ ÖÅ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÆÏÒÍÕÌÙ.

• ïÐÅÒÁÃÉÉ ÞÁÓÔÎÏÇÏ É ÏÓÔÁÔËÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÎÙ (Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÔÒčÈÍÅÓÔÎÙÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÙ Ăq ÅÓÔØ ÞÁÓÔ- ÎÏÅ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ a ÎÁ bĄ É Ăr ÅÓÔØ ÏÓÔÁÔÏË ÐÒÉ ÄÅÌÅ- ÎÉÉ a ÎÁ bĄ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÎÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÅÒŒÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ∃r ((a = bq + r) ∧ (r ¡ b)) (ËÁË ÍÙ ÕÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÉ, ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅ- ÓËÏÇÏ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ (r ¡ b) ÎÅ ÓÏÚÄÁčÔ ÐÒÏÂÌÅÍ).

• üÔÏÔ ÓÐÉÓÏË ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØ: ÄÌÑ ÍÎÏÇÉÈ ÐÒÅ- ÄÉËÁÔÏŒ ÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÕÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÕÖÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓŒÏÊÓÔŒÁ ĂÂÙÔØ ÎÁÉ- ÂÏÌØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍĄ, ĂÂÙÔØ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÏÂ- ÝÉÍ ËÒÁÔÎÙÍĄ, ĂÂÙÔØ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÍÉĄ ŒÓÅ ÏÔÎÏ- ÓÑÔÓÑ Ë ÜÔÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ.

• ðÒÅÄÉËÁÔ ĂÂÙÔØ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÄŒÏÊËÉĄ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÒÉÆ- ÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ (ÈÏÔÑ ÜÔÏ É ÎÅ ÓÔÏÌØ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ËÁË Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÜÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÁË: ÌÀÂÏÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÌÉ- ÂÏ ÒÁŒÅÎ ÅÄÉÎÉÃÅ, ÌÉÂÏ ÞčÔÅÎ.

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÉÚ ÎÁÛÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ÇÏÄÉÔÓÑ ÄÌÑ ÓÔÅÐÅ- ÎÅÊ ÔÒÏÊËÉ É ŒÏÏÂÝÅ ÄÌÑ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉ- ÓÌÁ. ïÄÎÁËÏ ÕÖÅ ÄÌÑ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÞÅÔŒčÒËÉ ÏÎÏ ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ,

É, ÐÏÖÁÌÕÊ, ÍÙ ÐÏÄÏÛÌÉ Ë ÇÒÁÎÉÃÅ, ÇÄÅ ÂÅÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÍÅÔÏÄÁ ÎÅ ÏÂÏÊÔÉÓØ.

äŒÁ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ÓÐÏÓÏÂÁ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÁÒÉÆÍÅ- ÔÉÞÎÏÓÔØ ÏÓÎÏŒÁÎÙ ÎÁ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ĂËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑĄ ËÏ- ÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ É ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. ïÄÉÎ ŒÏÓÈÏÄÉÔ Ë çčÄÅÌÀ (ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ fi-ÆÕÎËÃÉÑ çčÄÅÌÑ), ŒÔÏÒÏÊ ÉÚ- ÌÏÖÅÎ Œ ËÎÉÇÅ ĂôÅÏÒÉÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍĄ [24]. åč ÎÁÐÉ- ÓÁÌ ò. óÍÁÌÌÉÁÎ, ÉÚŒÅÓÔÎÙÊ ÔÁËÖÅ ËÁË ÁŒÔÏÒ ÐÏÐÕÌÑÒÎÙÈ ÓÂÏÒÎÉËÏŒ ĂÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞĄ É ÁÎÅËÄÏÔÏŒ. (ïÄÉÎ ÉÚ ÔÁ- ËÉÈ ÓÂÏÒÎÉËÏŒ ÉÍÅÅÔ ÐÁÒÁÄÏËÓÁÌØÎÏÅ ÎÁÚŒÁÎÉÅ ĂëÁË ÖÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÔÁ ËÎÉÇÁ?Ą [23].)

œ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ ÍÅÔÏÄ çčÄÅÌÑ ÐÒÅÄÐÏÞÔÉ- ÔÅÌØÎÅÊ, É ÍÙ ÒÁÓÓËÁÚÙŒÁÅÍ Ï ÎčÍ Œ ËÎÉÖËÅ Ï ŒÙÞÉÓÌÉ- ÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ [5], ÎÏ ÓÅÊÞÁÓ ÄÌÑ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÉÑ ÒÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÄÒÕÇÏÊ ÓÐÏÓÏÂ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ É ÄŒÏÉÞÎÙ- ÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 : : : ~ 0 1 00 01 10 11 000 001 : : :

üÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÔÁË: ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÌÏŒÏ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÞÉÓÌÕ n, ÎÁÄÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ n + 1 Œ ÄŒÏÉÞ- ÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ É ÕÄÁÌÉÔØ ÐÅÒŒÕÀ ÅÄÉÎÉÃÕ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÕ- ÌÀ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÕÓÔÏÅ ÓÌÏŒÏ ~, ÞÉÓÌÕ 15 | ÓÌÏŒÏ 0000 É Ô. Ä. ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÏÂ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÎÏÓÔÉ ÐÒÅ- ÄÉËÁÔÏŒ, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÈ ÎÁ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒÁÈ, ÉÍÅÑ Œ ŒÉÄÕ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÎÏÓÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ ÎÁ N.

• ðÒÅÄÉËÁÔ ĂÓÌÏŒÏ x ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÎÕÌÅÊĄ ÁÒÉÆ- ÍÅÔÉÞÅÎ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÞÉÓÌÁÍ ÅÍÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÉËÁÔ Ăx + 1 ÅÓÔØ ÓÔÅÐÅÎØ ÄŒÏÊ- ËÉĄ, ËÏÔÏÒÙÊ (ËÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ) ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÎ.

• ðÒÅÄÉËÁÔ ĂÓÌÏŒÁ x É y ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÕÀ ÄÌÉÎÕĄ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÎ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÊ- ÄčÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÄŒÏÊËÉ c, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ c − 1 ⩽ x; y ¡ ¡ 2c − 1 (ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÏÊ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË ÚÁÐÏÌÎÑÀÔ ÞÉ- ÓÌÁ, ËÏÔÏÒÙÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÓÌÏŒÁ ÏÄÎÏÊ ÄÌÉÎÙ).

• ðÒÅÄÉËÁÔ ĂÓÌÏŒÏ z ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎËÁÔÅÎÁÃÉÅÊ ÓÌÏŒ x É yĄ (ÐÒÏÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, z ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÉÐÉÓÙŒÁÎÉÅÍ y ÓÐÒÁŒÁ Ë ÓÌÏŒÕ x) ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÎ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ ÔÁË: ÎÁÊÄčÔÓÑ ÓÌÏŒÏ y^′ ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÎÕ- ÌÅÊ, ÉÍÅÀÝÅÅ ÔÕ ÖÅ ÄÌÉÎÕ, ÞÔÏ É ÓÌÏŒÏ y, ÐÒÉ ÜÔÏÍ (z + 1) = (x + 1)(y^′ + 1) + (y − y^′) (ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ y^′ + 1 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÄÏÐÉÓÙŒÁÎÉÀ ÎÕÌÅÊ, Á ÄÏÂÁ- ŒÌÅÎÉÅ y − y^′ ÚÁÍÅÎÑÅÔ ÎÕÌÉ ÎÁ ÂÕËŒÙ ÓÌÏŒÁ y).

• ðÒÅÄÉËÁÔ ĂÓÌÏŒÏ x ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÓÌÏŒÁ yĄ ÁÒÉÆ- ÍÅÔÉÞÅÎ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ ÓÌÏŒÏ t, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ y ÅÓÔØ ËÏÎËÁÔÅÎÁÃÉÑ x É t.

• ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ Ăx ÅÓÔØ ËÏÎÅÃ ÓÌÏŒÁ yĄ, Ăx ÅÓÔØ ÐÏÄÓÌÏŒÏ ÓÌÏŒÁ yĄ (ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÚÎÁ- ÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÓÌÏŒÁ u É v, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ y ÅÓÔØ ËÏÎËÁÔÅÎÁÃÉÑ u, x É v; ËÏÎËÁÔÅÎÁÃÉÑ ÔÒčÈ ÓÌÏŒ ŒÙ- ÒÁÚÉÍÁ ÞÅÒÅÚ ËÏÎËÁÔÅÎÁÃÉÀ ÄŒÕÈ).

• óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÊ ÔÒčÈÍÅÓÔÎÙÊ ÐÒÅÄÉ- ËÁÔ S(x; a; b) Ó ÔÁËÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ: (Á) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a É b ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S_{ab} = {x | S(x; a; b)} ËÏÎÅÞÎÏ; (Â) ÓÒÅ- ÄÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ S_{ab} ÐÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÁÒÁÈ a; b ŒÓÔÒÅ- ÞÁÀÔÓÑ ŒÓÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ËÁÞÅ- ÓÔŒÅ ÔÁËÏÇÏ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ Ăaxa ÅÓÔØ ÐÏÄ- ÓÌÏŒÏ ÓÌÏŒÁ bĄ (ÚÄÅÓØ axa ÅÓÔØ ËÏÎËÁÔÅÎÁÃÉÑ ÔÒčÈ ÓÌÏŒ: a, x É ÓÎÏŒÁ a).

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÌÏŒÏ x ÎÅ ÄÌÉÎÎÅÅ ÓÌÏŒÁ b, É ÐÏÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S_{ab} ŒÓÅÇÄÁ ËÏÎÅÞÎÏ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ x_1; : : : ; x_n. ðÏÌÏÖÉÍ a = 100 : : : 001, ÇÄÅ ÞÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊ ÂÏÌØÛÅ ÄÌÉÎÙ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ ÓÌÏŒ x_i, É b = = ax_1ax_2a : : : ax_na.

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÅ ÕÐÏÍÉÎÁÅÔ ÑŒÎÏ Ï ÓÌÏŒÁÈ, É ÂÏÌØÛÅ ÏÎÉ ÎÁÍ ÎÅ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ: ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ ËÏÄÉÒÏ- ŒÁÔØ ÐÁÒÁÍÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Œ ÏÐÉÓÁÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÙÒÁÚÉÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ x ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÅ- ÐÅÎØÀ ÞÉÓÌÁ 4, ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÞÉÓÌÏ x É ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÁ- ËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ u ∈ U ÌÉÂÏ ÒÁŒÅÎ 1, ÌÉÂÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4 É u=4 ÔÁËÖÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ U. ôÅÐÅÒØ ÎÁÄÏ ŒÅÚÄÅ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ÎÁ ÅÇÏ ËÏÄ u_1; u_2, Á ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅ x ∈ U ÎÁ S(x; u_1; u_2), ÇÄÅ S | ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÎÁÍÉ ËÏÄÉÒÕÀÝÉÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ.

îÅÍÎÏÇÏ ÓÌÏÖÎÅÅ ŒÙÒÁÚÉÔØ ÄŒÕÍÅÓÔÎÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ x = = 4^k. úÄÅÓØ ÎÁÍ ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÓËÁÚÁÔØ ÔÁË: ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x_0; x_1; : : : ; x_k, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ x_0 = 1, ËÁÖÄÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÞÌÅÎ ŒÞÅÔŒÅÒÏ ÂÏÌØÛÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ (x_{i+1} = 4x_i) É x_k = x. ëÁË ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÕÍÅÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ? œÓÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ ÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÏÔ- ÒÅÚËÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ {⟨0; x_0⟩; ⟨1; x_1⟩; : : : ; ⟨k; x_k⟩}. ðÁÒÙ ÍÏÖÎÏ ËÏÄÉÒÏŒÁÔØ ÞÉÓÌÁÍÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ËÏÄÏÍ ÐÁÒÙ ⟨x; y⟩ ÞÉ- ÓÌÏ c = (x+y)^2+x, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏ ÎÅÍÕ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉ ŒÏÓ- ÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ x + y (ËÁË ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ, ËŒÁÄÒÁÔ ËÏ- ÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ c), Á ÚÁÔÅÍ x É y. ôÅÐÅÒØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÉÈ ËÏÄÏŒ, ËÏÔÏÒÏÅ Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÍÏÖÎÏ ÚÁËÏÄÉÒÏŒÁÔØ ÐÁÒÏÊ ÞÉÓÅÌ.

59. ðÒÏŒÅÄÉÔÅ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ.

60. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄŒÕÍÅÓÔÎÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ Ăx ÅÓÔØ n-ÏÅ ÐÏ ÐÏÒÑÄËÕ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏĄ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÎ.

3.5. îÅŒÙÒÁÚÉÍÙÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÙ: ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ

íÙ ŒÉÄÅÌÉ, ËÁË ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ŒÙÒÁÚÉÍÏÓÔØ ÎÅËÏÔÏ- ÒÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒ. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ËÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅŒÙÒÁÚÉÍÏÓÔØ.

îÁÞÎčÍ Ó ÔÁËÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ. ðÕÓÔØ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄŒÕÍÅÓÔÎÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (=) É ÄŒÕÍÅÓÔÎÕÀ ÏÐÅ- ÒÁÃÉÀ ÓÌÏÖÅÎÉÑ (+). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Åč ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ, ÎÏ- ÓÉÔÅÌÅÍ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, Á ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ É

ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÀÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ïËÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÉËÁÔ x ¿ y ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÙÒÁÚÉÍÙÍ.

ðÒÉÞÉÎÁ ÏÞÅŒÉÄÎÁ: Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÃÅÌÙÅ ÞÉ- ÓÌÁ ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ, ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÎÉÞÅÍ ÎÅ ÏÔ- ÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ. åÓÌÉ ÍÙ ÉÚÍÅÎÉÍ ÚÎÁË Õ ŒÓÅÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÔÏ Åč ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÚÍÅÎÉÔØÓÑ. îÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ x ¿ y ÚÁÍÅÎÉÔÓÑ ÎÁ x ¡ y, É ÐÏÔÏÍÕ ÜÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÙÒÁÚÉÍÙÍ.

æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÔÁ- ËÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ’ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÉÓ- ÔÉÎÎÁ ÐÒÉ ÏÃÅÎËÅ ß, ÔÏ ÏÎÁ ÉÓÔÉÎÎÁ É ÐÒÉ ÏÃÅÎËÅ ß^′, Œ ËÏ- ÔÏÒÏÊ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ŒÓÅÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÍÅÎÑÀÔ ÚÎÁË. (ðÏÄÒÏÂ- ÎÏ ÍÙ ÏÂSSÑÓÎÉÍ ÜÔÏ Œ ÏÂÝÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÄÁÌØÛÅ.)

óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÏÂÝÕÀ ÓÈÅÍÕ, ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÅÄÕÅÔ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ œ É ÉÎ- ÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ, ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M. œÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ff : M → M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ É ÐÒÅÄÉËÁÔÙ, ŒÈÏÄÑÝÉÅ Œ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁ- ÃÉÀ, ÕÓÔÏÊÞÉŒÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ff. ðÒÉ ÜÔÏÍ k-ÍÅÓÔÎÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ P ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÓÔÏÊÞÉŒÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ff, ÅÓÌÉ

P (ff(m_1); : : : ; ff(m_k)) ⇔ P (m_1; : : : ; m_k)

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ m_1; : : : ; m_k ∈ M. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ k-ÍÅÓÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÓÔÏÊÞÉŒÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ff, ÅÓÌÉ

f(ff(m_1); : : : ; ff(m_k)) = ff(f(m_1; : : : ; m_k)):

üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝÁÅÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÁŒ- ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÄÌÑ ÇÒÕÐÐ, ËÏÌÅÃ, ÐÏÌÅÊ É Ô. Ä.

ôÅÏÒÅÍÁ 27. ðÒÅÄÉËÁÔ, ŒÙÒÁÚÉÍÙÊ Œ ÄÁÎÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅ- ÔÁÃÉÉ, ÕÓÔÏÊÞÉŒ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Åč ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ.

◁ ðÒÏŒÅÄčÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÇÏ (ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÞÅ- ŒÉÄÎÏÇÏ) ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ.

ðÕÓÔØ ß | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÏÃÅÎËÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÔÁŒÑÝÅÅ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ŒÓÅÍ ÉÎÄÉŒÉÄÎÙÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÏÓÉÔÅÌÑ. þÅÒÅÚ ff ∘ ß ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ

ÏÃÅÎËÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ Ë ÚÎÁÞÅÎÉÀ ËÁÖÄÏÊ ÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ff; ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ff ∘ ß(¸) = ff(ß(¸)) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ¸.

ðÅÒŒÙÊ ÛÁÇ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÐÏ- ÓÔÒÏÅÎÉÀ ÔÅÒÍÁ t ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÔÅÒÍÁ t ÐÒÉ ÏÃÅÎËÅ ff ∘ ß ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ff Ë ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÔÅÒÍÁ t ÐÒÉ ÏÃÅÎËÅ ß:

[t](ff ∘ ß) = ff([t](ß)):

äÌÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÜÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, Á ÛÁÇ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÉÓÐÏÌØ- ÚÕÅÔ ÕÓÔÏÊÞÉŒÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ff.

ôÅÐÅÒØ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÆÏÒÍÕÌÙ ’ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

[’](ff ∘ ß) = [’](ß):

íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ŒÙÐÉÓÙŒÁÔØ ÜÔÕ ÐÒÏŒÅÒËÕ; ÓËÁÖÅÍ ÌÉÛØ, ÞÔÏ ŒÚÁÉÍÎÁÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ff ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÒÁÚÂÉÒÁÅÍ ÓÌÕÞÁÊ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ. (œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ Ó ÏÄ- ÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÂÅÒčÔÓÑ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÏÂSSÅËÔ, ÔÏ ŒÚÁÉÍÎÁÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒÚÑÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀ- ÝÉÊ ÅÍÕ ÏÂSSÅËÔ Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.) ▷ ôÅÏÒÅÍÁ 27 ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅŒÙÒÁÚÉÍÏÓÔØ ËÁËÏ- ÇÏ-ÔÏ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ, ÐÒÅÄSSÑŒÉŒ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁ- ÃÉÉ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÊ ÎÁÓ ÐÒÅÄÉËÁÔ ÎÅÕÓÔÏÊÞÉŒ. œÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏŒ:

• (Z; =; ¡) óÉÇÎÁÔÕÒÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ É ÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÁ. éÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ: ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. îÅŒÙÒÁ- ÚÉÍÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ: x = 0. áŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ: x → x + 1.

• (Q; =; ¡; +) óÉÇÎÁÔÕÒÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ÏÔÎÏ- ÛÅÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÁ É ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÓÌÏÖÅÎÉÑ. éÎÔÅÒÐÒÅÔÁ- ÃÉÑ: ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. îÅŒÙÒÁÚÉÍÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ: x = 1. áŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ: x → 2x.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒÙÒÁÚÉÔØ ÐÒÅÄÉ- ËÁÔ x = 0. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÍÅÓÔÏ ÒÁÃÉÏ- ÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ (ÎÏ ÎÅ

ÃÅÌÙÅ, ÔÁË ËÁË Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÅÄÉÎÉÃÁ ÏÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ËÁË ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ ÎÕÌÑ).

• (R; =; ¡; 0; 1) óÉÇÎÁÔÕÒÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ÐÏÒÑ- ÄÏË É ËÏÎÓÔÁÎÔÙ 0 É 1. éÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ: ÄÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. îÅŒÙÒÁÚÉÍÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ: x = 1=2. (áŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ R, ÓÏ- ÈÒÁÎÑÀÝÉÊ 0 É 1, ÎÏ ÎÅ 1=2, ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÌÅÇËÏ.)

• (R; =; +; 0; 1) óÉÇÎÁÔÕÒÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ÓÌÏ- ÖÅÎÉÅ, ËÏÎÓÔÁÎÔÙ 0 É 1. éÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ: ÄÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ïÄÎÏÍÅÓÔÎÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ x = fl ŒÙ- ÒÁÚÉÍ ÄÌÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ fl É ÎÅŒÙÒÁÚÉÍ ÄÌÑ ÉÒÒÁ- ÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ fl.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ŒÙÒÁÚÉÍÏÓÔØ ÄÌÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ fl ÏÞÅŒÉÄÎÁ. îÅŒÙÒÁÚÉÍÏÓÔØ ÄÌÑ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ fl ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØ- ÎÙÈ fl_1 É fl_2 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÐÅÒÅŒÏÄÑ- ÝÉÊ fl_1 Œ fl_2. (œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ R ËÁË ÂÅÓ- ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÎÁÄ Q. œÅË- ÔÏÒÙ 1; fl_1 ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ É ÐÏÔÏÍÕ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔØ ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ çÁÍÅÌÑ (ÐÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÓÍÏÔÒÉ Œ ËÎÉÖËÅ ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ [6]). óÄÅÌÁÅÍ ÔÏ ÖÅ ÓÁ- ÍÏÅ Ó ŒÅËÔÏÒÁÍÉ 1; fl_2. ðÏÌÕÞÁÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÙÅ ÂÁ- ÚÉÓÙ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÍÙ ÂÅÒčÍ Q-ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ 1 Œ 1 É fl_1 Œ fl_2.)

• (C ; =; +; ×; 0; 1) œ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ŒÈÏÄÑÔ ÐÒÅÄÉËÁÔ ÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÁ, ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, Á ÔÁËÖÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ 0 É 1. éÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ: ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉ- ÓÌÁ. ðÒÅÄÉËÁÔ x = fl, ÇÄÅ fl | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓ- ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ŒÙÒÁÚÉÍ ÄÌÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ fl É ÎÅŒÙÒÁ- ÚÉÍ ÄÌÑ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ fl.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ fl ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÍÏ- ÖÅÔ ÂÙÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÉÌÉ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÍ. œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ Q[x] ÍÉÎÉ- ÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÊÓÑ Œ 0 Œ ÔÏÞËÅ fl; ÐÏ

ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ ÂÏÌØÛÅ 1 É ÐÏÔÏ- ÍÕ ÉÍÅÅÔ ÄÒÕÇÏÊ ËÏÒÅÎØ fl^′. œ ÁÌÇÅÂÒÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ- ÓÑ (Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔÎÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÉÌÉ ÌÅÍÍÙ ãÏÒÎÁ, Á ÔÁËÖÅ ÂÁÚÉÓÏŒ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ), ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ C ÎÁÄ Q, ÐÅÒÅŒÏÄÑ- ÝÉÊ fl Œ fl^′.

œ ÓÌÕÞÁÅ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÇÏ fl ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÔÁËÏÊ ÆÁËÔ: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÈ fl_1; fl_2 ∈ C ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÐÏÌÑ C ÎÁÄ Q, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÅÒÅ- ŒÏÄÉÔ fl_1 Œ fl_2.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÏÌÑ R ŒÍÅÓÔÏ C ÔÁËÏÅ ÒÁÓÓÕ- ÖÄÅÎÉÅ ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ, ÔÁË ËÁË ÜÔÏ ÐÏÌÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÅ- ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÈ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ. (ïÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÁ ŒÙÒÁÚÉÍÏ: ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÓÕÔØ ËŒÁÄÒÁÔÙ, ÐÏ- ÜÔÏÍÕ ÌÀÂÏÊ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÐÏÒÑÄÏË. ðÏ- ÓËÏÌØËÕ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ŒÓÅ ÒÁÃÉ- ÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÏÎ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ.) œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÅÄÉËÁÔ x = fl ŒÙÒÁÚÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ fl | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ. üÔÏ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ôÁÒÓËÏÇÏ { úÁÊÄÅÎÂÅÒÇÁ (ÒÁÚÄÅÌ 3.8, Ó. 135).

61. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÉËÁÔ y = x + 1 ÎÅŒÙÒÁÚÉÍ Œ ÉÎÔÅÒ- ÐÒÅÔÁÃÉÉ (Z;=; f), ÇÄÅ f | ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ x → (x + 2).

62. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÉËÁÔ x = 2 ÎÅŒÙÒÁÚÉÍ Œ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÅ ÃÅÌÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó ÐÒÅÄÉËÁÔÁÍÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ É Ăx ÄÅÌÉÔ yĄ.

3.6. îÅŒÙÒÁÚÉÍÙÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÙ:

ÜÌÉÍÉÎÁÃÉÑ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ

ðÒÉ ŒÓÅÊ ÐÒÏÓÔÏÔÅ ÍÅÔÏÄ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÅŒÙÒÁÚÉ- ÍÏÓÔÉ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÓÔÒÁÄÁÅÔ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÏÍ: ÏÞÅÎØ ÞÁÓÔÏ ÔÒÅÂÕÅÍÏÇÏ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÎÅÔ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÐÒÉÂÁŒÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ÄÏÐÕÓËÁÀÔ ÎÉËÁËÏÇÏ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÇÏ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. (ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÔÁÍ ŒÙÒÁÚÉÍÏ ÏÞÅÎØ ÎÅÍÎÏ- ÇÏÅ, ËÁË ÍÙ ŒÓËÏÒÅ ÕŒÉÄÉÍ.) ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ

ÐÒÉÂÁŒÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ ÄÏÐÕÓËÁÀÔ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ (ÓÄŒÉ- ÇÉ), ÎÏ ÜÔÉ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÎÅ ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÅŒÙÒÁÚÉÍÏ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÏ ÕÓÔÏÊÞÉ- ŒÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄŒÉÇÏŒ).

âÏÌÅÅ ÐÒÑÍÏÊ ÍÅÔÏÄ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÐÒÅÄSSÑŒÌÑÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÌÁÓÓ E ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ, ËÏ- ÔÏÒÙÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ŒÙÒÁÚÉÍÙÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÙ É ÎÅ ÓÏÄÅÒ- ÖÉÔ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÇÏ ÎÁÓ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÄÏËÁ- ÚÙŒÁÅÍ, ÞÔÏ E ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ŒÙÒÁÚÉÍÙÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÙ, ÔÁ- ËÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ: ÐÒÏŒÅÒÑÅÍ, ÞÔÏ E ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ÐÒÅÄÉËÁ- ÔÙ, ŒÙÒÁÚÉÍÙÅ ÁÔÏÍÁÒÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ, Á ÔÁËÖÅ ÚÁÍË- ÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ (ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ, ÐÅ- ÒÅÓÅÞÅÎÉÅ, ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ) É ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÐÒÏÅËÃÉÉ (ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÅÊ ÎÁŒÅÛÉŒÁÎÉÀ ËŒÁÎÔÏÒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ; ËŒÁÎ- ÔÏÒ ŒÓÅÏÂÝÎÏÓÔÉ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ËŒÁÎÔÏÒ ÓÕÝÅÓÔŒÏ- ŒÁÎÉÑ). þÁÓÔÏ ËÌÁÓÓ E ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ËÌÁÓÓÏÍ ŒÓÅÈ ÐÒÅÄÉ- ËÁÔÏŒ, ŒÙÒÁÚÉÍÙÈ ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÄÏ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ), É ÐÏÔÏÍÕ ÜÔÏÔ ÍÅÔÏÄ ÎÁ- ÚÙŒÁÀÔ ÍÅÔÏÄÏÍ ĂÜÌÉÍÉÎÁÃÉÉ ËŒÁÎÔÏÒÏŒĄ. (üÔÏ ËÒÁÔËÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ, ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÓÔÁÎÅÔ ÑÓÎÅÅ ÉÚ ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÈ ÄÁÌÅÅ ÐÒÉÍÅÒÏŒ.)

îÁÞÎčÍ Ó ÔÁËÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ. ðÕÓÔØ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ S (ÐÒÉÂÁŒÌÅÎÉÅ ÅÄÉ- ÎÉÃÙ) É ËÏÎÓÔÁÎÔÕ 0. îÏÓÉÔÅÌÅÍ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÂÕÄÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Z ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÉÍŒÏÌÙ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÉÎÔÅÒÐÒÅ- ÔÉÒÕÀÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. œ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÊ ÓÐÏÓÏÂ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÅŒÙÒÁÚÉÍÏÓÔÉ ÚÄÅÓØ ÎÅÐÒÉÍÅÎÉÍ.

ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ËÌÁÓÓ ŒÙÒÁÚÉÍÙÈ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ ŒÅÓØÍÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ: ÜÔÏ ÐÒÅÄÉËÁÔÙ, ŒÙÒÁÚÉÍÙÅ ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÄŒÅ ÆÏÒÍÕÌÙ (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ- ŒÁÅÍÏÊ ÎÁÍÉ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ (Œ ÄÁÎÎÏÊ ÉÎ- ÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ), ÅÓÌÉ ÏÎÉ ŒÙÒÁÖÁÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÐÒÅ- ÄÉËÁÔ, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÓÔÉÎÎÙ ÐÒÉ ÏÄÎÉÈ É ÔÅÈ ÖÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

ôÅÏÒÅÍÁ 28. äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÊ ÎÁ- ÍÉ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁÑ ÅÊ ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒ-

ÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ.

◁ âÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ (ÉÌÉ, ÅÓÌÉ ÕÇÏÄÎÏ, ÐÏ ÄÌÉÎÅ) ÆÏÒÍÕÌÙ ’ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÏÊ ÅÊ Œ (Z; =; S; 0) ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ. äÌÑ ÕÄÏÂÓÔŒÁ (ÞÔÏÂÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÏÄÉÎ ÓÌÕÞÁÊ, Á ÎÅ ÄŒÁ) ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÛÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÔÏÌØËÏ ËŒÁÎÔÏÒÙ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ, ÎÏ ÎÅ ŒÓÅÏÂÝÎÏÓÔÉ. üÔÏ ÚÁËÏÎÎÏ, ÔÁË ËÁË ÆÏÒÍÕÌÙ ∀¸ É ¬∃¸ ¬ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

óÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ’ ÅÓÔØ ÁÔÏÍÁÒÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ, ÏÞÅŒÉÄÅÎ | ÏÎÁ É ÔÁË ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÁÑ. åÓÌÉ ’ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎSSÀÎËÃÉÅÊ, ÄÉÚSSÀÎËÃÉÅÊ ÉÌÉ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÅÊ ÄŒÕÈ ÞÁÓÔÅÊ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ËÁÖÄÕÀ ÞÁÓÔØ ÎÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÕÀ ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒ- ÎÕÀ (ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ).

åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ | ËÏÇÄÁ ÆÏÒ- ÍÕÌÁ ’ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ËŒÁÎÔÏÒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ∃xø (ÐÕÓÔØ ÐÏÄ ËŒÁÎÔÏÒÏÍ ÓÔÏÉÔ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÁÑ x). æÏÒÍÕÌÁ ø ÉÍÅÅÔ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ) É ÄÒÕÇÉÅ ÐÁÒÁÍÅ- ÔÒÙ, ÓËÁÖÅÍ, x_1; : : : ; x_n. þÔÏÂÙ ÐÏÄÞÅÒËÎÕÔØ ÜÔÏ, ÏÂÙÞ- ÎÏ ŒÍÅÓÔÏ ø ÐÉÛÕÔ ø(x; x_1; : : : ; x_n). îÁÍ ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÎÁÛÅÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÅ

∃x ø(x; x_1 ; : : : ; x_n):

æÏÒÍÕÌÁ ø(x; x_1; : : : ; x_n) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÂÕÌÅŒÕ ËÏÍ- ÂÉÎÁÃÉÀ ÁÔÏÍÁÒÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÔÅ ÁÔÏÍÁÒ- ÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ x. áÔÏÍÁÒ- ÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄŒÕÈ ÔÅÒÍÏŒ S(S(: : : (S(u)) : : : )) = S(S(: : : (S(v)) : : : )); ÚÄÅÓØ u É v | ÌÉÂÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÌÉÂÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ 0. åÓÌÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ x ŒÈÏÄÉÔ É Œ ÌÅŒÕÀ, É Œ ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ, ÔÏ (Œ ÜÔÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅ- ÔÁÃÉÉ) ÔÁËÁÑ ÁÔÏÍÁÒÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÌÉÂÏ ŒÓÅÇÄÁ ÉÓÔÉÎÎÁ, ÌÉÂÏ ŒÓÅÇÄÁ ÌÏÖÎÁ, É Åč ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ËÁËÕÀ-ÎÉ- ÂÕÄØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÓÔÉÎÎÕÀ ÉÌÉ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÏÖÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ x. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ÁÔÏ-

ÍÁÒÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ËÁË

x = t_1; x = t_2; . . . . . . . x = t_k:

úÄÅÓØ t_i | ÌÉÂÏ ÃÅÌÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÌÉÂÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ŒÉÄÁ x_j + c, ÇÄÅ x_j | ËÁËÁÑ-ÔÏ ÄÒÕÇÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ, Á c | ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. íÙ ÐÏÚŒÏÌÉÌÉ ÓÅÂÅ ÓÌÅÇËÁ ÏÔÓÔÕÐÉÔØ ÏÔ ËÁÎÏÎÏŒ, ÒÁÚÒÅÛÉŒ ÐÒÉÂÁŒÌÑÔØ É ŒÙÞÉÔÁÔØ ÃÅÌÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ŒÍÅ- ÓÔÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÆÕÎËÃÉÀ S Œ ÌÅŒÏÊ É ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÑÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ËÌÁÓÓÁ ŒÙÒÁ- ÚÉÍÙÈ ÆÏÒÍÕÌ, ÚÁÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÓÔÁŒÉÔØ x Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ, Á ËÏÎÓÔÁÎÔÕ ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ Œ ÐÒÁŒÕÀ.

ôÅÐÅÒØ ÓÒÁŒÎÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ

’ = ∃x ø(x; x_1 ; : : : ; x_n)

Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ

ø(t_1; x_1; : : : ; x_n) ∨ ø(t_2; x_1; : : : ; x_n) ∨ : : : ∨ ø(t_k ; x_1; : : : ; x_n);

ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ’^′. æÏÒÍÕÌÁ ’^′ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÀ ÆÏÒÍÕÌ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ Œ ÒÅÚÕÌØ- ÔÁÔÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ t_i ŒÍÅÓÔÏ x Œ ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒ- ÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ø(x; x_1; : : : ; x_n). (ðÏÓÌÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ ÍÏÖ- ÎÏ ŒÅÒÎÕÔØÓÑ Ë ÏÂÙÞÎÏÍÕ ŒÉÄÕ ÚÁÐÉÓÉ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÚÁÍÅÎÉŒ ÐÒÉÂÁŒÌÅÎÉÅ ËÏÎÓÔÁÎÔ ÎÁ ÎÕÖÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ S Ó ÔÏÊ ÉÌÉ ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ.)

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁËÉÈ-ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÙÈ x_1; : : : ; x_n ÆÏÒÍÕÌÁ ’^′ ÉÓÔÉÎÎÁ, ÔÏ ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ x_1; : : : ; x_n ÉÓÔÉÎÎÁ É ÆÏÒÍÕÌÁ ’. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÉÓ- ÔÉÎÅÎ i-Ê ÞÌÅÎ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÉ, ÔÏ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ ’ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ x ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ t_i.

œÅÒÎÏ ÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ? îÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ. œÐÏÌÎÅ ŒÏÚÍÏÖ- ÎÏ, ÞÔÏ ÔÏÔ x, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÄÅÌÁÅÔ ÆÏÒÍÕÌÕ ’ ÉÓÔÉÎÎÏÊ, ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ŒÓÅÈ t_i. îÏ ÍÙ ÐÒÏÐÕÓÔÉÌÉ ÐÏ

ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÓÌÕÞÁÊ | ŒÓÅ ÔÁËÉÅ x Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ, ÔÁË ËÁË ÏÎÉ ÄÅÌÁÀÔ ŒÓÅ ÁÔÏÍÁÒÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ x, ÌÏÖÎÙÍÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÓč ÒÁŒÎÏ, ËÁËÏÊ ÉÚ ÔÁËÉÈ x ŒÙÂÒÁÔØ. ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÔÁËÏÊ x ÎÁÊÄčÔÓÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ Z ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, Á ŒÙÒÁ- ÖÅÎÉÊ t_i ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ’^{′′} ÆÏÒÍÕÌÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÉÚ ø ÚÁÍÅÎÏÊ ŒÓÅÈ ÁÔÏÍÁÒÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ x, ÎÁ ÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÏÖÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ. óËÁÚÁÎÎÏÅ ŒÙÛÅ ÏÂSSÑÓÎÑ- ÅÔ, ÐÏÞÅÍÕ ÆÏÒÍÕÌÁ ’ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÉ ’^′ ∨ ’^{′′}. íÙ ÄÏÓÔÉÇÌÉ ÃÅÌÉ | ÎÁÛÌÉ ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÅ ’. ▷

ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÁ x ¿ y ÎÅ ŒÙÒÁ- ÖÁÅÔÓÑ ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÎÁÛÅÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ, ÐÏ- ÓËÏÌØËÕ ÔÁËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÍÏÖÅÔ ŒËÌÀÞÁÔØ ÌÉÛØ ÁÔÏÍÁÒÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ŒÉÄÁ x = y + c É ÄÌÑ ÎÅč ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ y ÓÉÌØÎÏ ÂÏÌØÛÅ x, ÎÅÏÔÌÉÞÉÍ ÏÔ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ y ÓÉÌØÎÏ ÍÅÎØÛÅ x. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ (ÞÅÇÏ ÎÅÌØÚÑ ÂÙÌÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÍÅÔÏ- ÄÏÍ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏŒ), ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ x ¿ y ÎÅŒÙÒÁÚÉÍÏ (Œ ÄÁÎÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ).

îÅÍÎÏÇÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ, ÅÓ- ÌÉ ÄÏÂÁŒÉÔØ Ë ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 29. œÓÑËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ Œ (Z; =; ¡; S) (ÇÄÅ S | ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÉÂÁŒÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ. (ëÁË ÇÏŒÏÒÑÔ, (Z; =; ¡; S) ÄÏÐÕÓ- ËÁÅÔ ÜÌÉÍÉÎÁÃÉÀ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ.)

◁ ðÏÌÎÏÓÔØÀ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÚŒÕÞÉÔ ÔÁË: ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ÐÏ- ÒÑÄÏË É ÓÉÍŒÏÌ S, ÎÁÊÄčÔÓÑ ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÔÏÊ ÖÅ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ, ËÏÔÏÒÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÅÊ Œ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁ- ÃÉÉ, ÇÄÅ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ Z, Á ÓÉÍŒÏÌÙ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÉÎ- ÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÀÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. (œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÐÕÓËÁÔØ ÔÁËÉÅ ÐÏÑÓÎÅÎÉÑ.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÒÅÖÎÅÊ ÓÈÅÍÅ. ðÒÁŒÄÁ, ÔÅ- ÐÅÒØ ÁÔÏÍÁÒÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÂÏÌØÛÅ | ÐÏÍÉÍÏ ÆÏÒÍÕÌ x = t_i Õ ÎÁÓ ÂÕÄÕÔ ÆÏÒÍÕÌÙ x ¡ t_i. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÅÌØÚÑ ÒÁÓÓÞÉÔÙ- ŒÁÔØ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ x, ÎÅ ŒÓÔÒÅÞÁÀÝÉÅÓÑ ÓÒÅ-

ÄÉ {t_1; : : : ; t_k}, ŒÅÄÕÔ ÓÅÂÑ ÏÄÉÎÁËÏŒÏ, É ÎÁÛ ÐÒÉčÍ Ó ŒÙ- ÄÅÌÅÎÉÅÍ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÌÏÖÎÙ, ÂÏÌÅÅ ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ.

ëÁË ÖÅ ÂÙÔØ? äÌÑ ÄÁÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ x_1; : : : ; x_n ÞÉÓÌÁ t_1; : : : ; t_k ÄÅÌÑÔ ÞÉÓÌÏŒÕÀ ÏÓØ (ÔÏÞÎÅÅ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Z ÃÅ- ÌÙÈ ÞÉÓÅÌ) ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÉ, É ÄÌÑ ŒÙÑÓÎÅÎÉÑ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ’ ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÐÏÐÒÏÂÏŒÁÔØ (ÐÏÍÉÍÏ ŒÓÅÈ t_i) ÈÏÔÑ ÂÙ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ. üÔÏ ÂÕÄÅÔ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏŒÁÎÏ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÎÁÐÉÛÅÍ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÀ, Œ ËÏÔÏ- ÒÕÀ, ÐÏÍÉÍÏ ŒÓÅÈ ÆÏÒÍÕÌ ø(t_i; x_1; : : : ; x_n), ŒÏÊÄÕÔ ÔÁËÖÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ø(t_i + 1; x_1; : : : ; x_n) É ø(t_i − 1; x_1; : : : ; x_n). üÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÎÁÍ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÂÅÚ ÆÏÒÍÕÌÙ ’^{′′} É ÂÌÁÇÏÐÏÌÕÞÎÏ ÚÁŒÅÒÛÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ▷

63. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ 0 Ë ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁ- ÔÕÒÅ ÎÅ ÐÒÅÐÑÔÓÔŒÕÅÔ ÜÌÉÍÉÎÁÃÉÉ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ.

þÔÏ ÂÕÄÅÔ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÉÚ ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÕÄÁÌÉÍ ÆÕÎË- ÃÉÀ S? ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ŒÙÒÁÚÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÔÁË ËÁË y = S(x) ÍÏÖÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ ËÁË Ăy ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ, Â«ÏÌØÛÉÍ xĄ. ïÄÎÁËÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ ËŒÁÎÔÏÒÙ, ÔÁË ÞÔÏ ÄÌÑ (Z; =; ¡) ÜÌÉÍÉÎÁÃÉÑ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÁ.

64. õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ Œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÆÏÒÍÕÌÁ y = S(x) ÎÅ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÁ ÎÉËÁËÏÊ ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ.

þÁÓÔÏ ÔÁËÏÊ ÐÅÒÅÈÏÄ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ŒÙÐÏÌÎÑÔØ Œ ÏÂÒÁÔ- ÎÏÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ: Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÉÔÕÁÃÉÑ, Œ ËÏ- ÔÏÒÏÊ ÜÌÉÍÉÎÁÃÉÑ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ. íÙ ÏÂÈÏÄÉÍ ÜÔÕ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ, ÄÏÂÁŒÉŒ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ŒÙÒÁÚÉÍÙÅ ÐÒÅÄÉËÁ- ÔÙ É ÆÕÎËÃÉÉ Œ ÎÁÛÕ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÜÌÉÍÉÎÁÃÉÑ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ ÕÄÁčÔÓÑ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÐÉÓÁ- ÎÉÅ ŒÓÅÈ ŒÙÒÁÚÉÍÙÈ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ (ÐÒÅÄÉËÁÔ ŒÙÒÁÚÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ). íÙ ŒÓÔÒÅÔÉÍÓÑ Ó ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÅÊ ÄÁÌØÛÅ, ÇÏŒÏÒÑ ÏÂ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ ðÒÅÓÂÕÒÇÅÒÁ (ÒÁÚÄÅÌ 3.7).

œ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÕÐÒÏÝÁÅÔÓÑ, ÅÓ- ÌÉ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÅ ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ Ë ÄÉÚSSÀÎËÔÉŒÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ. œÏÔ ÏÄÉÎ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ.

ôÅÏÒÅÍÁ 30. œÓÑËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ Œ (Q; =; ¡) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ.

◁ ëÁË ŒÓÅÇÄÁ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ ÆÏÒ- ÍÕÌÙ ŒÉÄÁ ∃x ø(x; x_1 ; : : : ; x_n);

ÇÄÅ ø(x; x_1; : : : ; x_n) | ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ. æÏÒÍÕ- ÌÕ ø ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ Œ ÄÉÚSSÀÎËÔÉŒÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌØ- ÎÏÊ ÆÏÒÍÅ (ÔÅÏÒÅÍÁ 4, Ó. 19). îÁÐÏÍÎÉÍ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ø ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÀ ËÏÎSSÀÎËÃÉÊ, Á ËÁÖÄÁÑ ËÏÎSSÀÎËÃÉÑ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÌÉÔÅÒÁÌÏŒ (ÁÔÏ- ÍÁÒÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÉÌÉ ÉÈ ÏÔÒÉÃÁÎÉÊ).

œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ÉÚÂÁŒÉÔÓÑ ÏÔ ÏÔÒÉÃÁÎÉÊ, ÚÁ- ÍÅÎÉŒ ¬(x = y) ÎÁ ((x ¡ y) ∨ (x ¿ y)), Á ¬(x ¡ y) | ÎÁ ((x = y) ∨ (x ¿ y)). ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ- ÓÑ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔØÀ É ŒÎÏŒØ ÐÒÉÄÔÉ Ë ÄÉÚSSÀÎËÔÉŒÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ | Ó ÂÏÌØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÞÌÅÎÏŒ, ÎÏ ÕÖÅ ÂÅÚ ÏÔÒÉÃÁÎÉÊ.

ôÅÐÅÒØ ÎÁÄÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ËŒÁÎÔÏÒ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ (ËÏÔÏÒÙÊ ÅÓÔØ ĂÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÑĄ) ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÔØ Ó ÄÉÚSSÀÎËÃÉÅÊ. ôÏÞÎÅÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÍÙ ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ

∃x (ø_1 ∨ ø_2) É ∃x ø_1 ∨ ∃x ø_2

ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ. (âÅÌÙÊ ÉÌÉ ÞčÒÎÙÊ ÅÄÉÎÏÒÏÇ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÅÌÙÊ ÅÄÉÎÏÒÏÇ ÉÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÞčÒÎÙÊ ÅÄÉÎÏÒÏÇ.) üÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ

∃x (ø_1 ∨ ø_2 ∨ : : : ∨ ø_n) ÎÁ ∃x ø_1 ∨ ∃x ø_2 ∨ : : : ∨ ∃x ø_n

É ÄÁÌØÛÅ ÒÁÚÂÉÒÁÔØÓÑ Ó ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ ÐÏÏÄÉÎÏÞËÅ.

éÔÁË, ÎÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ Ë ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÏÍÕ ŒÉÄÕ ÆÏÒÍÕÌÕ

∃x (æ_1 ∧ æ_2 ∧ : : : ∧ æ_k);

ÇÄÅ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ æ_i ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÄŒÅ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÙÅ ÚÎÁËÏÍ = ÉÌÉ ¡ (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÏÔ ÏÔÒÉÃÁÎÉÊ ÍÙ ÕÖÅ ÉÚÂÁŒÉÌÉÓØ).

îÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ æ_i ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x. ôÏÇÄÁ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ŒÙÎÅÓÔÉ ÚÁ ËŒÁÎÔÏÒ: ÅÓÌÉ x ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ÆÏÒÍÕÌÙ ff, ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ

∃x (ff ∧ fi) É ff ∧ ∃x fi

ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ (ÅÓÌÉ ff ÉÓÔÉÎÎÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ, ÔÏ Œ ÏÂÅÉÈ ÆÏÒÍÕÌÁÈ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÏÐÕÓÔÉÔØ; ÅÓÌÉ ff ÌÏÖÎÏ, ÔÏ ÏÂÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÌÏÖÎÙ ÐÒÉ ÜÔÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ).

œÙÎÅÓÑ ÔÁËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÄ ËŒÁÎ- ÔÏÒÏÍ ÏÓÔÁÌÉÓØ ÌÉÛØ ÆÏÒÍÕÌÙ ŒÉÄÁ x ¡ x_i, x = x_i É x ¿ x_i, ÓÒÁŒÎÉŒÁÀÝÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ x Ó ËÁËÉÍÉ-ÔÏ ÄÒÕÇÉ- ÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ. åÓÌÉ ÔÁÍ ÅÓÔØ ÈÏÔØ ÏÄÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ÔÏ ËŒÁÎÔÏÒ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ŒÙÒÏÖÄÁÅÔÓÑ | ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÕÄÁ- ÌÉÔØ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x, ÚÁÍÅÎÉŒ Åč ÎÁ ÔÕ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÕÀ, ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎÁ ÒÁŒÎÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÏÒÍÕÌÕ ∃x ((x = y)∧ ∧ A(x)) ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ A(y).

éÔÁË, ÏÓÔÁÌÓÑ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ x ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ Œ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÈ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÎÁÓ ÓÐÒÁÛÉŒÁÀÔ, ÎÁÊÄčÔÓÑ ÌÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ x, ÂÏÌØÛÅÅ ËÁËÉÈ-ÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ÍÅÎØÛÅÅ ËÁËÉÈ-ÔÏ ÄÒÕÇÉÈ. åÓÌÉ ŒÓÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ x ÏÄ- ÎÏÇÏ ÚÎÁËÁ (ÔÏÌØËÏ ÓÎÉÚÕ ÉÌÉ ÔÏÌØËÏ ÓŒÅÒÈÕ), ÔÏ ÔÁËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ x ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÄÒÕÇÉÈ ÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÙÈ (ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ Q ÎÅÔ ÎÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ, ÎÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ). þÔÏ ÄÅÌÁÔØ, ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÉÑ ÒÁÚÎÙÈ ÚÎÁËÏŒ? ðÕÓÔØ ÎÁÛÁ ÆÏÒÍÕÌÁ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

∃x ((x ¿ a) ∧ (x ¿ b) ∧ (x ¡ c) ∧ (x ¡ d)):

ëÁË ÚÁÐÉÓÁÔØ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ a; b; c; d, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ, ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ? îÁÄÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÔÁËÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ:

(a ¡ c) ∧ (a ¡ d) ∧ (b ¡ c) ∧ (b ¡ d):

íÙ ÈÏÔÉÍ ÎÁÐÉÓÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ÉÚ ÎÉÖÎÉÈ ÇÒÁÎÉÃ ÍÅÎØÛÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ÉÚ ŒÅÒÈÎÉÈ, ÎÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ ÚÁÒÁÎÅÅ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÏ, ËÁËÁÑ ÂÕÄÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ É ËÁËÁÑ ÎÁÉÍÅÎØ- ÛÅÊ, ÍÙ ÐÉÛÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎÉÃÁ ÍÅÎØÛÅ ÌÀ- ÂÏÊ ŒÅÒÈÎÅÊ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Q ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÌÏÔÎÙÍ (ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ ÄŒÕÍÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÒÅÔÉÊ), ÔÏ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÉÓÈÏÄÎÏÊ.

ôÁË, ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ ÓŒÏÄÑ ÄÅÌÏ ËÏ ŒÓč ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÙÍ ÓÌÕ- ÞÁÑÍ, ÍÙ ÚÁŒÅÒÛÉÌÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ. ▷

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÉÚ ÓŒÏÊÓÔŒ ÒÁÃÉ- ÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ ÌÉÛØ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÅ ÎÁÉ- ÂÏÌØÛÅÇÏ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ É ÐÌÏÔÎÏÓÔØ. ðÏÜÔÏ- ÍÕ ŒÓÅ ÎÁÛÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Ó ÔÁËÉÍÉ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÁÍÉ, Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ Q. ðÒÉÍÅÎÉŒ ÜÔÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÑ Ë ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ (ÆÏÒÍÕÌÅ ÂÅÚ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ), ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÉÌÉ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÓÔÉÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÉÌÉ ÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÏÖÎÕÀ (ÔÏÌØËÏ ÎÁÄÏ ÄÏÂÁŒÉÔØ Œ ÑÚÙË ËÏÎ- ÓÔÁÎÔÙ ÄÌÑ ÉÓÔÉÎÙ É ÌÖÉ, ÞÔÏÂÙ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÆÉË- ÔÉŒÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ËÏÇÄÁ ÎÁÄÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÓÔÉÎÎÏÅ ÉÌÉ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÏÖÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ). ïÔÓÀ- ÄÁ ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ŒÏ ŒÓÅÈ ÐÌÏÔÎÙÈ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ ÂÅÚ ÐÅÒŒÏÇÏ É ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÓÐÒÁŒÅÄ- ÌÉŒÙ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÁÛÅÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ. ëÁË ÇÏ- ŒÏÒÑÔ, ŒÓÅ ÔÁËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÎÁÛÅÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ, ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 3.9. (äÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÅÏÒÅÍÕ ìÅŒÅÎÇÅÊÍÁ { óËÏÌÅÍÁ Ï ÓÞčÔÎÏÊ ÐÏÄÍÏÄÅÌÉ É ÔÅ- ÏÒÅÍÕ ÏÂ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÓÞčÔÎÙÈ ÐÌÏÔÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑ- ÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÂÅÚ ÐÅÒŒÏÇÏ É ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 3.11.)

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ É ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÓÔÉÎÎÙ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÙ

ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ (=; ¡).

åÝč ÏÄÎÉÍ ÐÏÂÏÞÎÙÍ ÐÒÏÄÕËÔÏÍ ÎÁÛÅÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅ- ÎÉÑ (ËÁË É ÄÒÕÇÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ÏÂ ÜÌÉÍÉÎÁÃÉÉ ËŒÁÎÔÏ- ÒÏŒ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÐÏÓÏÂ ŒÙÑÓÎÉÔØ, ÂÕÄÅÔ ÌÉ ÄÁÎÎÁÑ ÚÁÍËÎÕ- ÔÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÓÔÉÎÎÏÊ ÉÌÉ ÌÏÖÎÏÊ Œ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ Åč Ë ÂÅÓËŒÁÎ- ÔÏÒÎÏÍÕ ŒÉÄÕ É ÐÏÓÍÏÔÒÅÔØ, ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÌÉ é ÉÌÉ ì. äÒÕ- ÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÜÌÉÍÉÎÁÃÉÑ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔ ÒÁÚ- ÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ É ÐÏÒÑÄËÁ.

üÌÉÍÉÎÁÃÉÑ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ ÏÓÔÁčÔÓÑ ŒÏÚÍÏÖÎÏÊ (É ÒÁÓÓÕ- ÖÄÅÎÉÅ ÄÁÖÅ ÎÅÍÎÏÇÏ ÕÐÒÏÝÁÅÔÓÑ), ÅÓÌÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ (ÉÌÉ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ) ÞÉÓÌÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ Ó ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ É ÐÏÒÑÄËÏÍ, ÎÏ É ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÒÁÃÉÏÎÁÌØ- ÎÙÍÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ- ÓÑ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÏÊ ÒÁÎÅÅ ÓÈÅÍÏÊ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌØ- ÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÔÅÒÍÏŒ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ x | ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÁÑ, ËÏÔÏÒÕÀ (ŒÍÅÓÔÅ Ó ËŒÁÎÔÏÒÏÍ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ ÎÅÊ) ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÜÌÉÍÉÎÉÒÏŒÁÔØ. œÓÅ ÁÔÏÍÁÒÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, Åč ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ, ÍÏÖÎÏ ĂÒÁÚÒÅÛÉÔØĄ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ x, ÐÏÌÕ- ÞÉŒ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÆÏÒÍÕÌ ŒÉÄÁ x = t_i, x ¿ t_i É x ¡ t_i, ÇÄÅ t_i | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÙÈ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. (òÁÚÒÅÛÅ- ÎÉÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ŒÍÅÓÔÏ ÃÅÌÙÈ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ, ÔÁË ËÁË ÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ ŒÓč Ë ÏÂÝÅÍÕ ÚÎÁ- ÍÅÎÁÔÅÌÀ É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÃÅÌÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ, ÚÁÔÅÍ ÐÅÒÅ- ÎÅÓÔÉ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ Œ ÄÒÕÇÕÀ ÞÁÓÔØ, Á ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÙÍ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ.)

úÁÔÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÎÁÄÏ ŒÚÑÔØ ÎÁÂÏÒ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ, ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÉÚ ŒÓÅÈ t_i, ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÉÚ ŒÓÅÈ ÓÒÅÄÎÉÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ (t_i + t_j )=2, É, ÎÁËÏÎÅÃ, ÉÚ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ t_i − 1 É t_i + 1. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ËÁË ÂÙ ÎÉ ÒÁÓÐÏ- ÌÏÖÉÌÉÓØ ÔÏÞËÉ t_i ÎÁ ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÏÓÉ, ÜÔÏÔ ÎÁÂÏÒ ÚÁÈŒÁÔÉÔ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ ÐÏ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ (ÓÒÅÄÎÉÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ ÎÕÖÎÙ ÄÌÑ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ, Á ÐÒÉ- ÂÁŒÌÅÎÉÅ É ŒÙÞÉÔÁÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ | ÄÌÑ ÌÕÞÅÊ ÐÏ ËÒÁÑÍ).

65. ðÒÏŒÅÓÔÉ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ.

œÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÜÌÉÍÉÎÁÃÉÉ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ Œ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ (Q; =; ¡; +; ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ËÏÎÓ- ÔÁÎÔÙ) ÉÍÅÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 31. ðÕÓÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËŒÁÄÒÁÔ ÒÁÚÒÅÚÁÎ ÎÁ ÎÅ- ÓËÏÌØËÏ ÍÅÎØÛÉÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ. ôÏÇÄÁ ŒÓÅ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÒÁÃÉ- ÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ.

◁ ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÔÁËÏÅ ÒÁÚÒÅÚÁÎÉÅ Ó n ÍÅÎØÛÉÍÉ ËŒÁ- ÄÒÁÔÁÍÉ. îÁÐÉÛÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ Ó 3n ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ (n ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÒÁÚÍÅÒÁÍ ÍÅÎØÛÉÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ, Á 2n | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ ÉÈ ÌÅŒÙÈ ŒÅÒÈÎÉÈ ÕÇÌÏŒ), ËÏÔÏÒÁÑ ÇÏ- ŒÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÄÁÀÔ ÒÁÚÒÅ- ÚÁÎÉÅ ËŒÁÄÒÁÔÁ (ËŒÁÄÒÁÔÙ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ŒÎÕÔÒÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏ- ÇÏ, ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ ÔÏÞÅË É ŒÓÑËÁÑ ÔÏÞËÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËŒÁ- ÄÒÁÔÁ ÐÏËÒÙŒÁÅÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÍÅÎØÛÉÈ ËŒÁÄÒÁ- ÔÏŒ). îÁŒÅÓÉŒ ËŒÁÎÔÏÒÙ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ, ÚÁÄÁÀÝÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ F (x_1; : : : ; x_n) Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ x_1; : : : ; x_n, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÓÔÉÎÎÁ, ËÏÇÄÁ ÉÚ ËŒÁ- ÄÒÁÔÏŒ ÒÁÚÍÅÒÏŒ x_1; : : : ; x_n ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁŒÉÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËŒÁÄÒÁÔ.

üÌÉÍÉÎÁÃÉÑ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÆÏÒ- ÍÕÌÁ F ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÁÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÌÏÇÉ- ÞÅÓËÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ ÒÁŒÅÎÓÔŒ É ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ ŒÉÄÁ c_1x_1 + + : : : + c_nx_n + c_0 = 0 É c_1x_1 + : : : + c_nx_n + c_0 ¿ 0 Ó ÒÁÚ- ÌÉÞÎÙÍÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ŒÓÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ, ÓÔÏÑÝÉÅ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÔÁËÉÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒ É ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ. ðÏÄÓÔÁŒÉÍ Œ ÎÉÈ ÞÉÓÌÁ x_1; : : : ; x_n, ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÉÅ ÄÁÎÎÏÍÕ ÎÁÍ ÒÁÚÒÅÚÁÎÉÀ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÉÔ- ÓÑ ÉÓÔÉÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ F (x_1; : : : ; x_n), Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÌÅŒÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÒÁŒÅÎÓÔŒ É ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ ÂÕÄÕÔ ÒÁŒÎÙ ÎÕ- ÌÀ, Á ÄÒÕÇÉÅ ÎÅÔ. œÒÅÍÅÎÎÏ ÚÁÂÕÄÅÍ ÐÒÏ ÔÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ, Á ÒÁŒÎÙÅ ÎÕÌÀ ÂÕÄÅÍ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÌÅ- ŒÙÅ ÞÁÓÔÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Ó ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÍÉ x_1; : : : ; x_n (Ó ÎÕÌčÍ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ) ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÏÔ ÔÏÇÏ, ŒÈÏÄÉÌÉ ÌÉ ÏÎÉ Œ F ËÁË ÌÅŒÙÅ ÞÁÓÔÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÉÌÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÞÉÓÌÁ x_1; : : : ; x_n ÂÕÄÕÔ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ. åÓÌÉ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍÉ Åč ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ, ÔÏ ÏÎÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ

ÐÒÁŒÉÌÁ ëÒÁÍÅÒÁ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÓÏÄÅÒ- ÖÁÔ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÁÍÉ). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÃÅÌÁÑ ÐÒÑÍÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ x = ⟨x_1; : : : ; x_n⟩ É ÌÅÖÁÝÁÑ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. œÓÅ ÔÏÞËÉ ÐÒÑ- ÍÏÊ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÉÅ Ë x, ÎÅÏÔÌÉÞÉÍÙ ÏÔ x Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌÙ F É ÐÏÔÏÍÕ ÄÅÌÁÀÔ ÆÏÒÍÕÌÕ F ÉÓÔÉÎ- ÎÏÊ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÌÅŒÙÅ ÞÁÓÔÉ, ÒÁŒÎÙÅ ÎÕÌÀ Œ x, ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ ÎÁ ŒÓÅÊ ÐÒÑÍÏÊ, Á ÌÅŒÙÅ ÞÁÓÔÉ, ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ ÎÕÌÑ Œ ÔÏÞËÅ x, ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÚÎÁË Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ. ðÕÓÔØ ⟨h_1; : : : ; h_n⟩ | ÎÁÐÒÁŒÌÑÀÝÉÊ ŒÅËÔÏÒ ÜÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ t ÉÚ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÒÁÚÍÅÒÏŒ

x_1 + th_1; x_2 + th_2; : : : ; x_n + th_n

ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁŒÉÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËŒÁÄÒÁÔ. îÏ ÜÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖ- ÎÏ. þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ÜÔÏÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÓÔÁŒÉÔØ ÌÏÇÉËÕ É ŒÅÒÎÕÔØÓÑ Ë ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ: ÐÌÏÝÁÄÉ ÜÔÉÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ Œ ÓÕÍ- ÍÅ ÄÏÌÖÎÙ ÒÁŒÎÑÔØÓÑ 1, ÎÏ ÐÌÏÝÁÄØ ËÁÖÄÏÇÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÏ t, É ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ t^2 ÐÏÌÏÖÉ- ÔÅÌÅÎ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁ ÔÁËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÔÏ- ÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÑÔØÓÑ ÅÄÉÎÉÃÅ ÎÉ ÎÁ ËÁËÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ. ▷ îÁÓËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÁ Œ ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ ÓÓÙÌ- ËÁ ÎÁ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÜÌÉÍÉÎÁÃÉÉ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ? œ ÐÒÉÎÃÉ- ÐÅ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ ÔÁË. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÒÁÚÒÅ- ÚÁÎÉÅ ËŒÁÄÒÁÔÁ. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÀ, ÏÂÒÁÚÕÅ- ÍÕÀ ÍÅÎØÛÉÍÉ ËŒÁÄÒÁÔÁÍÉ, É ÎÁÐÉÛÅÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ É ÎÅÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÁ ÎÁ ÒÁÚÍÅÒÙ ÞÁÓÔÅÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÔ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÊ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÉ ÎÅÔ ÝÅÌÅÊ É ÐÅÒÅËÒÙÔÉÊ. (äÁÌÅÅ ÐÒÏ- ÄÏÌÖÁÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ËÁË ÒÁÎØÛÅ.) ëÏÎÅÞÎÏ, ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ŒÏÐÒÏÓ: ÐÏÞÅÍÕ ÍÙ ÕŒÅÒÅÎÙ, ÞÔÏ ÔÁËÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÊ É ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ? çÌÑÄÑ ÎÁ ËÏÎËÒÅÔ- ÎÕÀ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÀ, ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÌÅÇËÏ, ÎÏ ËÁË ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÓÔÒÏÇÏ ÄÌÑ ÏÂÝÅÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, ÎÅ ŒÐÏÌÎÅ ÐÏÎÑÔÎÏ.

éÚÌÏÖÅÎÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÜÌÉÍÉÎÁ-

ÃÉÀ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ É ÏÐÉÓÁÔØ ŒÙÒÁÚÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÏ ÍÎÏ- ÇÉÈ ÓÉÔÕÁÃÉÑÈ; ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÔÁËÏÇÏ ÒÏ- ÄÁ ÐÒÅÄÌÁÇÁÀÔÓÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÚÁÄÁÞ. äŒÁ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÁ (ÁÒÉÆÍÅÔÉËÁ ðÒÅÓÂÕÒÇÅÒÁ É ÔÅÏÒÉÑ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ) ÒÁÚÂÉÒÁÀÔÓÑ Œ ÄŒÕÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÒÁÚÄÅÌÁÈ.

66. ïÐÉÓÁÔØ ŒÙÒÁÚÉÍÙÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÙ, ÐÒÏŒÅÄÑ ÜÌÉÍÉÎÁ- ÃÉÀ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ (É ÒÁÓÛÉÒÉŒ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ, ÅÓÌÉ ÎÕÖÎÏ) ÄÌÑ (Á) (M; =), ÇÄÅ M | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ; (Â) (Q; =; +); (Œ) (Q; =; S), ÇÄÅ S | ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÐÒÉÂÁŒÌÅÎÉÑ ÅÄÉ- ÎÉÃÙ; (Ç) (N; =; S), ÇÄÅ S | ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÐÒÉÂÁŒÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ; (Ä) (N; =; S; P ), ÇÄÅ S | ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÐÒÉÂÁŒÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ, Á P | ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ ĂÂÙÔØ ÓÔÅÐÅÎØÀ ÄŒÏÊËÉĄ.

3.7. áÒÉÆÍÅÔÉËÁ ðÒÅÓÂÕÒÇÅÒÁ

œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÏÐÉÓÙŒÁÅÍ ŒÙÒÁÚÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ (Z; =; ¡; +; 0; 1). ïÔÍÅÔÉÍ ÓÒÁÚÕ ÖÅ, ÞÔÏ Ó ÔÁËÏÊ ÓÉÇ- ÎÁÔÕÒÏÊ ÜÌÉÍÉÎÁÃÉÑ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÁ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅ- ÌÅ, ÆÏÒÍÕÌÁ ∃y (x = y + y); ÉÓÔÉÎÎÁÑ ÄÌÑ ÞčÔÎÙÈ x, ÎÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÎÉËÁËÏÊ ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ, ÐÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÐÒÏŒÏÄÉÔØ ÜÌÉÍÉÎÁÃÉÀ ËŒÁÎÔÏ- ÒÏŒ, ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ. ðÒÉŒÅÄčÎÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÆÏÒ- ÍÕÌÙ ÐÏÄÓËÁÚÙŒÁÅÔ, ËÁËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÎÁÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÞčÔÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÄŒÕÍÅÓÔÎÙÈ ÐÒÅÄÉËÁÔ- ÎÙÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ ≡_2; ≡_3; ≡_4; : : : óÉÍŒÏÌ ≡_c ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅÒÐÒÅ- ÔÉÒÏŒÁÔØÓÑ ËÁË ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ c. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁ- ÍÉ, ÆÏÒÍÕÌÁ x ≡_c y ÂÕÄÅÔ ÉÓÔÉÎÎÁ Œ ÎÁÛÅÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁ- ÃÉÉ, ÅÓÌÉ x ÓÒÁŒÎÉÍÏ Ó y ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ c (ÏÓÔÁÔËÉ ÐÏ ÍÏÄÕ- ÌÀ c ÒÁŒÎÙ; x − y ËÒÁÔÎÏ c).

œÁÖÎÏ ÉÍÅÔØ Œ ŒÉÄÕ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓ c Œ x ≡_c y ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ: Õ ÎÁÓ ÎÅ ÔÒčÈÍÅÓÔÎÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ, Á ÓÞčÔÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÄŒÕÍÅÓÔÎÙÈ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ.

ôÁËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ËÌÁÓÓÁ ŒÙÒÁÚÉÍÙÈ ÐÒÅ- ÄÉËÁÔÏŒ, ÐÏÓËÏÌØËÕ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, x ≡_3 y ÍÏÖÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ ËÁË ∃z (x = y+z+z+z). úÁÔÏ ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ŒÓÑËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÏÊ, ËÁË ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ (ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÏÂ ÜÌÉÍÉÎÁÃÉÉ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ Œ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ ðÒÅÓÂÕÒÇÅÒÁ).

ôÅÏÒÅÍÁ 32. œ ⟨Z; =; ¡; +; 0; 1; ≡_2; ≡_3; : : : ⟩ ŒÙÐÏÌÎÉÍÁ ÜÌÉÍÉÎÁÃÉÑ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ.

◁ íÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÍÅÔÏÄ, ÏÐÒÏÂÏŒÁÎÎÙÊ Œ ÐÒÅ- ÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ: ŒÙÂÏÒ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÔÅÒÍÏŒ (ÐÏÓÌÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ ÆÏÒÍÕÌÙ).

îÁÐÏÍÎÉÍ, ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ. íÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÏÊ. òÁÓÓÕÖÄÁÑ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÌÉÛØ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ŒÉÄÁ ∃x ø(x; x_1 ; : : : ; x_n);

ÇÄÅ ø(x; x_1; : : : ; x_n) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ, ŒÓÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ÓÒÅÄÉ x; x_1; : : : ; x_n, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ (Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ, ÎÅ ÓÞÉÔÁÑ x).

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁËÉÅ ÁÔÏÍÁÒÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ x, ŒÈÏÄÑÔ Œ ø. ðÅÒÅÎÏÓÑ ÞÌÅÎÙ Œ ÏÄÎÕ ÓÔÏ- ÒÏÎÕ, ÜÔÉ ÁÔÏÍÁÒÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÔÒčÈ ŒÉÄÏŒ: L(x; x_1; : : : ; x_n) = 0, L(x; x_1; : : : ; x_n) ¿ 0 ÉÌÉ L(x; x_1; : : : ; x_n) ≡_c0, ÇÄÅ L(x; x_1; : : : ; x_n) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑ- ÅÔ ÓÏÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x; x_1; : : : ; x_n Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ É ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ. (œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÓÉÔÕÁÃÉÉ Œ Q, ÚÄÅÓØ ÎÅÌØÚÑ ÄÅÌÉÔØ ÎÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ x.) ðÅÒÅÎÏÓÑ x Œ ÌÅŒÕÀ ÞÁÓÔØ, Á ŒÓč ÏÓÔÁÌØÎÏÅ | Œ ÐÒÁŒÕÀ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÞÅÔÙÒčÈ ŒÉÄÏŒ:

kx = l(x_1; : : : ; x_n); kx ¡ l(x_1; : : : ; x_n); kx ¿ l(x_1; : : : ; x_n); kx ≡_c l(x_1; : : : ; x_n);

ÇÄÅ k | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ (ÒÁÚÎÏÅ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ ÁÔÏÍÁÒÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ), Á l | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÙÈ x_1; : : : ; x_n Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ É ÓŒÏÂÏÄ- ÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ.

ëÁË ÍÙ ÇÏŒÏÒÉÌÉ, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (Á ÔÁËÖÅ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÐÒÁŒÙÅ ÞÁÓÔÉ) Õ ÒÁÚÎÙÈ ÁÔÏÍÁÒÎÙÈ

ÆÏÒÍÕÌ ÒÁÚÎÙÅ. ïÄÎÁËÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÉÈ ÕÎÉÆÉÃÉÒÏŒÁÔØ, ÐÅÒÅÊÄÑ Ë ÏÂÝÅÍÕ ËÒÁÔÎÏÍÕ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ É ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÍÏÖÎÏ ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ÞÉÓÌÏ, ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ | ÔÏÖÅ, ÅÓÌÉ ÍÏÄÕÌØ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ (ÉÎÄÅËÓ c Œ ≡_c) ÕÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÛÁ ÆÏÒ- ÍÕÌÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ∃x ø(kx; x_1; : : : ; x_n), ÐÏÎÉÍÁÑ ÐÏÄ ÜÔÉÍ, ÞÔÏ x ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ Œ ÌÅŒÙÈ ÞÁÓÔÑÈ É ŒÅÚÄÅ Ó ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔÏÍ k. ôÁËÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ËÁË

∃y (ø(y; x_1; : : : ; x_n) ∧ (y ≡_k 0)):

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉ- ÔÁÔØ, ÞÔÏ k = 1, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÏŒÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÍÅÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ ŒÉÄ ∃y ø(y; x_1; : : : ; x_n);

ÞÔÏ É ÉÓÈÏÄÎÁÑ, ÎÏ ÕÖÅ ÂÅÚÏ ŒÓÑËÏÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ÐÒÉ y (É Ó ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ø). ðÕÓÔØ l_1; : : : ; l_k | ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ, ÓÔÏÑÝÉÅ Œ ÐÒÁŒÙÈ ÞÁÓÔÑÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒ, ÎÅÒÁ- ŒÅÎÓÔŒ É ÓÒÁŒÎÅÎÉÊ Ó ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔØÀ y.

íÙ ÈÏÔÉÍ, ËÁË É Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ, ÕËÁÚÁÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Y_1; : : : ; Y_N . ëÁÖÄÏÅ ÉÚ Y_i ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÙÈ x_1; : : : ; x_n Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ É ÓŒÏÂÏÄ- ÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ. ĂðÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌØÎÏÓÔØĄ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓ- ÌÉ ÄÌÑ ËÁËÉÈ-ÔÏ x_1; : : : ; x_n ÎÁÊÄčÔÓÑ y, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ø(y; x_1; : : : ; x_n); ÔÏ ÔÁËÏÊ y ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ É ÓÒÅÄÉ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÊ Y_1; : : : ; Y_N (ÐÒÉ ÔÅÈ ÖÅ x_1; : : : ; x_n).

þÔÏÂÙ ÕËÁÚÁÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ, ÒÁÚÄÅÌÉÍ ŒÓÅ ÁÔÏÍÁÒÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ Œ ø, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ y, ÎÁ ÄŒÁ ÔÉ- ÐÁ | ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ É ÏÓÔÁÌØÎÙÅ (ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ É ÎÅ- ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ). ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÐÏ ËÁËÉÍ ÍÏÄÕÌÑÍ ÐÒÏŒÏÄÑÔÓÑ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ D | ÏÂÝÅÅ ËÒÁÔÎÏÅ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÍÏÄÕÌÅÊ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ y ÎÁ ŒÅ- ÌÉÞÉÎÕ, ËÒÁÔÎÕÀ D, ÎÅ ŒÌÉÑÅÔ ÎÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÓÒÁŒÎÅÎÉÊ. ôÅÐÅÒØ ŒÏÚØÍčÍ ŒÓÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ, ŒÓÔÒÅÞÁÀÝÉÅÓÑ Œ ÐÒÁŒÙÈ ÞÁÓÔÑÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒ ÉÌÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ, É ÂÕÄÅÍ ÐÒÉÂÁŒÌÑÔØ Ë ÎÉÍ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ ÏÔ −D ÄÏ D. üÔÏ É ÂÕÄÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ,

Œ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ŒÈÏÄÑÔ ŒÓÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ l + c, ÇÄÅ l | ÏÄÎÁ ÉÚ ÐÒÁŒÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÒÁŒÅÎÓÔŒ ÉÌÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ y Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ, Á c | ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ ÐÒÅ- ŒÏÓÈÏÄÑÝÅÅ D ÐÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÅ.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÂÕÄÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌØÎÙÍ. ðÕÓÔØ ÐÒÉ ÄÁÎÎÙÈ x_1; : : : ; x_n ÎÁÊÄčÔ- ÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ y, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ø(y; x_1; : : : ; x_n). ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÐÒÁŒÙÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒ É ÎÅ- ÒÁŒÅÎÓÔŒ ÐÒÉ ÄÁÎÎÙÈ x_1; : : : ; x_n. åÓÌÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ y ÐÏÐÁÌÏ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ D-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ ÜÔÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÔÏ ÄÏËÁ- ÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. åÓÌÉ ÖÅ ÎÅÔ, ÎÁÞÎčÍ ÓÍÅÝÁÔØ y, ÄŒÉÇÁ- ÑÓØ ÛÁÇÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÁ D Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÔÏÞËÉ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ. íÉÎÏŒÁÔØ ÍÙ Åč ÎÅ ÍÏÖÅÍ (ÛÉÒÉÎÁ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÒÁŒÎÁ 2D, Á ÒÁÚÍÅÒ ÛÁÇÁ ÒÁŒÅÎ D), ÐÏÜÔÏÍÕ Œ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÍÏÍÅÎÔ ÍÙ ŒÐÅÒŒÙÅ ÐÏÐÁÄčÍ Œ ÜÔÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅ- ÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ (ÐÅÒŒÕÀ ÐÏÐÁŒÛÕÀ Œ ÏÂSSÅÄÉ- ÎÅÎÉÅ) ÞÅÒÅÚ y^′. ôÏÇÄÁ y^′ ÐÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÅ Œ ø ÄÁčÔ ÔÅ ÖÅ ÓÁÍÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÞÔÏ É y. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ÓÒÁŒÎÅ- ÎÉÊ ÜÔÏ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏŒÁÎÏ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÓÄŒÉÇ ËÒÁÔÅÎ ÍÏÄÕ- ÌÀ ÓÒÁŒÎÅÎÉÊ. îÏ ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒ É ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÛÁÇÅ ÍÙ ÂÙÌÉ ŒÎÅ D-ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔÉ ŒÓÅÈ ÐÒÁŒÙÈ ÞÁÓÔÅÊ É ÐÏÔÏÍÕ ÎÅ ÍÏÇÌÉ ÐÅÒÅÊÔÉ Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÎÁ ÄÒÕÇÕÀ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÒÅÄÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÅÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ (Á ÉÍÅÎÎÏ, y^′), ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÆÏÒÍÕÌÅ ø, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ. ▷

éÔÁË, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÏÔŒÅÔ ÎÁ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÊ ÎÁÓ ŒÏ- ÐÒÏÓ: ŒÙÒÁÚÉÍÙÅ Œ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ ðÒÅÓÂÕÒÇÅÒÁ ÐÒÅÄÉËÁ- ÔÙ | ÜÔÏ ÐÒÅÄÉËÁÔÙ, ŒÙÒÁÚÉÍÙÅ ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÙÍÉ ÆÏÒ- ÍÕÌÁÍÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ ÃÅÌÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÓÌÏÖÅÎÉÅ, ÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÏ, ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÁ É ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ ÐÏ ÌÀÂÙÍ ÆÉË- ÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÍÏÄÕÌÑÍ.

3.8. ôÅÏÒÅÍÁ ôÁÒÓËÏÇÏ { úÁÊÄÅÎÂÅÒÇÁ

œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÔÅ- ÏÒÉÉ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÕÍÎÏÖÅÎÉ- ÅÍ ŒÙÐÏÌÎÉÍÁ ÜÌÉÍÉÎÁÃÉÑ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ. âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÒÁÓ-

ÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ÐÒÅÄÉËÁÔÙ = É ¡, ËÏÎ- ÓÔÁÎÔÙ 0 É 1, Á ÔÁËÖÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅ- ÎÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ, ÎÏÓÉ- ÔÅÌÅÍ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉ- ÓÅÌ, Á ÐÒÅÄÉËÁÔÙ É ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÐÏÎÉÍÁÀÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÁÑ (ŒÙÒÁÖÁÀÝÁÑ ÔÏÔ ÖÅ ÐÒÅÄÉËÁÔ) ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ. üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ôÁÒÓËÏ- ÇÏ { úÁÊÄÅÎÂÅÒÇÁ.

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÓÄÅÌÁÅÍ ÎÅÓËÏ- ÌØËÏ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÅŒ:

• óŒÏÊÓÔŒÏ x ¡ y ÍÏÖÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ ËÁË ĂÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ z, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ x + z^2 = yĄ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÌÁÓÓ ŒÙÒÁÚÉÍÙÈ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔ- ÓÑ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÕÄÁÌÉÍ ÓÉÍŒÏÌ ¡ ÉÚ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ. (îÏ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ, ŒÙÒÁÚÉÍÙÈ ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁ- ÍÉ, ÓÔÁÎÅÔ ÍÅÎØÛÅ: ÓŒÏÊÓÔŒÏ x ¿ 0, ËÁË ÌÅÇËÏ ÐÏ- ÎÑÔØ, ÎÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÎÉËÁËÏÊ ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÏÊ ÆÏÒ- ÍÕÌÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÓÌÏÖÅÎÉÅ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ É ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ.)

• âÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÎÁÛÅÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ Ë ÄÉÚSSÀÎËÔÉŒÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ, ÐÏ- ÓÌÅ ÞÅÇÏ ÏÎÁ ÐÒÅŒÒÁÔÉÔÓÑ Œ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ÓÉÓÔÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ŒÉÄÁ P = 0 É ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ ŒÉÄÁ P ¿ 0. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, Œ ËÏÎSSÀÎËÃÉÑÈ ÍÏÇÕÔ ÅÝč ÂÙÔØ ÏÔ- ÒÉÃÁÎÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ≠ É ⩾, ÎÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚ- ÂÉÔØ P ≠ 0 ÎÁ (P ¡ 0) ∨ (P ¿ 0), Á P ⩾ 0 ÎÁ (P = 0) ∨ (P ¿ 0), ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÄÉÓ- ÔÒÉÂÕÔÉŒÎÏÓÔØÀ.

• ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ R^n , ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÅ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑÍÉ ŒÉÄÁ P = 0 É ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ ŒÉÄÁ P ¿ 0 (ÇÄÅ P | ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ), Á ÔÁËÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÐÏ- ÌÕÞÁÅÍÙÅ ÉÚ ÎÉÈ ÌÀÂÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÏÂSSÅÄÉ- ÎÅÎÉÑ É ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ, ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÏÌÕÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ- ÍÉ. ðÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ

ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÚÁÄÁčÔ ÐÏÌÕÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. (ðÏÌÕÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÑŒÌÑ- ÀÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÚÁÄÁ- ŒÁÅÍÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ.)

• éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ôÁÒÓËÏÇÏ { úÁÊÄÅÎÂÅÒÇÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÐÏÌÕÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ⊂ R^n ŒÄÏÌØ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÏÓÅÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÕÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^{n−1} . œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÅÒÅÈÏÄ Ë ÐÒÏÅËÃÉÉ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÀ ËŒÁÎÔÏ- ÒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ ÚÁÔÅÍ ÜÌÉÍÉÎÉ- ÒÏŒÁÔØ. (õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÐÏÌÕÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏÓÔÉ ÐÒÏ- ÅËÃÉÉ ÐÏÌÕÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ôÁÒÓËÏÇÏ { úÁÊÄÅÎÂÅÒÇÁ, ÔÁË ËÁË ÜÌÉÍÉÎÁÃÉÑ ËŒÁÎÔÏÒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ ÛÁÇÏÍ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÅ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.)

• ðÒÉÍÅÒ: ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ x^2 + px + q = 0 ÚÁÄÁčÔ ÐÏÌÕ- ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ (É ÄÁÖÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ) ÍÎÏÖÅÓÔ- ŒÏ ÔÒÏÅË ⟨x; p; q⟩. ëÁËÏŒÁ ÂÕÄÅÔ ÅÇÏ ÐÒÏÅËÃÉÑ ŒÄÏÌØ ÏÓÉ x ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ p; q? ëÁË ÕÞÁÔ Œ ÛËÏÌÅ, ÜÔÏ ÂÕ- ÄÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ p^2 − 4q ⩾ 0, ËÏÔÏÒÏÅ ÏËÁÚÙŒÁÅÔ- ÓÑ ÐÏÌÕÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ Œ ÐÏÌÎÏÍ ÓÏÇÌÁÓÉÉ Ó ÔÅÏÒÅ- ÍÏÊ ôÁÒÓËÏÇÏ { úÁÊÄÅÎÂÅÒÇÁ. ðÒÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ËÒÉ- ÔÅÒÉÉ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÂÏÌØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ Œ ÛËÏÌÅ ÎÅ ÕÞÁÔ, ÎÏ ÔÅÏÒÅÍÁ ôÁÒÓËÏÇÏ { úÁÊÄÅÎÂÅÒÇÁ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÉÈ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ.

• ëÁË É ŒÏ ŒÓÅÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÜÌÉÍÉÎÁÃÉÉ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ Œ ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒ- ÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ (ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÜÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ Ë ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ (ÆÏÒÍÕÌÅ ÂÅÚ ÐÁ- ÒÁÍÅÔÒÏŒ). ôÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÁÑ ÆÏÒÍÕ- ÌÁ ÂÅÚ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ (ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÔÁÍ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ, ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ, ÎÏ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ, ÓËÁÖÅÍ, ÎÕÌÑÍÉ).

éÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÍÏÖÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅ- ÓËÉ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÏÖÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÌÀÂÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÄÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ, ŒÙÒÁÖÅÎÎÏÇÏ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÎÁ- ÛÅÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ. ëÁË ÇÏŒÏÒÑÔ, ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÕÍÎÏÖÅÎÉ- ÅÍ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ.

• âÏÌØÛÉÎÓÔŒÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ÛËÏÌØÎÏÇÏ ËÕÒÓÁ ÇÅÏÍÅ- ÔÒÉÉ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÍÅÔÏÄÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ËÁË ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ Œ ÎÁ- ÛÅÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ. (éÓËÌÀÞÅÎÉÅ, ŒÐÒÏÞÅÍ, ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÇÄÅ ÒÅÞØ ÉÄčÔ ÎÅ Ï ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÈ É ÞÅÔÙÒčÈÕÇÏÌØÎÉËÁÈ, Á Ï n-ÕÇÏÌØÎÉËÁÈ ÂÅÚ ÕËÁÚÁÎÉÑ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ n). úÁÐÉÓÁŒ ÔÅÏÒÅÍÙ Œ ŒÉÄÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÎÁÛÅÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ, ÍÏÖÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÉÈ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÂÝÉÊ ÍÅÔÏÄ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍ ÛËÏÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ (ŒÐÒÏÞÅÍ, ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÌÉÛØ ÔÅ- ÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÔÁË ËÁË ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÎÅÏÂÏÚÒÉÍÏ ÄÏÌÇÏ ÎÁ ÓËÏÌØËÏ-ÎÉÂÕÄØ ÓÌÏÖÎÙÈ ÆÏÒ- ÍÕÌÁÈ).

ôÅÏÒÅÍÁ 33 (ôÁÒÓËÏÇÏ { úÁÊÄÅÎÂÅÒÇÁ). äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÆÏÒ- ÍÕÌÙ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ (=; ¡; 0; 1; +; ×) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒ- ÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ, ÚÁÄÁÀÝÁÑ ÔÏÔ ÖÅ ÐÒÅÄÉËÁÔ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

◁ (üÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÏ áÎ. á. íÕÞÎÉËÏÍ.) ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ Ó ÅÄÉÎ- ÓÔŒÅÎÎÙÍ ËŒÁÎÔÏÒÏÍ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ’ ŒÉÄÁ ∃x B(x; x_1; : : : ; x_n);

ÇÄÅ B(x; x_1; : : : ; x_n) | ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ, ŒËÌÀÞÁ- ÀÝÁÑ Œ ÓÅÂÑ ÔÏÌØËÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÉÚ ÞÉÓÌÁ x; x_1; : : : ; x_n. îÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÅ ’ ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ B^′(x_1; : : : ; x_n).

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÁÔÏÍÁÒÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ŒÈÏÄÑÝÉÅ Œ ÆÏÒ- ÍÕÌÕ B. ðÅÒÅÎÏÓÑ ŒÓÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ Œ ÏÄÎÕ ÞÁÓÔØ, ÍÏÖ-

ÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÁÔÏÍÁÒÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ P (x; x_1; : : : ; x_n) = 0 ÉÌÉ P (x; x_1; : : : ; x_n) ¿ 0, ÇÄÅ P | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÏÔ ÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÙÈ x; x_1; : : : ; x_n. ëÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x; x_1; : : : ; x_n ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ- ÓÑ ÞÅÒÅÚ Z[x; x_1; : : : ; x_n]. çÒÕÐÐÉÒÏŒËÁ ÞÌÅÎÏŒ ÐÏ ÓÔÅÐÅ- ÎÑÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x ÄÁčÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ x, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ x_1; : : : ; x_n. óÉÍŒÏÌÉÞÅÓËÉ ÜÔÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁË:

Z[x; x_1; : : : ; x_n] = (Z[x_1; : : : ; x_n])[x]

(ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ n + 1 ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÏ- ÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ Œ ËÏÌØÃÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ).

ðÒÉ ÆÉËÓÁÃÉÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x_1; : : : ; x_n ŒÈÏÄÑ- ÝÉÅ Œ B ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÐÒÅŒÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ ÏÄ- ÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x Ó ÞÉÓÌÏŒÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. æÏÒ- ÍÕÌÁ ’ ŒÙÒÁÖÁÅÔ ÔÏÇÄÁ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÏŒ É ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÓÔÉÎÎÏÊ ÉÌÉ ÌÏÖÎÏÊ. îÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÅ ⟨x_1; : : : ; x_n⟩, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÁ ÉÓÔÉÎÎÁ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÌÕÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ.

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒŒÅÄčÍ ÐÏÎÑÔÉÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÏŒ. ðÕÓÔØ Q_1(x); : : : ; Q_k(x) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ x Ó ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. äÉÁÇÒÁÍÍÏÊ ÎÁÂÏ- ÒÁ Q_1; : : : ; Q_k ÂÕÄÅÔ ÔÁÂÌÉÃÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÔÁË. œÏÚØ- ÍčÍ ŒÓÅ ËÏÒÎÉ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Q_i (ÎÅ ÓÞÉÔÁÑ ÎÕÌÅŒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ) É ÒÁÓÐÏÌÏÖÉÍ ÉÈ Œ ÐÏÒÑÄËÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ. ðÏÌÕÞÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ ff_1 ¡ ff_2 ¡ : : : ¡ ff_m. üÔÉ ÞÉÓÌÁ ÒÁÚÂÉŒÁÀÔ ÞÉÓÌÏŒÕÀ ÏÓØ ÎÁ m + 1 ÐÒÏÍÅÖÕÔ- ËÏŒ (ÄŒÁ ÌÕÞÁ É m − 1 ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ), ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ËÏ- ÔÏÒÙÈ ÚÎÁËÉ ŒÓÅÈ Q_i ÐÏÓÔÏÑÎÎÙ. óÏÓÔÁŒÉÍ ÔÁÂÌÉÃÕ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÂÕÄÅÔ k ÓÔÒÏË (ÐÏ ÏÄÎÏÊ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÏŒ) É 2m + 1 ÓÔÏÌÂÃÏŒ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ m ËÏÒ- ÎÑÍ É m + 1 ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁÍ (ÓÔÏÌÂÃÙ ÉÄÕÔ Œ ÐÏÒÑÄËÅ ŒÏÚ- ÒÁÓÔÁÎÉÑ, ÔÁË ÞÔÏ ËÏÒÎÉ ÞÅÒÅÄÕÀÔÓÑ Ó ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁÍÉ). œ ËÁÖÄÏÊ ÑÞÅÊËÅ ÔÁÂÌÉÃÙ ÚÁÐÉÛÅÍ ÏÄÉÎ ÉÚ ÔÒčÈ ÓÉÍ- ŒÏÌÏŒ +, − ÉÌÉ 0 Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ, ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ÉÌÉ ÎÕÌÅŒÙÍ ÎÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ (ÉÌÉ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀ- ÝÅÍ ËÏÒÎÅ).

ðÒÉÍÅÒ. œÙÐÉÛÅÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÏŒ x^2 − 1, x, 0. ëÏÒÎÑÍÉ ÚÄÅÓØ ÂÕÄÕÔ ÞÉÓÌÁ −1, 0, 1, ÔÁË ÞÔÏ ÓÔÏÌÂÃÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÞÅÔÙÒčÍ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁÍ É ÔÒčÍ ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÍ ÉÈ ËÏÒÎÑÍ. ⟨−1⟩ ⟨0⟩ ⟨1⟩ x^2 − 1 + 0 − − − 0 + x − − − 0 + + + 0 0 0 0 0 0 0 0

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÒÎÅÊ ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÞÁÓÔØÀ ÄÉÁ- ÇÒÁÍÍÙ, ÔÁË ÞÔÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÉÓÔÅÍÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ x^2 − 4, 2x − 1, 0 ÉÍÅÅÔ ÔÏÞÎÏ ÔÁËÕÀ ÖÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ.

åÓÌÉ ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÅÊ, ÔÏ ÏÎÉ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÚÎÁË ÎÁ ŒÓÅÊ ÐÒÑÍÏÊ, É ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÐÉÓÁÎÙ ŒÓÅ ÜÔÉ ÚÎÁËÉ.

ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÂÏÒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Q_1; : : : ; Q_k ∈ ∈ Z[x; x_1; : : : ; x_n]. ðÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÙÈ x_1; : : : ; x_n ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÁÂÏÒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ ÏÄ- ÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ É ÍÏÖÅÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÅÇÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ. üÔÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ÂÕÄÅÔ ÚÁŒÉÓÅÔØ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ x_1; : : : ; x_n. þÉÓÌÏ ÓÔÒÏË Œ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ ÒÁŒÎÏ k, Á ÛÉÒÉÎÁ Åč ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÞÉÓÌÁ ÒÁÚÌÉÞ- ÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ É ÍÏÖÅÔ ÍÅÎÑÔØÓÑ, ÏÄÎÁËÏ ŒÏ ŒÓÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 2N +1, ÇÄÅ N | ÓÕÍÍÁ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÏŒ (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÏ x, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÔÅÐÅÎÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÏÔ x Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ Z[x_1; : : : ; x_n]).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÉÓÌÏ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ ËÏÎÅÞ- ÎÏ, É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ R^n ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÙÈ x_1; : : : ; x_n ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÞÁÓÔÅÊ: ËÁ- ÖÄÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ôÁÒÓËÏÇÏ { úÁÊÄÅÎÂÅÒ-

ÇÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÞÁÓÔÉ ÂÕÄÕÔ ÐÏÌÕÁÌ- ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ Œ ËÁ- ÞÅÓÔŒÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Q_1; : : : ; Q_k ŒÚÑÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ŒÈÏÄÑ- ÝÉÅ Œ ÆÏÒÍÕÌÕ B(x; x_1; : : : ; x_n), ÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ’ = ∃x B(x; x_1; : : : ; x_n)

ÂÕÄÅÔ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀ- ÝÅÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÄŒÉÇÁÅÍ ÔÏÞËÕ ⟨x_1; : : : ; x_n⟩ Œ ÐÒÅÄÅÌÁÈ ÏÄÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, ÔÏ ÄÉÁ- ÇÒÁÍÍÁ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ, ÚÎÁÞÉÔ, É ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ ’ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ (ÐÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÓÔÉÎ- ÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÐÅÒÅÐÒÏÂÏŒÁŒ ÚÎÁÞÅÎÉÑ x, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÀÝÉÅ ŒÓÅÍ ÓÔÏÌÂÃÁÍ).

éÔÁË, ÎÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏ- ÒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Q_1; : : : ; Q_k ∈ Z[x; x_1; : : : ; x_n] ÞÁÓÔÉ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ R^n , ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÌÕÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ- ÍÉ. îÁÞÎčÍ Ó ÔÁËÏÇÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏÇÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ: ÅÓÌÉ ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÎÁÂÏÒÁ Q_1; : : : ; Q_k, ÔÏ ÜÔÏ ÏÓÔÁÎÅÔ- ÓÑ ŒÅÒÎÙÍ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÎÁÂÏÒÁ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅ- ÌÅ, ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ: ŒÙËÉÄÙŒÁÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÎÁÄÏ ŒÙÂÒÏÓÉÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÓÔÒÏËÕ, Á ÔÁËÖÅ ÓÔÏÌÂÃÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÏŒÁÌÉ ËÏÒÎÑÍ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÎÅ ÂÙÌÉ ËÏÒÎÑÍÉ ÄÒÕÇÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÏŒ). ðÒÉ ŒÙÂÒÁÓÙŒÁÎÉÉ ÓÔÏÌÂÃÁ ÄŒÁ ÏËÒÕÖÁÀÝÉÈ ÅÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÓÌÉŒÁÀÔÓÑ Œ ÏÄÉÎ.

ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÐÒÁŒÏ ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔŒÁ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ÄÁÎÎÙÊ ÎÁÍ ÎÁÂÏÒ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ É ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÐÏÌÕÁÌÇÅ- ÂÒÁÉÞÎÏÓÔØ ÞÁÓÔÅÊ ÄÌÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ. òÁÓÛÉÒÅ- ÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ Œ ÚÁÍÙËÁÎÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏ- ÒÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÏÐÉÛÅÍ.

îÁÐÏÍÎÉÍ ÅÝč ÒÁÚ, ÞÔÏ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÓÅÍÅÊ- ÓÔŒÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÉÚ Z[x; x_1; : : : ; x_n], ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÙ ÐÏ ÓÔÅÐÅÎÑÍ x, ÔÏ ÅÓÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÙ ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ x Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ Z[x_1; : : : ; x_k]. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ:

• ÏÔÂÒÁÓÙŒÁÎÉÅ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ÞÌÅÎÁ (Ó ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÓÔÅÐÅ- ÎØÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x); ÜÔÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÐÏÎÉÖÁÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ (ÐÏ x) ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ;

• ŒÚÑÔÉÅ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ (ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ÐÒÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x); ÜÔÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÐÏÎÉÖÁÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ (ÐÏ x) ÄÏ ÎÕÌÑ;

• ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ x; ÜÔÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÐÏÎÉÖÁÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ (ÐÏ x) ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ;

• ŒÚÑÔÉÅ ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÏÓÔÁÔËÁ ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ.

çÏŒÏÒÑ Ï ĂÍÏÄÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÏÓÔÁÔËÅĄ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ Œ ŒÉ- ÄÕ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ. ðÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ĂÕÇÏÌËÏÍĄ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ A ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ B Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÎÁÍ ÎÅÏÄÎÏËÒÁÔÎÏ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÄÅÌÉÔØ ÎÁ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ B. ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÞÁÓÔÎÏÇÏ É ÏÓÔÁÔËÁ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÄÒÏÂÉ, Œ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑÈ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÏÑÔ ÎÅ- ËÏÔÏÒÙÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ B.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÒÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÏÓÔÁÔËÁ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ A ÎÁ B ÍÙ ŒÙÈÏÄÉÍ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ËÏÌØÃÁ Z[x; x_1; : : : ; x_n]. üÔÏÇÏ ÎÅ ÓÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ B ÒÁ- ŒÅÎ ÅÄÉÎÉÃÅ. îÏ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÒÉÎÑÔØ ËÁ- ËÉÅ-ÔÏ ÍÅÒÙ, ÅÓÌÉ ÈÏÔÉÍ ÏÓÔÁŒÁÔØÓÑ Œ ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ËÏÌØÃÅ. íÅÒÙ ÜÔÉ ÓÏÓÔÏÑÔ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ: ÐÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÄÅÌÉÔØ A ÎÁ B, ÍÙ ÕÍÎÏÖÁÅÍ A ÎÁ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÁ B Œ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. åÓÌÉ ŒÓÐÏÍÎÉÔØ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ ÄÅÌÅÎÉÑ ÕÇÏÌËÏÍ, ÌÅÇËÏ ÓÏÏÂÒÁÚÉÔØ, ÞÔÏ ÄÏ- ÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÚÑÔØ ÓÔÅÐÅÎØ a − b + 1, ÇÄÅ a É b | ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ A É B (ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ a = b ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ŒÓÅÇÏ ÏÄÉÎ ÛÁÇ ÄÅÌÅÎÉÑ, É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÍÎÏÖÉÔØ A ÎÁ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ B Œ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ.

éÔÁË, ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÏÓÔÁÔËÁ ÐÒÉÍÅ- ÎÉÍÁ Ë ÌÀÂÙÍ ÄŒÕÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ A; B ∈ (Z[x_1; : : : ; x_n])[x] ÓÔÅÐÅÎÅÊ a É b (ÐÏ x) É ÄÁčÔ ÔÒÅÔÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÜÔÏÇÏ ËÏÌØÃÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÅÓÔØ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ Afi^{a−b+1} ÎÁ B

(ÚÄÅÓØ fi | ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ B). úÁÍÅ- ÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÍÅÎØÛÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÁ B. íÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ a ⩾ b (ÉÎÁÞÅ ÏÓÔÁÔÏË ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó A É ÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ÄÁčÔ ÎÉÞÅÇÏ ÎÏŒÏÇÏ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÜÔÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÉÍÅÅÔ ÍÅÎØÛÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ, ÞÅÍ ÏÂÁ ÏÐÅÒÁÎÄÁ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÏÓÔÁ- ÔËÁ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ËÏÌØÃÁ (ÎÅ ÔÏÌØËÏ Z[x_1; : : : ; x_n]).

ìÅÍÍÁ 1. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ F ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÏŒ ÉÚ (Z[x_1; : : : ; x_n])[x] ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÞÅÔÙ- ÒčÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ.

üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÌØÃÁ ËÏÜÆÆÉ- ÃÉÅÎÔÏŒ É ÐÏÞÔÉ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÍÅÎØÛÅ ÓÔÅÐÅÎÉ (ÌÀÂÏÇÏ) ÏÐÅÒÁÎ- ÄÁ. âÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ ÎÁÄÏ ÔÁË. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÅ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ F Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÞÅ- ÔÙÒčÈ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ. çÌÕÂÉÎÁ ÔÁËÏÇÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÉÚ F , ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÕÍÅÎØÛÁÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÁËÉÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, É ÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÞÅ- ŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÏÐÅ- ÒÁÃÉÊ. ìÅÍÍÁ 1 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

äÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÌÅÍÍÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏ- ÓÔÉ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÏÅ ÎÁÍ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÏŒ ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÞÅÔÙÒčÈ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÏÐÅÒÁÃÉÊ.

ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ F | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÏŒ ÉÚ (Z[x_1; : : : ; x_n])[x], ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅ- ÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ. ðÕÓÔØ F_0 | ÅÇÏ ÞÁÓÔØ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ 0 ÐÏ x (ÏÎÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑ- ÀÔ ÓÏÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÉÚ Z[x_1; : : : ; x_n]). ôÏÇÄÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ F ÐÒÉ ÄÁÎÎÙÈ x_1; : : : ; x_n ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑ- ÅÔÓÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ F_0 ÐÒÉ ÔÅÈ ÖÅ x_1; : : : ; x_n.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ F_0 ÉÍÅÅÔ ŒÓÅÇÏ ÏÄÉÎ ÓÔÏÌÂÅÃ, ÕËÁÚÙŒÁÀÝÉÊ, ËÁËÉÅ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÐÏÌÏ-

ÖÉÔÅÌØÎÙ, ËÁËÉÅ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ É ËÁËÉÅ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ ÐÒÉ ÄÁÎÎÙÈ x_1; : : : ; x_n. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ŒÁÒÉÁÎÔÁÍ ÄÉÁ- ÇÒÁÍÍÙ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ F_0 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÐÏÌÕÁÌÇÅÂÒÁ- ÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ R^n , É ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÔÅ ÖÅ ÓÁÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÏÓÔÁŒÑÔ ÉÓËÏÍÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÄÌÑ ÐÏÌÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ F . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÌÉÛØ ÄÏËÁÚÁÔØ ÌÅÍÍÕ 2.

âÕÄÅÍ ÄÏÂÁŒÌÑÔØ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ F_0 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÐÏ ÏÄ- ÎÏÍÕ, Œ ÐÏÒÑÄËÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ (ÎÅÕÂÙŒÁÎÉÑ) ÉÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ, ÐÏËÁ ÎÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ŒÓč ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ F . äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ (Ó ÎÏŒÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ŒÏÓ- ÓÔÁÎÏŒÌÅÎÁ ÐÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. íÙ ÓÅÊÞÁÓ ÏÐÉÛÅÍ, ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ.

ðÕÓÔØ ÄÏÂÁŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P ∈ (Z[x_1; : : : ; x_n])[x], ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ŒÓÅÈ ÍÅÎØÛÉÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÉÚ F ÕÖÅ ÅÓÔØ Œ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ. œ ÓÉÌÕ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ F ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ F É, ÉÍÅÑ ÍÅÎØ- ÛÕÀ (ÎÕÌÅŒÕÀ) ÓÔÅÐÅÎØ, ÕÖÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ Œ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ. (óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÚÎÁ- ËÏŒ, ÔÁË ËÁË ÏÎ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ x.) åÓÌÉ ÔÁÍ ÓÔÏÑÔ ÎÕÌÉ, ÔÏ (ÐÒÉ ÄÁÎÎÙÈ x_1; : : : ; x_n) ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ, ÐÏÌÕÞÁ- ÀÝÉÍÓÑ ÐÒÉ ÏÔÂÒÁÓÙŒÁÎÉÉ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ÞÌÅÎÁ. üÔÏÔ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎ ÔÏÖÅ ÅÓÔØ Œ F É Œ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ, ÔÁË ÞÔÏ ÎÁÄÏ ÌÉÛØ ÐÒÏÄÕÂÌÉÒÏŒÁÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÓÔÒÏËÕ.

éÔÁË, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (ÐÒÉ ÄÁÎÎÙÈ x_1; : : : ; x_n) ÎÅ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. ðÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ŒËÌÀÞÁÅÔ Œ ÓÅÂÑ ÄŒÁ ÛÁÇÁ: ÓÎÁÞÁÌÁ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÚÎÁËÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÁ P Œ ÔÏÞËÁÈ (ËÏÒÎÑÈ), ÕÖÅ ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ. úÁ- ÔÅÍ ÎÁÄÏ ÐÏÐÏÌÎÉÔØ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÞÉÓÌÏ ÓÔÏÌÂÃÏŒ Œ ÎÅÊ ÕŒÅÌÉÞÉÔÓÑ).

ëÁË ÎÁÊÔÉ ÚÎÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P Œ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÔÁÒÙÈ ÔÏÞÅË? ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ (ÏÂÏ- ÚÎÁÞÉÍ Åč ff) ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÔÁÒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. ðÕÓÔØ Q | ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÔÁÒ-

ÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ Q (ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ x) ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ ÐÒÉ ÄÁÎÎÙÈ x_1; : : : ; x_n. åÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, ÚÁÍÅÎÉÍ Q ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ ÏÔÂÒÁÓÙŒÁÎÉÅÍ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ÞÌÅÎÁ. íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ F ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ- ÎÏ ÞÅÔÙÒčÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ É ÞÔÏ ŒÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÉÚ F , ÉÍÅÀ- ÝÉÅ ÍÅÎØÛÕÀ ÓÔÅÐÅÎØ, ÕÖÅ ŒÈÏÄÑÔ Œ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ ÄÌÑ ÏÔÂÏÒÁ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÇÏ Q Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÏ ÔÅÍ ÖÅ ÐÒÉÞÉÎÁÍ ÎÁÍ ÉÚŒÅÓÔÅÎ ÚÎÁË ÓÔÁÒÛÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÏÐÅÒÁ- ÃÉÀ ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÄÅÌÅÎÉÑ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ Ë P É Q:

fi^sP = (ÞÁÓÔÎÏÅ) · Q + R

(ÚÄÅÓØ fi | ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q). ðÏÄ- ÓÔÁŒÉÍ Œ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÞÉÓÌÏ ff. ðÒÉ ÜÔÏÍ Q ÏÂÒÁÔÉÔ- ÓÑ Œ ÎÕÌØ, ÔÁË ËÁË ff ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ Q ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ. íÎÏÇÏÞÌÅÎ R ŒÈÏÄÉÔ Œ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ Œ ÓÉÌÕ ÎÁÛÉÈ ÐÒÅÄÐÏ- ÌÏÖÅÎÉÊ, ÔÁË ÞÔÏ ÅÇÏ ÚÎÁË Œ ÔÏÞËÅ ff ÎÁÍ ÉÚŒÅÓÔÅÎ, ËÁË É ÚÎÁË fi. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÚÎÁË P (ff).

éÔÁË, ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÚÎÁË ÎÏŒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Œ ÓÔÁ- ÒÙÈ ËÏÒÎÑÈ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÅÄÓËÁÚÁÔØ, ÎÁ ËÁËÉÈ ÕÞÁÓÔËÁÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÐÏÑŒÑÔÓÑ ÎÏ- ŒÙÅ ËÏÒÎÉ (ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÍ ÐÒÉÇÏÄÉÔÓÑ (ÐÏ- ËÁ ÞÔÏ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÁÑ) ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ.

åÓÌÉ Œ ÄŒÕÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÓÔÁÒÙÈ ËÏÒÎÑÈ ff_1, ff_2 ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎ P ÉÍÅÅÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÚÎÁË (ÓËÁÖÅÍ, ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ), ÔÏ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÎÅÔ ÎÏŒÏÇÏ ËÏÒÎÑ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (ff_1; ff_2) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P ÏÂÒÁÝÁÌÓÑ Œ ÎÕÌØ, ÔÏ ÍÉÎÉÍÕÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P ÎÁ [ff_1; ff_2] ÄÏÓÔÉÇÁÌÓÑ ÂÙ Œ ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÊ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÅ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ P^′ ÒÁŒ- ÎÑÌÁÓØ ÂÙ ÎÕÌÀ. îÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ P^′ ŒÈÏÄÉÔ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ F É ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÁ Œ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ, ÔÁË ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ff_1 É ff_2 ÎÅ ÂÙÌÉ ÂÙ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ËÏÒÎÑÍÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ.

åÓÌÉ Œ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÔÏÞÅË ff_1 É ff_2 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P ÏÂÒÁÝÁ- ÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ, ÔÏ ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (ff_1; ff_2) ÏÎ ËÏÒÎÅÊ ÉÍÅÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ (ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ òÏÌÌÑ ÔÁËÏÊ ËÏÒÅÎØ ÐÏŒÌčË ÂÙ ÚÁ ÓÏÂÏÊ ËÏÒÅÎØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ).

îÁËÏÎÅÃ, ÅÓÌÉ P (ff_1) É P (ff_2) ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÚÎÁËÉ, ÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P ÉÍÅ- ÅÔ ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (ff_1; ff_2) ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ËÏÒÅÎØ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏ ÕÖÅ ÐÏÎÑÔÎÙÍ ÎÁÍ ÐÒÉÞÉÎÁÍ (ÔÅÏÒÅÍÁ òÏÌÌÑ) ÄŒÕÈ ËÏÒÎÅÊ ÏÎ ÉÍÅÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ. üÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒÓÔÁŒÉÔØ ÓÔÏÌ- ÂÅÃ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ËÏÒÎÑ Œ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÀÝÉÊ ÉÎÔÅÒŒÁÌ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÒÁÚÏÂØčÔÓÑ ÎÁ ÄŒÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÕÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÌÉÛØ Œ ÓÔÒÏËÅ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P .

ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÌÕ- ÞÅÊ, ÓÔÏÑÝÉÈ Ó ËÒÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ. ðÏŒÅÄÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÁ P ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔÏÍ (ËÏÔÏÒÙÊ, ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÎÅ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ | ÓÅÊÞÁÓ ÍÙ ŒÐÅÒŒÙÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÜÔÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ). ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓ- ÌÉ P ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ, ÓËÁÖÅÍ, Ë +∞ ÐÒÉ x → +∞, Á ÚÎÁÞÅ- ÎÉÅ P Œ ÓÁÍÏÍ ÐÒÁŒÏÍ ËÏÒÎÅ ÂÙÌÏ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ, ÔÏ ÎÁ ÜÔÏÍ ÌÕÞÅ ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÏŒÙÊ ËÏÒÅÎØ (ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÐÏ ÔÅ- ÏÒÅÍÅ òÏÌÌÑ). åÓÌÉ ÖÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ P Œ Ó«ÁÍÏÍ ÐÒÁŒÏÍ ËÏÒÎÅ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ ÉÌÉ ÉÍÅÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ÚÎÁË, ÞÔÏ É ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆ- ÆÉÃÉÅÎÔ, ÔÏ ÍÙ ÐÏŒÔÏÒÑÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÁÂÚÁÃÁ É ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ, ÞÔÏ ËÏÒÎÅÊ P ÎÁ ÐÒÁŒÏÍ ÌÕÞÅ ÎÅÔ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ É ÐÏŒÅÄÅÎÉÅ P ÓÌÅŒÁ ÏÔ Ó«ÁÍÏÇÏ ÌÅŒÏÇÏ ËÏÒÎÑ.

îÁ ÜÔÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ 2, Á Ó ÎÅÊ É ÔÅÏÒÅÍÙ ôÁÒÓËÏÇÏ { úÁÊÄÅÎÂÒÅÇÁ, ÚÁŒÅÒÛÁÅÔÓÑ. ▷

67. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÒÏÅË ⟨p; q; r⟩, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x^3 + px^2 + q + r ÉÍÅÅÔ ÒÏŒÎÏ ÄŒÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÑ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÕÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ.

ðÏÄÏÂÎÏÇÏ ÒÏÄÁ ÚÁÄÁÞÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÉÓØ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ÅÝč Œ ÐÒÏÛÌÏÍ ŒÅËÅ (ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÍÅÎ ÚÎÁËÁ, ÐÒÁŒÉÌÏ ûÔÕÒ- ÍÁ É ÄÒ.).

68. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÉËÁÔ x = ff, ÇÄÅ ff | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ŒÙÒÁÚÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ff ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ (ÍÙ ÏÔÍÅÞÁÌÉ ÜÔÏ ÎÁ Ó. 109).

òÁÚÏÂÒÁŒÛÉÓØ Ó ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, ÍÏÖÎÏ ÐÅ- ÒÅÊÔÉ Ë ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ (ËÁË ÞÁÓÔÏ ÂÙŒÁÅÔ) ÚÄÅÓØ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÐÒÏÝÅ.

îÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÎÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÐÏÒÑÄËÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ (=; 0; 1; +; ×).

âÕÄÅÍ, ËÁË ŒÓÅÇÄÁ, ÓÞÉÔÁÔØ ÄŒÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ- ÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÉÓÔÉÎÎÙ ÐÒÉ ÏÄÎÉÈ É ÔÅÈ ÖÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÁÒÁ- ÍÅÔÒÏŒ (Œ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ C ).

ôÅÏÒÅÍÁ 34 (ÜÌÉÍÉÎÁÃÉÑ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ Œ ÐÏÌÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ). œÓÑËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÏÊ.

◁ üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚÎÙÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒ, ÎÏ ÐÏÓÌÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ôÁÒÓËÏÇÏ { úÁÊÄÅÎÂÅÒ- ÇÁ ÎÁÍ ÐÒÏÝÅ ŒÓÅÇÏ ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÏŒÁÔØ ÅÇÏ.

ôÅÐÅÒØ Œ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÈ ÂÕÄÕÔ ÓÔÏÑÔØ ÎÅ ÚÎÁËÉ −; 0; +, Á ÔÏÌØËÏ ÚÎÁËÉ 0 É ≠ 0 (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁ C ÎÅÔ). ðÏ ÔÏÊ ÖÅ ÐÒÉÞÉÎÅ ÍÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÕÐÏÒÑÄÏÞÉÔØ ËÏÒÎÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ ÎÅÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÓÔÏÌÂÃÏŒ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ËÏÒÎÑÍ, É ÏÄÎÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÀ Ë ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ËÏÒÎÅÊ (Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÂÕÄÕÔ ÓÔÏÑÔØ ÚÎÁËÉ ≠ 0 ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ËÒÏÍÅ ÎÕÌÅŒÙÈ). çÏŒÏÒÑ Ï ÎÅÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÓÔÏÌÂÃÁÈ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ Œ ŒÉÄÕ, ÞÔÏ ÎÅ ÒÁÚÌÉÞÁÅÍ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉ- ÅÓÑ ÌÉÛØ ÐÏÒÑÄËÏÍ ÓÔÏÌÂÃÏŒ.

ïÓÎÏŒÎÏÊ ÛÁÇ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ôÁÒÓËÏÇÏ { úÁÊÄÅÎÂÅÒÇÁ (É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ, ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÊ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ) ÓÏÓÔÏÑÌ Œ ÐÏÐÏÌÎÅ- ÎÉÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÎÏŒÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ. þÔÏ ÂÕÄÅÔ Ó ÎÉÍ ÔÅÐÅÒØ?

ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, Œ ËÁËÉÈ ÓÔÁÒÙÈ ËÏÒÎÑÈ ÎÏŒÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÙ ÍÏ- ÖÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÜÔÉÈ ÎÕÌÅÊ, ÔÁË ËÁË ÚÎÁÅÍ ŒÓč ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÐÒÏ ÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÅ (ËÏÔÏÒÙÅ ÕÖÅ ŒËÌÀÞÅ- ÎÙ Œ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ). ðÏÜÔÏÍÕ ÏÓÎÏŒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ÇÏ- ŒÏÒÉÔ ÎÁÍ, ÓËÏÌØËÏ ÂÕÄÅÔ ÎÏŒÙÈ ËÏÒÎÅÊ (ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÎÏŒÙÅ ËÏÒÎÉ ÉÍÅÀÔ ËÒÁÔÎÏÓÔØ 1, ÔÁË ËÁË ÉÎÁÞÅ ÏÎÉ ÂÙÌÉ ÂÙ ËÏÒÎÑÍÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ É ÎÅ ÂÙÌÉ ÂÙ ÎÏŒÙÍÉ). ðÏÓËÏÌØ- ËÕ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁ ËÏÒÎÑÈ ÎÅÔ, ÂÏÌØÛÅ ÎÉËÁËÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÎÁÍ É ÎÅ ÎÕÖÎÏ. ▷

69. ðÒÏŒÅÓÔÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÌÉÍÉÎÁÃÉÉ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ Œ ÐÏ- ÌÅ C , ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÅÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍ (ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÎÁÞÁŒ Ó ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ Ë ÄÉÚSSÀÎËÔÉŒÎÏÊ ÎÏÒ- ÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ, Á ÚÁÔÅÍ ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÒÁÚÎÙÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ ÁÌ-

ÇÅÂÒÙ Ï ÎÁÉÂÏÌØÛÅÍ ÏÂÝÅÍ ÄÅÌÉÔÅÌÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ). äÌÑ ÔÅ- ÏÒÅÍÙ ôÁÒÓËÏÇÏ { úÁÊÄÅÎÂÅÒÇÁ ÜÔÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÏÖÎÅÅ; ÒÁÓÓÕ- ÖÄÅÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÐÒÉŒÅÄÅÎÏ Œ ËÎÉÖËÅ üÎÇÅÌÅÒÁ [32].

70. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÅÈ ÞÅÔŒčÒÏË ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ⟨p; q; r; s⟩, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ z^2 + pz + q = 0 É z^2 + rz + s = 0 ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ËÏÒÅÎØ, ÚÁÄÁčÔÓÑ ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ. îÁÊÔÉ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ.

úÁÄÁÞÁ 70 ÈÏÒÏÛÏ ÚÎÁËÏÍÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÓÔÁÍ. ïÔŒÅÔ Œ ÎÅÊ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ R(p; q; r; s) = 0, ÇÄÅ R | ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔÏÍ É ÒÁŒÎÙÊ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÀ ÍÁÔÒÉÃÙ | | | | | | |

1 p q 0 0 1 p q 1 r s 0 0 1 r s

| | | | | | | 71. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÁÒ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ⟨p; q⟩, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ z^3 + pz + q ÉÍÅÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ËÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ, ÚÁÄÁčÔÓÑ ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ. îÁÊÔÉ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ. ëÁË ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÁ z^2 + pz + q?

(ïÔŒÅÔ Ë ÚÁÄÁÞÅ 71 ÔÏÖÅ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÅÎ Œ ÁÌÇÅ- ÂÒÅ; ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÓËÒÉÍÉ- ÎÁÎÔÏÍ.)

72. ïÂÏÂÝÉÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ ÍÎÏÇÏ- ÞÌÅÎÙ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1 É ÎÁÊÔÉ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÁ Œ ŒÉÄÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ.

3.9. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ

ðÏËÁ ÞÔÏ ÍÙ Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ ÔÅÈÎÉËÕ ÜÌÉ- ÍÉÎÁÃÉÉ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ ÄÌÑ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÏÄÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ (ÆÏÒÍÕÌÁ ÚÁÍÅÎÑÌÁÓØ ÎÁ ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÕÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÁ ÉÓÈÏÄÎÏÊ Œ ÄÁÎÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ). ïÄÎÁËÏ, ËÁË ÕÐÏÍÉÎÁÌÏÓØ ÎÁ Ó. 117, ÜÔÏÔ ÍÅÔÏÄ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÓÒÁŒÎÉŒÁÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ. íÙ ÐÒÉŒÅÄčÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉ- ÍÅÒÏŒ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ.

îÁÞÎčÍ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ œ. äŒÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÎÁÚÙŒÁ- ÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ Œ ÎÉÈ ÉÓÔÉÎÎÙ

ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ.

ìÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÂÕ- ÄÕÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ | ÎÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ÄÁÔØ ÆÏÒ- ÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÄÌÑ ÄŒÕÈ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁ- ÃÉÊ ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ.

ðÕÓÔØ M_1 É M_2 | ÄŒÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ œ. âÉÅËÃÉÑ (ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ) ff : M_1 → → M_2 ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÜÔÉÈ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ŒÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ É ÐÒÅÄÉËÁÔÙ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ P_1 É P_2 | ÄŒÁ k-ÍÅÓÔÎÙÈ ÐÒÅÄÉ- ËÁÔÁ Œ M_1 É M_2, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÏÄÎÏÍÕ ÐÒÅÄÉËÁÔÎÏÍÕ ÓÉÍŒÏÌÕ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ, ÔÏ

P_1(a_1; : : : ; a_k) ⇔ P_2(ff(a_1); : : : ; ff(a_k))

ÄÌÑ ŒÓÅÈ a_1; : : : ; a_k ∈ M_1. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÄÌÑ ÆÕÎË- ÃÉÊ: ÅÓÌÉ k-ÍÅÓÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ f_1 É f_2 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÏÄ- ÎÏÍÕ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÓÉÍŒÏÌÕ, ÔÏ

ff(f_1(a_1; : : : ; a_k)) = f_2(ff(a_1); : : : ; ff(a_k))

ÄÌÑ ŒÓÅÈ a_1; : : : ; a_k ∈ M_1.

äŒÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ.

ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝÁÅÔ ÏÂÙÞÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÄÌÑ ÇÒÕÐÐ, ËÏÌÅÃ, ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎ- ÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ É Ô. Ä.

73. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÅÓÔØ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚ- ÍÕ, ÅÓÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÄŒÕÈ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ ÅÓÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. (ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÓÔÉ ÅÓÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁ ÉÎÔÅÒ- ÐÒÅÔÁÃÉÑÈ ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ.)

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ É ÄÏËÁÚÁÔØ ÏÂÅÝÁÎÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 35. éÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

◁ åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÏ ÉÎ- ÄÕËÃÉÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÅÇÏ ÎÁÄÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ

ÆÏÒÍÕÌÙ (ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ). œÏÔ ÜÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ: ÐÕÓÔØ ff : M_1 → M_2 | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, Á F | ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÁÛÅÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ. ôÏÇÄÁ ÏÎÁ ÉÓÔÉÎÎÁ Œ M_1 ÐÒÉ ÏÃÅÎËÅ ß ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÉÓÔÉÎÎÁ Œ M_2 ÐÒÉ ÏÃÅÎËÅ ff ∘ ß.

ïÂÙÞÎÏ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ F Œ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ M ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ËÁË M ⊨ F . åÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÍÅÅÔ ÐÁÒÁÍÅ- ÔÒÙ x_1; : : : ; x_n, Åč ÞÁÓÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ F (x_1; : : : ; x_n); ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÚÁÐÉÓØ M ⊨ F (m_1; : : : ; m_n) (ÇÄÅ m_i ∈ M) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ F ÉÓÔÉÎÎÁ ÐÒÉ ÏÃÅÎËÅ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÔÁŒÉÔ Œ ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÕ x_i ÚÎÁÞÅÎÉÅ m_i. ðÏÓÌÅ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÐÒÉÇÏÔÏŒÌÅÎÉÊ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÔÁË:

M_1 ⊨ F (a_1; : : : ; a_n) ⇔ M_2 ⊨ F (ff(a_1); : : : ; ff(a_n))

ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ F (x_1; : : : ; x_n) É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a_1; : : : ; a_n ∈ M_1.

ðÏÓÌÅ ÔÁËÏÇÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ. ▷

74. œ ËÁËÏÍ ÍÅÓÔÅ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎ- ÎÏ, ÞÔÏ ff | ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ? (ïÔŒÅÔ: ÓÀÒSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ff ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÕÀÓÑ Ó ËŒÁÎÔÏÒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ, É ÉÚ Åč ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ Œ M2 ŒÙŒÏÄÉÍ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ Œ M1. éÎSSÅËÔÉŒÎÏÓÔØ ff ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ, ÎÏ ÏÎÁ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÅÓÌÉ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ É ÉÎ- ÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÅÔ- ÓÑ ËÁË ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.)

75. òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏ- ÒÅÍÙ 35, ÎÁÍ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÕÖÅ ŒÓÔÒÅÞÁÌÏÓØ. çÄÅ?

éÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ | ÜÔÏ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÏÄ- ÎÁ É ÔÁ ÖÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ, ÔÏÌØËÏ Åč ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÁÚŒÁÎÙ ÐÏ-ÒÁÚÎÏÍÕ. éÎÔÅÒÅÓÎÙ ÓËÏÒÅÅ ÐÒÉÍÅÒÙ, ËÏÇÄÁ ÉÎÔÅÒÐÒÅ- ÔÁÃÉÉ ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, ÎÏ ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÙ. ïÄÉÎ ÔÁËÏÊ ÐÒÉÍÅÒ ÍÙ ÕÖÅ ËÏÒÏÔËÏ ÏÂÓÕÖÄÁ- ÌÉ ÒÁÎØÛÅ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÅÇÏ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ.

ôÅÏÒÅÍÁ 36. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ (=; ¡; +; 0; 1) Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ É ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØ-

ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

◁ äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÎÅ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÎÙ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙ). ïÄÎÁËÏ ÆÏÒ- ÍÕÌÙ ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÄÏÐÕÓËÁÀÔ, ËÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ ÎÁ Ó. 118, ÜÌÉÍÉÎÁÃÉÀ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÁÀÝÁÑ- ÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÂÕÄÅÔ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÉÓÈÏÄÎÏÊ Œ ÏÂÅÉÈ ÉÎ- ÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑÈ. îÁÞÁŒ Ó ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÂÅÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ÉÌÉ Ó ÆÉËÔÉŒ- ÎÙÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ, ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÚÁŒÉ- ÓÉÔ, ÔÏÇÄÁ ŒÍÅÓÔÏ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ, ÓËÁÖÅÍ, ÎÕÌÉ). üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÂÕÄÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ËÏÎ- ÓÔÁÎÔÙ É ÐÏÔÏÍÕ ÂÕÄÅÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÏ ÉÓÔÉÎÎÏÊ Œ R É Œ Q. ▷ úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÉ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒ- ÎÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ (ÐÏ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÐÒÉÞÉ- ÎÁÍ), ÔÁË ÞÔÏ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 36 ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ R É Q ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ËÁË ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ (ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÍÙ ÏÔÍÅÞÁÌÉ ÎÁ Ó. 117).

œ ÜÔÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ, ÎÏ ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÌÉÞÎÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ. œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ÜÔÏ ÕÖÅ ÎÅ ÔÁË.

ôÅÏÒÅÍÁ 37. õÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Z É Z+Z(ŒÔÏ- ÒÏÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ËÏÐÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Z, ÐÒÉÞčÍ ŒÓÅ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÙ ÐÅÒŒÏÊ ËÏÐÉÉ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÍÅÎØÛÉÍÉ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ŒÔÏÒÏÊ ËÏÐÉÉ) ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ËÁË ÉÎÔÅÒÐÒÅ- ÔÁÃÉÉ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ (=; ¡).

◁ úÄÅÓØ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÜÌÉÍÉÎÁÃÉÀ ËŒÁÎ- ÔÏÒÏŒ, ÔÏÌØËÏ ÎÁÄÏ ÄÏÂÁŒÉÔØ ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ŒÚÑ- ÔÉÑ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ É ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏ- ÇÏ ÎÁÄÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÜÌÉÍÉÎÁ- ÃÉÉ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 29) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ Œ ÏÂÅ- ÉÈ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑÈ. ▷

76. íÏÖÎÏ ÌÉ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÞčÔÎÕÀ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ ÓÉÇÎÁÔÕ- ÒÙ (=; ¡), Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÅÔÓÑ ËÁË ÓÏŒÐÁ- ÄÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (ÔÁËÉÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÎÏÒÍÁÌØ- ÎÙÍÉ), ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÕÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ Q, ÎÏ ÎÅ ÉÚÏ- ÍÏÒÆÎÕÀ ÅÍÕ? ôÏÔ ÖÅ ŒÏÐÒÏÓ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØ- ÎÙÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÏÞÅÍÕ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔØ

ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ?

77. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÜÌÅÍÅÎÔÁÒ- ÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ R, ÎÏ ÉÍÅÀÝÅÅ Â«ÏÌØÛÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ?

78. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÌÉ ÄŒÁ ÎÅÓÞčÔÎÙÈ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ?

79. âÕÄÕÔ ÌÉ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Z É Z × Z (ÐÁÒÙ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ; ÓÒÁŒÎÉŒÁÀÔÓÑ ÓÎÁÞÁÌÁ ŒÔÏÒÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÐÁÒ, Á ÐÒÉ ÉÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ | ÐÅÒŒÙÅ) ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ? ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÙ?

80. âÕÄÅÔ ÌÉ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ N + N ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ N? âÕÄÅÔ ÌÉ N+Z ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ N?

òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅ- ÏÒÅÍÙ ôÁÒÓËÏÇÏ { úÁÊÄÅÎÂÅÒÇÁ, ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÓÐÏÓÏ- ÂÉÔØ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÊ ÓÌÕÞÁÊ ÁÌÇÅÂÒÁ- ÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÌÅÊ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÜÌÉÍÉÎÁÃÉÉ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ Œ C ; Ë ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ ÍÙ ŒÅÒÎčÍÓÑ ÎÁ Ó. 226.

ðÏÌÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÅÓÌÉ ŒÓÑ- ËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÉÍÅÅÔ Œ ÎčÍ ÈÏ- ÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ËÏÒÅÎØ. (ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.) èÁÒÁË- ÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ ÐÏÌÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁÅ- ÍÙÈ Œ ÓÕÍÍÅ ŒÉÄÁ 1 + 1 + : : : + 1, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÎÁ ÏÂÒÁ- ÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ. åÓÌÉ ÎÉËÁËÁÑ ÓÕÍÍÁ ÔÁËÏÇÏ ŒÉÄÁ ÎÅ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÐÏÌÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0.

œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÌÑÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0 ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ŒÓÅ ÏÂÙÞÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Ó ËÏÍ- ÐÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÏÒÅÎØ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ËÒÁÔÎÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÂÕÄÅÔ ËÏÒ- ÎÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ, ÓÕÍÍÁ ËÏÒÎÅÊ Ó ÕÞčÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÒÁŒ- ÎÁ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ É Ô. Ä. üÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÙÐÏÌÎÑÌÉÓØ ÐÒÉ ÜÌÉ- ÍÉÎÁÃÉÉ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ Œ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÌÑÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉ- ËÉ 0. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ:

ôÅÏÒÅÍÁ 38 (Ï ÐÏÌÎÏÔÅ ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕ- ÔÙÈ ÐÏÌÅÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ). ìÀÂÙÅ ÄŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ- ÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0 ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜË- ŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

(îÁÚŒÁÎÉÅ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÔÁÎÅÔ ÐÏÎÑÔÎÙÍ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÐÏÌÎÙÈ ÔÅÏÒÉÑÈ.)

81. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÌÑ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

ôÅÏÒÅÍÕ 38 ÍÏÖÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÕÓÉÌÉÔØ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ĂÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑĄ.

ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÁ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ œ É ÄŒÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁ- ÃÉÉ ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÑÍÉ M_1 É M_2. ðÕÓÔØ ÐÒÉ ÜÔÏÍ M_1 ⊂ M_2 É ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÈ É ÆÕÎË- ÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ Œ M_1 É M_2 ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÈ ÉÚ M_1 ÓÉÍŒÏÌÙ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÀÔÓÑ ÏÄÉ- ÎÁËÏŒÏ. (úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ M_1 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÉÇÎÁÔÕÒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ.) œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ M_1 ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÏÄÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ Œ M_2, Á M_2 | ÒÁÓÛÉ- ÒÅÎÉÅÍ M_1.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÇÒÕÐÐÙ ËÁË ÉÎÔÅÒ- ÐÒÅÔÁÃÉÉ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ (=; ×; 1; ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ), ÔÏ ÐÏÄÓÔÒÕË- ÔÕÒÙ | ÜÔÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ.

82. ðÏÞÅÍÕ ÚÄÅÓØ ŒÁÖÎÏ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ŒËÌÀÞÅ- ÎÁ Œ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ?

éÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ M_2 ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ÒÁÓÛÉ- ÒÅÎÉÅÍ Åč ÐÏÄÓÔÒÕËÔÕÒÙ M_1, ÅÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÔÁËÏÅ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÏ: ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ) F É ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÏÃÅÎËÉ ß ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ M_1 ÆÏÒÍÕÌÁ F ÉÓ- ÔÉÎÎÁ Œ M_1 ÎÁ ÜÔÏÊ ÏÃÅÎËÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÉÓÔÉÎÎÁ Œ M_2 ÎÁ ÔÏÊ ÖÅ ÏÃÅÎËÅ.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ÚÁÍËÎÕÔÁ (ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ), ÔÏ Åč ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÏÃÅÎËÉ É ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ M_1 É M_2 ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

83. ðÕÓÔØ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ M1, ËÏÔÏÒÁÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ M2. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ M1 É M2 ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, ÔÏ M2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒ-

ÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ M1.

îÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÐÒÉÍÅÒ: ÐÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÏÌÅ k_1 É ÅÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ k_2. íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÏÌÑ k_1 É k_2 ËÁË ÄŒÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ (=; +; ×; 0; 1). ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒ- ÎÅÎÉÊ Ó ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ k_1. ôÏÇÄÁ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÆÏÒÍÕÌÙ (ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ËŒÁÎÔÏÒÙ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ É ËÏÎSSÀÎËÃÉÀ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ; ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ). ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ k_2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ÒÁÓ- ÛÉÒÅÎÉÅÍ k_1, ÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔÁÍÉ Œ k_1, ÉÍÅÀÝÁÑ ÒÅÛÅÎÉÅ Œ k_2, ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ É Œ k_1.

ôÅÏÒÅÍÁ 39. ðÕÓÔØ k_1 | ÐÏÄÐÏÌÅ ÐÏÌÑ k_2, ÐÒÉÞčÍ ÏÂÁ ÏÎÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙ É ÉÍÅÀÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉ- ËÕ 0. ôÏÇÄÁ k_2 (ËÁË ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ k_1.

◁ œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÜÌÉÍÉÎÁÃÉÑ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔ ÌÀÂÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ (Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ ÉÌÉ ÂÅÚ) Œ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÕÀ ÅÊ ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÕÀ, ÐÒÉÞčÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ Œ ÏÂÏÉÈ ÐÏÌÑÈ. á ÄÌÑ ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ Åč ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÐÒÉ ÏÃÅÎËÅ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ k_1 ÎÉËÁË ÎÅ ÍÏ- ÖÅÔ ÚÁŒÉÓÅÔØ ÏÔ ÔÏÇÏ, ŒÎÕÔÒÉ ËÁËÏÇÏ ÐÏÌÑ ÜÔÁ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ. ▷

üÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï ÍÏÄÅÌØÎÏÊ ÐÏÌÎÏÔÅ ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÌÅÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ. éÚ ÎÅč Ó ÕÞčÔÏÍ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ ÐÅÒÅÄ Åč ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÏÊ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÁËÏÊ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÙÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÓÔÁÍ ÆÁËÔ:

ôÅÏÒÅÍÁ 40 (çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ). œÓÑËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÐÏ- ÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ Œ ÁÌÇÅÂÒÁ- ÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÐÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ, ÉÍÅÀÝÁÑ ÒÅÛÅÎÉÅ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÑ, ÉÍÅÅÔ ÒÅ- ÛÅÎÉÅ É Œ ÓÁÍÏÍ ÐÏÌÅ.

◁ œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÅÝč ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ÄÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÅ ÐÒÏÐÁ- ÄčÔ, Á ÚÁÔÅÍ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 39. ▷

84. äÒÕÇÏÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÔÅÏÒÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ ÆÏÒÍÕÌÉ-

ÒÕÅÔÓÑ ÔÁË: ÐÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ

P1(x1; : : : ; xn) = 0; . . . . . . . . . . . . . . . . . . P_k(x1; : : : ; xn) = 0;

ÇÄÅ ŒÓÅ Pi | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÐÒÉÞčÍ ÜÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÑ Œ C . ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Qi(x1; : : : ; xn), ÞÔÏ

P1(x1; : : : ; xn)Q1(x1; : : : ; xn)+: : :+P_k (x1; : : : ; xn)Q_k(x1; : : : ; xn)

ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁŒÎÏ ÅÄÉÎÉÃÅ.

œÙŒÅÄÉÔÅ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÎÁÍÉ ŒÁÒÉÁÎ- ÔÁ ÔÅÏÒÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ËÏÌØ- ÃÅ C [x1 ; : : : ; xn] ÉÄÅÁÌ, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ P1; : : : ; P_k; ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÉÃÕ, ÔÏ ŒÓč ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÅÓÌÉ ÎÅÔ, ÔÏ ÒÁÓ- ÛÉÒÉÍ ÅÇÏ ÄÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ I; ÔÏÇÄÁ ÆÁËÔÏÒËÏÌØ- ÃÏ C [x1 ; : : : ; xn]=I ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÅÍ, ÒÁÓÛÉÒÑÀÝÉÍ C , É Œ ÜÔÏÍ ÐÏ- ÌÅ ËÌÁÓÓÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ x1; : : : ; xn ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÁÛÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ.)

3.10. éÇÒÁ üÒÅÎÆÏÊÈÔÁ

œÅÒÎčÍÓÑ ÏÔ ÁÌÇÅÂÒÙ Ë ÌÏÇÉËÅ É ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÏÂÝÉÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÄŒÕÈ ÉÎÔÅÒÐÒÅ- ÔÁÃÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÛÁ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÌØËÏ ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÅ ÓÉÍŒÏÌÙ. (üÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÅ ÏÞÅÎØ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÔÁË ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ f(x_1; : : : ; x_n) ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÐÒÅÄÉËÁÔÏÍ f(x_1; : : : ; x_n) = = y, ÉÍÅÀÝÉÍ ÎÁ ÏÄÉÎ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÂÏÌØÛÅ.) ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ ËÏÎÅÞÎÁ (Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏ- ÍÅÎÔ ÎÁÛÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ).

ëÒÉÔÅÒÉÊ ÂÕÄÅÔ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÎÅËÏÔÏ- ÒÏÊ ÉÇÒÙ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÊ ÉÇÒÏÊ üÒÅÎÆÏÊÈÔÁ. œ ÎÅÊ ÕÞÁÓÔ- ŒÕÀÔ ÄŒÁ ÉÇÒÏËÁ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ îÏŒÁÔÏÒÏÍ (î) É ëÏÎÓÅÒ- ŒÁÔÏÒÏÍ (ë). éÇÒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ŒÙÂÒÁÎÎÏÊ ÐÁÒÏÊ ÉÎÔÅÒ- ÐÒÅÔÁÃÉÊ; ËÁË ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ë ÉÍÅÅÔ ŒÙ- ÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ Œ ÜÔÏÊ ÉÇÒÅ.

œ ÎÁÞÁÌÅ ÉÇÒÙ îÏŒÁÔÏÒ ÏÂSSÑŒÌÑÅÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉ- ÓÌÏ k. äÁÌÅÅ ÏÎÉ ÈÏÄÑÔ ÐÏ ÏÞÅÒÅÄÉ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó î; ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÉÇÒÏËÏŒ ÄÅÌÁÅÔ k ÈÏÄÏŒ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ- ÂÅÄÉÔÅÌØ.

îÁ i-Í ÈÏÄÕ î ŒÙÂÉÒÁÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÉÎÔÅÒÐÒÅ- ÔÁÃÉÊ (Œ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÄŒÕÈ, ÐÒÉÞčÍ ŒÙÂÏÒ ÍÏÖÅÔ ÚÁŒÉÓÅÔØ ÏÔ ÎÏÍÅÒÁ ÈÏÄÁ) É ÐÏÍÅÞÁÅÔ ÅÇÏ ÞÉÓÌÏÍ i. œ ÏÔŒÅÔ ë ŒÙ- ÂÉÒÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ ÄÒÕÇÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ É ÔÁËÖÅ ÐÏÍÅÞÁÅÔ ÅÇÏ ÞÉÓÌÏÍ i. ðÏÓÌÅ k ÈÏÄÏŒ ÉÇÒÁ ÚÁËÁÎ- ÞÉŒÁÅÔÓÑ. ðÒÉ ÜÔÏÍ Œ ËÁÖÄÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ k ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ k (ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÕÖÅ ÎÅ ŒÁÖÎÏ, ËÔÏ ÉÚ ÉÇÒÏËÏŒ ÉÈ ÐÏÍÅÔÉÌ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a_1; a_2; : : : ; a_k (ÄÌÑ ÐÅÒŒÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ; ÜÌÅÍÅÎÔ a_i ÉÍÅÅÔ ÐÏÍÅÔËÕ i) É b_1; b_2; : : : ; b_k (ÄÌÑ ŒÔÏÒÏÊ). üÌÅÍÅÎÔÙ a_i É b_i (Ó ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ i) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁÊÄčÔÓÑ ÌÉ ÐÒÅÄÉËÁÔ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ, ËÏÔÏÒÙÊ ÒÁÚÌÉÞÁÅÔ ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÅÒŒÏÊ É ŒÔÏÒÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ (ÔÏ ÅÓÔØ ÉÓÔÉ- ÎÅÎ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÏÄÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ, ÎÏ ÌÏÖÅÎ ÎÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ ÄÒÕÇÏÊ). åÓÌÉ ÔÁËÏÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ ÎÁÊÄčÔÓÑ, ÔÏ ŒÙÉÇÒÙŒÁÅÔ îÏŒÁÔÏÒ, Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ëÏÎÓÅÒŒÁÔÏÒ.

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÉÇÒÁ ÄÁčÔ ËÒÉÔÅ- ÒÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÓËÏÌØ- ËÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ.

• óÒÅÄÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a_1; : : : ; a_k É b_1; : : : ; b_k ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ. åÓÌÉ Œ ÎÁÛÅÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ ÅÓÔØ ÐÒÅÄÉËÁÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ É Œ ÏÂÅÉÈ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑÈ ÏÎ ÉÎÔÅÒÐÒÅ- ÔÉÒÕÅÔÓÑ ËÁË ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÔÏ ëÏÎÓÅÒŒÁ- ÔÏÒ ÏÂÑÚÁÎ ÐÏŒÔÏÒÑÔØ ÈÏÄÙ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÐÏŒÔÏÒÉÌ îÏ- ŒÁÔÏÒ (ÓËÁÖÅÍ, ÅÓÌÉ a_i = a_j , Á b_i ≠ b_j , ÔÏ îÏŒÁÔÏÒ ŒÙÉÇÒÙŒÁÅÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÅÄÉËÁÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÉÓÔÉ- ÎÅÎ Œ ÏÄÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ, ÎÏ ÌÏÖÅÎ ÎÁ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ ÄÒÕÇÏÊ).

• åÓÌÉ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, ÔÏ Õ ëÏÎÓÅÒŒÁÔÏ- ÒÁ ÅÓÔØ ÏÞÅŒÉÄÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ŒÙÉÇÒÁÔØ: ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ

ÚÁÒÁÎÅÅ ÇÒÕÐÐÉÒÕÅÔ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Œ ÐÁÒÙ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÉÈ. (üÔÏ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.)

• òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ (ÐÒÅÄÉËÁÔÙ = É ¡) É Åč ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁ- ÃÉÉ Œ N É Z. ïÎÉ ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÒÅÄÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÅÓÔØ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ, Á ÓÒÅÄÉ ÃÅÌÙÈ | ÎÅÔ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ ÉÇÒÅ üÒÅÎÆÏÊÈÔÁ ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÊ ŒÙ- ÉÇÒÙŒÁÅÔ îÏŒÁÔÏÒ.

î ÏÂSSÑŒÌÑÅÔ, ÞÔÏ ÉÇÒÁ ÂÕÄÅÔ ÐÒÏŒÅÄÅÎÁ Œ ÄŒÁ ÈÏÄÁ É ÎÁ ÐÅÒŒÏÍ ÈÏÄÕ ÐÏÍÅÞÁÅÔ ÞÉÓÌÏ 0 ÉÚ ÉÎÔÅÒÐÒÅ- ÔÁÃÉÉ N. œ ÏÔŒÅÔ ë ŒÙÎÕÖÄÅÎ ÐÏÍÅÔÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ m ÉÚ Z. îÁ ŒÔÏÒÏÍ ÈÏÄÕ î ÐÏÍÅÞÁÅÔ Œ Z ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÍÅÎØÛÅÅ m (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, m−1). ôÅÐÅÒØ ë ÐÒÏÉÇÒÙŒÁÅÔ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÏÔŒÅÔÎÏÍ ÈÏÄÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÍÅÔÉÔØ ÞÉÓÌÏ, ÍÅÎØÛÅÅ ÎÕÌÑ, ÏÎ ÎÅ ÍÏÖÅÔ.

• äÌÑ ÔÏÊ ÖÅ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ Œ Z É Q. üÔÉ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÎÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÒÑÄÏË ÎÁ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉ- ÓÌÁÈ ÐÌÏÔÅÎ, Á ÎÁ ÃÅÌÙÈ | ÎÅÔ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ ÉÇÒÅ üÒÅÎÆÏÊÈÔÁ ÓÎÏŒÁ ŒÙÉÇÒÙŒÁÅÔ îÏŒÁÔÏÒ. éÇÒÁ ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÈÏÄÉÔØ Œ ÔÒÉ ÈÏÄÁ. îÁ ÐÅÒŒÙÈ ÄŒÕÈ ÈÏÄÁÈ î ÐÏÍÅÞÁÅÔ ÞÉÓÌÁ 0 É 1 ÉÚ Z. ë ÄÏÌÖÅÎ ÐÏ- ÍÅÔÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ b_1 É b_2 ÉÚ Q. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ b_1 ¡ b_2 (ÉÎÁÞÅ î ÚÁŒÅÄÏÍÏ ŒÙÉÇÒÁÅÔ). ôÏÇÄÁ ÎÁ ÔÒÅÔØÅÍ ÈÏÄÕ î ÐÏÍÅÞÁÅÔ ÌÀÂÏÅ ÒÁÃÉÏ- ÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÌÅÖÁÝÅÅ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÖÄÕ b_1 É b_2. ôÁË ËÁË ÍÅÖÄÕ 0 É 1 ÎÅÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ë ÎÅ ÍÏ- ÖÅÔ ÓÏÂÌÀÓÔÉ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ ÉÇÒÙ É ÐÒÏÉÇÒÙŒÁÅÔ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÈÏÄÅ.

• òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Z É Z + Z. ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ (Ó. 140), ÏÎÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, É ÐÏÔÏÍÕ ÄÏÌÖÎÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÔØ ŒÙ- ÉÇÒÙÛÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÄÌÑ ëÏÎÓÅÒŒÁÔÏÒÁ. ëÁË ÖÅ ÏÎ

ÄÏÌÖÅÎ ÉÇÒÁÔØ? ëÁÖÅÔÓÑ ÒÁÚÕÍÎÙÍ ÐÏÄÄÅÒÖÉŒÁÔØ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ Œ Z É Z+Z. ðÒÏÂÌÅÍÁ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ Œ Z+Z ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙ (ÍÅÖÄÕ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÁÍÉ ÒÁÚÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ). þÔÏ ÖÅ ÄÅÌÁÔØ ëÏÎÓÅÒŒÁ- ÔÏÒÕ, ÅÓÌÉ îÏŒÁÔÏÒ ÐÏÍÅÔÉÌ ÄŒÁ ÔÁËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁ?

ë ÓÞÁÓÔØÀ ÄÌÑ ë, ÏÎ ÚÎÁÅÔ ÚÁÒÁÎÅÅ, ÓËÏÌØËÏ ÈÏ- ÄÏŒ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÄÏ ËÏÎÃÁ ÉÇÒÙ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÉÇÒÁ ÓËÏÒÏ ËÏÎÞÉÔÓÑ, ÔÏ î ÎÅ ÕÄÁÓÔÓÑ ÏÔÌÉÞÉÔØ ÂÅÓËÏ- ÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ. âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÅÓÌÉ ÄÏ ËÏÎÃÁ ÉÇÒÙ ÏÓÔÁčÔÓÑ s ÈÏÄÏŒ, ÔÏ ë ÍÏÖÅÔ ÓÞÉÔÁÔØ ŒÓÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ, ÂÏÌØÛÉÅ ÉÌÉ ÒÁŒ- ÎÙÅ 2^s, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍÉ. œ ËÏÎÃÅ (ÐÒÉ s = 0) ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔÏÖ- ÄÅÓÔŒÌÑÀÔÓÑ (ÞÔÏ ÐÒÁŒÉÌØÎÏ, ÔÁË ËÁË Œ ËÏÎÃÅ ŒÁ- ÖÅÎ ÌÉÛØ ÐÏÒÑÄÏË). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ë ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ ÐÏÄÄÅÒÖÉŒÁÔØ ÔÁËÏÊ ĂÉÎŒÁÒÉÁÎÔĄ (ËÁË ÓËÁÚÁÌÉ ÂÙ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÓÔÙ): ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Œ A É Œ B ÉÄÕÔ Œ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÐÏÒÑÄËÅ, É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍÉ ÐÁÒÁÍÉ ÓÏÓÅÄÅÊ ÏÄÉÎÁËÏ- ŒÙ (ÐÒÉ ÜÔÏÍ ŒÓÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍÉ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÓÔÒÁÔÅ- ÇÉÑ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÅÍÕ ŒÙÉÇÒÙÛ; ÎÁÄÏ ÌÉÛØ ÐÒÏŒÅ- ÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÄÄÅÒÖÁÔØ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ ÍÏÖÎÏ.

ðÒÉ ÏÞÅÒÅÄÎÏÍ ÈÏÄÅ î ŒÏÚÍÏÖÎÙ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÕÞÁ- ÅŒ. î ÍÏÇ ÒÁÚÂÉÔØ ĂËÏÎÅÞÎÙÊĄ (ÍÅÎØÛÉÊ 2^s, ÇÄÅ s | ÞÉÓÌÏ ÏÓÔÁŒÛÉÈÓÑ ÈÏÄÏŒ) ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË ÎÁ ÄŒÅ ÞÁÓÔÉ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË Œ ÄÒÕ- ÇÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÔÁËÖÅ ĂËÏÎÅÞÅÎĄ É ÉÍÅÅÔ ÔÕ ÖÅ ÄÌÉ- ÎÕ, ÔÁË ÞÔÏ ë ÄÏÌÖÅÎ ÌÉÛØ ŒÙÂÒÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÁ ÔÏÍ ÖÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÏÔ ËÏÎÃÏŒ. ðÕÓÔØ î ÒÁÚÂÉÌ ĂÂÅÓËÏ- ÎÅÞÎÙÊĄ (ÄÌÉÎÙ 2^s ÉÌÉ ÂÏÌØÛÅ) ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË ÎÁ ÄŒÅ ÞÁÓÔÉ. ôÏÇÄÁ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ÞÁÓÔÅÊ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÄÌÉÎÕ 2^{s−1} ÉÌÉ ÂÏÌØÛÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÛÁÇÅ ÂÕÄÅÔ ÓÞÉÔÁÔØÓÑ ĂÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊĄ. åÓÌÉ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ĂÂÅÓ- ËÏÎÅÞÎÙĄ (Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÛÁÇÁ), ÔÏ ë ÄÏÌÖÅÎ ÒÁÚÂÉÔØ ĂÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊĄ (ÄÌÉÎÙ 2^s ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ)

ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË ÄÒÕÇÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÁ ÄŒÅ ĂÂÅÓËÏÎÅÞ- ÎÙÅĄ (ÄÌÉÎÙ 2^{s−1} ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ) ÞÁÓÔÉ; ÜÔÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ŒÏÚÍÏÖÎÏ. åÓÌÉ ÏÄÎÁ ÞÁÓÔØ ĂÂÅÓËÏÎÅÞÎÁĄ, Á ÄÒÕÇÁÑ ĂËÏÎÅÞÎÁĄ, ÔÏ ÎÁÄÏ ÏÔÌÏÖÉÔØ ÔÏ ÖÅ ĂËÏÎÅÞÎÏÅĄ ÒÁÓ- ÓÔÏÑÎÉÅ Œ ÄÒÕÇÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ. îÁËÏÎÅÃ, ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ĂËÏÎÅÞÎÙÍÉĄ (ÅÓÌÉ ËÁÖÄÁÑ ÍÅÎØÛÅ 2^{s−1}, ÔÏ Œ ÓÕÍÍÅ ÂÕÄÅÔ ÍÅÎØÛÅ 2^s).

îÁËÏÎÅÃ, ÎÏŒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÏÇ ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÅ (ÉÌÉ ÍÅÎØÛÅ) ŒÓÅÈ ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÎÔÅÒÐÒÅ- ÔÁÃÉÉ; Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ë ÄÏÌÖÅÎ ÏÔÍÅÔÉÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ ÄÒÕÇÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ, ÎÁÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÎÁ ÔÏÍ ÖÅ ÒÁÓ- ÓÔÏÑÎÉÉ ÏÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ (ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ) ÏÔÍÅÞÅÎÎÏ- ÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ (ÉÌÉ ÎÁ ĂÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍĄ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ, ÅÓÌÉ ÔÁËÏŒÁ ÂÙÌÁ ÓÉÔÕÁÃÉÑ Ó ŒÙÂÒÁÎÎÙÍ î ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ).

85. ëÔÏ ŒÙÉÇÒÙŒÁÅÔ Œ ÉÇÒÅ üÒÅÎÆÏÊÈÔÁ ÄÌÑ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎ- ÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ (Á) Z É R; (Â) R É Q; (Œ) N É N + Z? ëÁË ÏÎ ÄÏÌÖÅÎ ÉÇÒÁÔØ?

ðÒÉŒÅÄčÎÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÄÅÌÁÀÔ ÐÒÁŒÄÏÐÏÄÏÂÎÏÊ ÓŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÎÁÌÉÞÉÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÒÁÚÌÉÞÁÀÝÅÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ, É ŒÙÉÇÒÙÛÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÄÌÑ î. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÞÉÓÌÏ ÈÏ- ÄÏŒ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ îÏŒÁÔÏÒÕ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ËŒÁÎ- ÔÏÒÎÏÊ ÇÌÕÂÉÎÅ ÒÁÚÌÉÞÁÀÝÅÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÆÏÒÍÕÌÙ. ëŒÁÎÔÏÒÎÁÑ ÇÌÕÂÉÎÁ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË:

• çÌÕÂÉÎÁ ÁÔÏÍÁÒÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ.

• çÌÕÂÉÎÁ ÆÏÒÍÕÌ ’ ∨ É ’ ∧ ÒÁŒÎÁ ÍÁËÓÉÍÕÍÕ ÇÌÕÂÉÎ ÆÏÒÍÕÌ ’ É .

• çÌÕÂÉÎÁ ÆÏÒÍÕÌÙ ¬’ ÒÁŒÎÁ ÇÌÕÂÉÎÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ’.

• çÌÕÂÉÎÁ ÆÏÒÍÕÌ ∃¸ ’ É ∀¸ ’ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ÂÏÌØÛÅ ÇÌÕ- ÂÉÎÙ ÆÏÒÍÕÌÙ ’.

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÇÌÕÂÉÎÁ ÆÏÒÍÕÌÙ | ÜÔÏ ÎÁÉÂÏÌØ- ÛÁÑ ĂÇÌÕÂÉÎÁ ŒÌÏÖÅÎÎÏÓÔÉĄ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ (ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ÃÅÐÏÞËÉ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÚÉÃÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÉÇÒÅ ÐÏÓÌÅ k ÈÏÄÏŒ î É ë (ÐÅÒÅÄ ÏÞÅÒÅÄÎÙÍ ÈÏÄÏÍ î) É ÚÁ l ÈÏ- ÄÏŒ ÄÏ ËÏÎÃÁ ÉÇÒÙ (ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÂÝÁÑ ÄÌÉÎÁ ÉÇÒÙ ÅÓÔØ k + l). œ ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ Œ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÊ ÓÏŒÍÅÓÔÎÙÍÉ ÕÓÉÌÉÑÍÉ î É ë ŒÙÂÒÁÎÏ ÐÏ k ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÂÕÄÕÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a_1; : : : ; a_k Œ ÏÄÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅ- ÔÁÃÉÉ (ÎÁÚÏŒčÍ Åč A) É b_1; : : : ; b_k Œ ÄÒÕÇÏÊ (B).

ìÅÍÍÁ. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÏÒÍÕÌÁ ÇÌÕÂÉÎÙ l Ó ÐÁÒÁÍÅ- ÔÒÁÍÉ x_1; : : : ; x_k, ÏÔÌÉÞÁÀÝÁÑ a_1; : : : ; a_k ÏÔ b_1; : : : ; b_k, ÔÏ Œ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÐÏÚÉÃÉÉ î ÉÍÅÅÔ ŒÙÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ; Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Åč ÉÍÅÅÔ ë.

ðÏÑÓÎÉÍ ÓÍÙÓÌ ÕÓÌÏŒÉÑ ÌÅÍÍÙ. ðÕÓÔØ ’ | ÆÏÒÍÕÌÁ ÇÌÕÂÉÎÙ l, ŒÓÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ Œ ÓÐÉÓËÅ x_1; : : : ; x_k. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÓÔÁŒÉÔØ ŒÏÐÒÏÓ ÏÂ Åč ÉÓ- ÔÉÎÎÏÓÔÉ Œ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ A ÐÒÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ a_1; : : : ; a_k, Á ÔÁËÖÅ Œ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ B ÐÒÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÁ- ÒÁÍÅÔÒÏŒ b_1; : : : ; b_k. åÓÌÉ ÏËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ Œ ÏÄÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÏÒÍÕÌÁ ’ ÉÓÔÉÎÎÁ, Á Œ ÄÒÕÇÏÍ ÌÏÖÎÁ, ÔÏ ÍÙ ÇÏŒÏÒÉÍ, ÞÔÏ ’ ÏÔÌÉÞÁÅÔ a_1; : : : ; a_k ÏÔ b_1; : : : ; b_k.

ðÕÓÔØ ÔÁËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ’ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. ïÎÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑ- ÅÔ ÓÏÂÏÊ ÌÏÇÉÞÅÓËÕÀ (ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÕÀ) ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ ÎÅËÏ- ÔÏÒÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ŒÉÄÁ ŒÉÄÁ ∀¸ É ∃¸, ÇÄÅ | ÆÏÒÍÕ- ÌÁ ÇÌÕÂÉÎÙ l − 1. èÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ, ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ ÜÔÕ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ, ÄÏÌÖÎÁ ÔÁËÖÅ ÏÔÌÉÞÁÔØ a_1; : : : ; a_k ÏÔ b_1; : : : ; b_k. ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÏÔÒÉÃÁÎÉÀ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ËŒÁÎÔÏÒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ. ðÕÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ ’, ÉÍÅÀÝÁÑ ŒÉÄ

∃x_{k+1}(x_1; : : : ; x_k; x_{k+1});

ÉÓÔÉÎÎÁ ÄÌÑ a_1; : : : ; a_k É ÌÏÖÎÁ ÄÌÑ b_1; : : : ; b_k. ôÏÇÄÁ ÎÁÊ- ÄčÔÓÑ ÔÁËÏÅ a_{k+1}, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ Œ A ÉÓÔÉÎÎÏ

(a_1; : : : ; a_k; a_{k+1}):

üÔÏ a_{k+1} É ÂÕÄÅÔ ŒÙÉÇÒÙŒÁÀÝÉÍ ÈÏÄÏÍ îÏŒÁÔÏÒÁ; ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÏÔŒÅÔÎÏÍ ÈÏÄÅ b_{k+1} ëÏÎÓÅÒŒÁÔÏÒÁ ÆÏÒÍÕÌÁ

(b_1; : : : ; b_k; b_{k+1})

ÂÕÄÅÔ ÌÏÖÎÏÊ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÇÌÕ- ÂÉÎÙ l − 1 ÏÔÌÉÞÁÅÔ a_1; : : : ; a_k; a_{k+1} ÏÔ b_1; : : : ; b_k; b_{k+1} É ÐÏÔÏÍÕ, ÒÁÓÓÕÖÄÁÑ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÏÓÔÁŒÛÅÊÓÑ (l − 1)-ÈÏÄÏŒÏÊ ÉÇÒÅ î ÉÍÅÅÔ ŒÙÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ. (œ ËÏÎÃÅ ËÏÎÃÏŒ ÍÙ ÐÒÉÄčÍ Ë ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ËÏÇÄÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÔÌÉÞÁÅÔ k + l ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏŒ Œ A ÏÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ B, ÔÏ ÅÓÔØ î ŒÙÉÇÒÁÅÔ.)

ïÂÒÁÔÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ (ÅÓÌÉ ÎÁÂÏÒÙ ÎÅ ÏÔÌÉÞÉÍÙ ÎÉ- ËÁËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÇÌÕÂÉÎÙ l, ÔÏ ë ÉÍÅÅÔ ŒÙÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ Œ ÏÓÔÁŒÛÅÊÓÑ l-ÈÏÄÏŒÏÊ ÉÇÒÅ) ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÎÏ ÞÕÔØ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏ. úÄÅÓØ ŒÁÖÎÏ, ÞÔÏ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÅÓÔØ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÇÌÕÂÉÎÙ k.

ôÏÞÎÅÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÄŒÅ ÆÏÒÍÕÌÙ (Ó ÐÁ- ÒÁÍÅÔÒÁÍÉ) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÉÓ- ÔÉÎÎÙ ÉÌÉ ÌÏÖÎÙ Œ ÌÀÂÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÃÅÎ- ËÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ ËÏÎÅÞÎÁ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉÛØ ËÏ- ÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÁÔÏÍÁÒÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ, ŒÓÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ËÏÔÏ- ÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ÓÒÅÄÉ u_1; : : : ; u_s. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉÛØ ËÏ- ÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÂÕÌÅŒÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ó ÄÁÎÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÁÒ- ÇÕÍÅÎÔÏŒ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅ- ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ, ŒÓÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ÓÒÅÄÉ u_1; : : : ; u_s. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ŒÉÄÁ ∃u_s (u_1; : : : ; u_s);

É ÐÏÔÏÍÕ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÆÏÒ- ÍÕÌ ÇÌÕÂÉÎÙ 1, ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ÓÒÅÄÉ u_1; : : : ; u_{s−1}. (úÄÅÓØ ÍÙ ÓÎÏŒÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÂÕÌÅŒÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ó ÄÁÎÎÙÍ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÓÐÉÓËÏÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ, Á ÔÁËÖÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÉÍÅÎÏŒÙ- ŒÁÔØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ ÐÏÄ ËŒÁÎÔÏÒÏÍ, ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÅÓÔØ u_s.) ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÜÔÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ l É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ u_1; : : : ; u_n ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÇÌÕÂÉÎÙ l, ŒÓÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ÓÒÅÄÉ u_1; : : : ; u_n. (úÄÅÓØ

ÍÙ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ.)

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÚÁËÏÎÞÉÔØ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÒÏ ÉÇÒÕ üÒÅÎ- ÆÏÊÈÔÁ. ðÕÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a_1; : : : ; a_k ÎÅÌØÚÑ ÏÔÌÉÞÉÔØ ÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ b_1; : : : ; b_k Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌ ÇÌÕÂÉÎÙ l. ïÐÉ- ÛÅÍ ŒÙÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ ÄÌÑ ë. ðÕÓÔØ î ŒÙÂÒÁÌ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Œ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÊ, ÓËÁ- ÖÅÍ, a_{k+1}. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÇÌÕÂÉÎÙ l − 1 Ó k + 1 ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÉÈ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ); ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÉÈ ÂÕÄÕÔ ÉÓÔÉÎÎÙ ÎÁ a_1; : : : ; a_{k+1}, Á ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÌÏÖÎÙ. ôÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌÁ, ÕÔŒÅÒ- ÖÄÁÀÝÁÑ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ a_{k+1} Ó ÒÏŒÎÏ ÔÁËÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ- ÍÉ (ÐÏÓÌÅ ËŒÁÎÔÏÒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÉÄčÔ ËÏÎSSÀÎËÃÉÑ ŒÓÅÈ ÉÓÔÉÎÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ É ÏÔÒÉÃÁÎÉÊ ŒÓÅÈ ÌÏÖÎÙÈ) ÂÕÄÅÔ ÆÏÒ- ÍÕÌÏÊ ÇÌÕÂÉÎÙ l, ÉÓÔÉÎÎÏÊ ÎÁ a_1; : : : ; a_k. ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅ- ÎÉÀ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÉÓÔÉÎÎÏÊ É ÎÁ b_1; : : : ; b_k, É ÐÏÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ b_{k+1} Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, ÞÔÏ É a_{k+1}. üÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ b_{k+1} É ÄÏÌÖÅÎ ÐÏÍÅÔÉÔØ ë. ôÅ- ÐÅÒØ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ Œ ŒÏÚÎÉËÛÅÊ ÐÏÚÉÃÉÉ (ÇÄÅ ÄÏ ËÏÎÃÁ ÉÇÒÙ l − 1 ÈÏÄÏŒ) Õ ë ÅÓÔØ ŒÙÉÇÒÙÛÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ.

ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. åč ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÅ- ÝÁÎÎÙÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ:

ôÅÏÒÅÍÁ 41. éÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ A É B ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÉÇÒÅ üÒÅÎÆÏÊÈÔÁ ŒÙÉÇÒÙŒÁÅÔ ëÏÎÓÅÒŒÁÔÏÒ.

86. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÏ (ÂÅÚ ÎÅÇÏ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÅ ÓÌÅÄÕ- ÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ŒÙÉÇÒÙÛÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÄÌÑ ë).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ Z É Z + Z) ÉÇÒÁ üÒÅÎÆÏÊÈÔÁ ÄÁčÔ ÎÁÍ ÎÏŒÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÄÏËÁ- ÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.

3.11. ðÏÎÉÖÅÎÉÅ ÍÏÝÎÏÓÔÉ

œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÏÐÉÛÅÍ ÐÒÉčÍ, ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÅÊ Œ ÉÎ- ÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÂÏÌØÛÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ŒÙÄÅÌÑÔØ ÞÁÓÔØ, ËÏÔÏ- ÒÁÑ ÂÕÄÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÉÓÈÏÄÎÏÊ (É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÂÕÄÅÔ Åč ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ Œ

ÓÍÙÓÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ Ó. 142). îÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÏ ŒÓÑËÏÍ ÂÅÓ- ËÏÎÅÞÎÏÍ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÜÔÏÔ ÐÒÉčÍ ÐÏÚŒÏ- ÌÉÔ ÎÁÊÔÉ ÓÞčÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÏÅ ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ ËÁË ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ (=; ¡).

ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ (ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÊ ÓÏÄÅÒ- ÖÁÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÅŒÅÎÇÅÊÍÁ { óËÏÌÅÍÁ ÏÂ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÐÏÄÍÏÄÅÌÉ) ÌÅÇËÏ ÄÁÔØ ÏÂÅÝÁÎÎÏÅ ÎÁ Ó. 117 ÄÒÕÇÏÅ ÄÏ- ËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÐÌÏÔÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÂÅÚ ÐÅÒŒÏÇÏ É ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒ- ÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ŒÙÂÅÒÅÍ Œ ÎÉÈ ÓÞčÔÎÙÅ ÞÁÓÔÉ, ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ ÃÅÌÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ. üÔÉ ÞÁÓÔÉ ÂÕÄÕÔ ÐÌÏÔÎÙÍÉ É ÎÅ ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ÐÅÒŒÏÇÏ É ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÔÁË ËÁË ÜÔÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔ- ÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ. ëÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ (ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [6]), ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÓÞčÔÎÙÈ ÐÌÏÔÎÙÈ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÂÅÚ ÐÅÒ- ŒÏÇÏ É ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, É ÐÏÔÏÍÕ (ÔÅÏÒÅ- ÍÁ 35, Ó. 138) ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, É ÉÓÈÏÄÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÂÕÄÕÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÕÔÏÞÎÉÍ ÓÌÏŒÁ ĂÞÁÓÔØ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉĄ. åÓÌÉ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÈ ÓÉÍŒÏ- ÌÏŒ, ÔÏ ÐÒÏÂÌÅÍ ÎÅÔ: ŒÚÑŒ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØ ÐÒÅÄÉËÁÔÙ ÎÁ X É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÎÏŒÕÀ ÉÎÔÅÒ- ÐÒÅÔÁÃÉÀ. åÓÌÉ Œ ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÉÍ- ŒÏÌÙ, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÅÝč ÐÏÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ X ÂÙÌÏ ÚÁ- ÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ (ÚÎÁÞÅ- ÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X ÄÏÌÖÎÙ ÌÅ- ÖÁÔØ Œ X). œÏÚÎÉËÁÀÝÁÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ Ó ÎÏ- ÓÉÔÅÌÅÍ X ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÉÓÈÏÄÎÏÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 42 (ìÅŒÅÎÇÅÊÍÁ { óËÏÌÅÍÁ ÏÂ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÐÏÄ- ÍÏÄÅÌÉ). ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÉÌÉ ÓÞčÔÎÁÑ ÓÉÇÎÁÔÕ- ÒÁ œ É ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ M ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ. ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÓÞčÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M^′ ⊂ M, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÕÄÅÔ ÐÏÄÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ M (ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÉÇÎÁÔÕÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ) É ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ M ÂÕÄÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ M^′.

◁ îÁÞÎčÍ Ó ÐÅÒŒÏÇÏ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ: M^′ ÄÏÌÖÎÏ

ÂÙÔØ ÐÏÄÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ. óÁÍÏ ÐÏ ÓÅÂÅ ÅÇÏ ŒÙÐÏÌÎÉÔØ ÌÅÇËÏ, ËÁË ÇÏŒÏÒÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ.

ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ A ⊂ M | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÉÌÉ ÓÞčÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÉÌÉ ÓÞčÔ- ÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B ⊂ M, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ A, ËÏÔÏÒÏÅ ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ ÐÏÄÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ (ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÉÇÎÁÔÕÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ Œ M).

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ÐÏÞÔÉ ÏÞÅŒÉÄÎÏ: ÎÁÄÏ ÄÏÂÁŒÉÔØ Ë A ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ë ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÁÍ, ÐÏÔÏÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ë ÄÏ- ÂÁŒÌÅÎÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ É ÔÁË ÓÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ. (äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÎÁÄÏ ÄÏÂÁŒÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ŒÓÅÈ ÔÅÒÍÏŒ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÎÁ ÏÃÅÎËÁÈ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÎÄÉŒÉÄÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÐÒÉÎÉ- ÍÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ A.) ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÉÌÉ ÓÞčÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÔÁË ËÁË ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÒÁÓÛÉÒÅ- ÎÉÑ ÄÏÂÁŒÌÑÅÔÓÑ ÓÞčÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÏŒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ É ÛÁÇÏŒ ÓÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. (íÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÔÅÒ- ÍÏŒ ÓÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.) ìÅÍÍÁ 1 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

úÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ÓÉÇÎÁÔÕÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ A É Ó ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ÉÚ M ÆÕÎËÃÉÑÍÉ É ÐÒÅÄÉËÁÔÁÍÉ. ïÄÎÁËÏ ÏÎÁ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÁ ÂÙÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÊ M, ËÁË ÐÏËÁ- ÚÙŒÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÞÅŒÉÄÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ. (åÓÌÉ, ÓËÁÖÅÍ, Œ ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ ÎÅÔ ÆÕÎËÃÉÊ, Á ÏÄÎÉ ÐÒÅÄÉËÁÔÙ, ÔÏ ÌÀÂÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÂÕÄÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÏ.)

ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÅÝč ÏÄÎÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÚÁÍËÎÕ- ÔÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ A | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M (ÎÁÐÏÍ- ÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ œ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ M). íÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÎÁÚÏŒčÍ ÜËÚÉÓÔÅÎÃÉÁÌØ- ÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ’(x; x_1; : : : ; x_n) ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ œ É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a_1; : : : ; a_n ∈ A ŒÙ- ÐÏÌÎÅÎÏ ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ m ∈ M, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ (Œ M) ÉÓÔÉÎÎÏ ’(m; a_1; : : : ; a_n), ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ m Ó ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ É ŒÎÕÔÒÉ A.

(âÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÓÌÅÄÏŒÁÌÏ ÂÙ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑ- ËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ’, ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ÓÒÅÄÉ x; x_1; : : : ; x_n, É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a_1; : : : ; a_n ∈ A ŒÙ- ÐÏÌÎÅÎÏ ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ m ∈ M, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ’ ÉÓÔÉÎÎÁ Œ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ M ÎÁ ÏÃÅÎËÅ (x → m; x_1 → a_1; : : : ; x_n → a_n), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÜÌÅÍÅÎÔ m ∈ A Ó ÔÅÍ ÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ.)

ïÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ (Œ ÏÔÌÉ- ÞÉÅ ÏÔ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÉ ÔÅÏÒÅÍÙ) ÎÅ ÉÄčÔ ÒÅÞØ ÏÂ ÉÓÔÉÎ- ÎÏÓÔÉ ËÁËÏÊ ÂÙ ÔÏ ÎÉ ÂÙÌÏ ÆÏÒÍÕÌÙ Œ A | ÔÏÌØËÏ ÏÂ ÉÓ- ÔÉÎÎÏÓÔÉ Œ M. œ ÎčÍ ÇÏŒÏÒÉÔÓÑ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ŒÏÔ ÞÔÏ: ÅÓÌÉ ŒÏÏÂÝÅ (ŒÏ ŒÓčÍ M) ÎÁÊÄčÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÊ ÎÅËÉÍ ÆÏÒÍÕÌØÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ a_1; : : : ; a_n ∈ A, ÔÏ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÁÊÄčÔÓÑ É ŒÎÕÔÒÉ ÓÁÍÏÇÏ A.

ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ A ⊂ M | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÉÌÉ ÓÞčÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÉÌÉ ÓÞčÔ- ÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B ⊂ M, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ A, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÜËÚÉ- ÓÔÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ 2 ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÙ: ÆÏÒÍÕÌ ’ ÓÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É ËÏÎÅÞÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚ A ÔÏÖÅ ÓÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÍÏÔÒÅÔØ, Œ ËÁËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÜÌÅÍÅÎÔ m ÉÚ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÑ ÜËÚÉÓÔÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, É ÄÏ- ÂÁŒÉÔØ ÏÄÉÎ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (ÚÄÅÓØ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÁË- ÓÉÏÍÁ ŒÙÂÏÒÁ). ïÄÉÎ ÒÁÚ ÔÁË ÓÄÅÌÁÔØ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÔÁË ËÁË ÄÏÂÁŒÌÅÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÔÁËÖÅ ÍÏÇÕÔ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ a_1; : : : ; a_n Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÔÁËÕÀ ÐÒÏ- ÃÅÄÕÒÕ ÎÁÄÏ ÐÏŒÔÏÒÉÔØ ÓÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ É ŒÚÑÔØ ÏÂSSÅÄÉ- ÎÅÎÉÅ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. ïÎÏ ÕÖÅ ÂÕÄÅÔ ÜËÚÉÓÔÅÎÃÉ- ÁÌØÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ (ÌÀÂÏÊ ÎÁÂÏÒ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÛÁÇÅ É ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÛÁÇÅ ÏÎ ÏÂÓÌÕÖÉŒÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÎÕÖ- ÎÏ). ìÅÍÍÁ 2 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÌÅÍÍ 1 É 2 ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ.

ìÅÍÍÁ 3. ðÕÓÔØ A ⊂ M | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÉÌÉ ÓÞčÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÉÌÉ ÓÞčÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B ⊂ M, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ A, ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÉÇÎÁÔÕÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ É ÜËÚÉÓÔÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÔÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B, ÄÏ- ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÞÅÒÅÄÏŒÁÔØ ÛÁÇÉ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÉÇ- ÎÁÔÕÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ É ÜËÚÉÓÔÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ, Á ÐÏÔÏÍ ŒÚÑÔØ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ- ÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. ìÅÍÍÁ 3 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ìÅÍÍÁ 4. ðÕÓÔØ M^′ ⊂ M ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÉÇ- ÎÁÔÕÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ É ÜËÚÉÓÔÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ. ôÏÇÄÁ M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ M^′.

ïÔÓÀÄÁ ÕÖÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 42: ÐÒÉ- ÍÅÎÉÍ ÌÅÍÍÕ 3 Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÓÞčÔÎÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M, Á ÚÁÔÅÍ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÌÅÍÍÏÊ 4.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ 4 ÔÁËÖÅ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÐÒÏÓÔÏ. îÁ- ÐÏÍÎÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ: ÔÒÅÂÕ- ÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ

M^′ ⊨ ’(a_1; : : : ; a_n) ⇔ M ⊨ ’(a_1; : : : ; a_n)

ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ’(x_1; : : : ; x_n) É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ a_1; : : : ; a_n ∈ M^′.

(æÏÒÍÁÌØÎÏ ÓÌÅÄÏŒÁÌÏ ÂÙ ÓËÁÚÁÔØ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÏÒÍÕ- ÌÙ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ É ÌÀÂÏÊ ÏÃÅÎËÉ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÅ ÐÁÒÁ- ÍÅÔÒÙ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ M^′, ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÆÏÒ- ÍÕÌÙ Œ M^′ ÎÁ ÜÔÏÊ ÏÃÅÎËÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÔÏÊ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÙ Œ M ÎÁ ÔÏÊ ÖÅ ÏÃÅÎËÅ.)

âÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÜÔÏ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÆÏÒ- ÍÕÌÙ ’. äÌÑ ÁÔÏÍÁÒÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÜÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ: ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÔÅÒÍÏŒ ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÐÒÏŒÏÄÉÍ ÌÉ ÍÙ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Œ M ÉÌÉ M^′, Á ÐÒÅÄÉËÁÔÙ ÎÁ M^′ ÉÎÄÕÃÉÒÏŒÁÎÙ ÉÚ M.

åÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ’ ÅÓÔØ ËÏÎSSÀÎËÃÉÑ, ÄÉÚSSÀÎËÃÉÑ, ÉÍ- ÐÌÉËÁÃÉÑ ÉÌÉ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ, ÔÏ Åč ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ËÁË Œ M, ÔÁË É Œ M^′ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØÀ Åč ÞÁÓÔÅÊ (É ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕËÃÉÉ).

åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ | ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÕ- ÌÁ ’ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ËŒÁÎÔÏÒÁ. íÙ ÍÏÖÅÍ ÓÏËÒÁÔÉÔØ ÓÅ- ÂÅ ÒÁÂÏÔÕ É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÔÏÌØËÏ ËŒÁÎÔÏÒ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁ- ÎÉÑ, ÔÁË ËÁË ∀¸ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ¬∃¸¬. éÔÁË, ÐÕÓÔØ ’(x_1; : : : ; x_n) ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

∃x (x; x_1; : : : ; x_n):

åÓÌÉ M^′ ⊨ ’(a_1; : : : ; a_n) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ a_1; : : : ; a_n ∈ M^′, ÔÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ m ∈ M^′, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ M^′ ⊨ (m; a_1; : : : ; a_n). ôÏÇÄÁ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏ- ÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ (ÆÏÒÍÕÌÁ ËÏÒÏÞÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ’) ÍÏÖ- ÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÂÏÌØÛÅÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ É ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ M ⊨ (m; a_1; : : : ; a_n), É ÐÏÔÏÍÕ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÉÓÔÉÎÎÏ- ÓÔÉ M ⊨ ’(a_1; : : : ; a_n). ïÂÒÁÔÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÏ ÔÁË ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ m ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ Œ M, Á ÎÅ Œ M^′, É ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÒÉ- ÍÅÎÉÔØ ÎÅÌØÚÑ. ïÄÎÁËÏ ÒÏŒÎÏ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÔÒÅÂÏ- ŒÁÎÉÅ ÜËÚÉÓÔÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ m ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ M^′ É ÚÁŒÅÒ- ÛÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ▷

œÏÔ ÐÒÉÍÅÒ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÅŒÅÎÇÅÊÍÁ { óËÏÌÅ- ÍÁ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ: ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÓÞčÔ- ÎÏÅ ÐÏÄÐÏÌÅ ÐÏÌÑ C ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. (œ ÓÁÍÏÍ ÄÅ- ÌÅ, ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉ- ÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ ÓÞčÔÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌ | ÐÏ ÏÄ- ÎÏÊ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. áËÓÉÏÍÙ ÐÏÌÑ ÔÁË- ÖÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ ÆÏÒÍÕÌ. úÎÁÞÉÔ, ÓÞčÔÎÁÑ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÐÏÄÍÏÄÅÌØ ÐÏÌÑ C ÂÕÄÅÔ ÔÁËÖÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÐÏÌÅÍ.)

œÐÒÏÞÅÍ, ÁÌÇÅÂÒÁÉÓÔÏŒ ÔÁËÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÓËÏÒÅÅ ÎÁ- ÓÍÅÛÉÔ | ÏÎÉ É ÔÁË ÚÎÁÀÔ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ C (ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÞčÔÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÌÅ.

ìÀÂÏÐÙÔÎÙÊ ÐÁÒÁÄÏËÓ ÓŒÑÚÁÎ Ó ÐÏÐÙÔËÁÍÉ ÐÒÉÍÅ- ÎÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ ìÅŒÅÎÇÅÊÍÁ { óËÏÌÅÍÁ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÓÅÂÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ ÑÚÙËÁ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ (ÐÒÅÄÉËÁÔÙ = É ∈), ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. ôÁËÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÓÔÒÏÇÏ ÇÏŒÏ- ÒÑ, ÎÅ ÂÙŒÁÅÔ, ÎÏ ÅÓÌÉ ÐÒÏ ÜÔÏ ÚÁÂÙÔØ É ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÅÏ- ÒÅÍÕ ìÅŒÅÎÇÅÊÍÁ { óËÏÌÅÍÁ ÏÂ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÐÏÄÍÏÄÅÌÉ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÓÔÁŒÉÔØ ÌÉÛØ ÓÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÎÅ ÉÚ- ÍÅÎÉÌÁÓØ. îÏ ÓÒÅÄÉ ÜÔÉÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ÅÓÔØ É ÕÔŒÅÒÖÄÅ- ÎÉÅ Ï ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ÎÅÓÞčÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ | ËÁË ÖÅ

ÔÁË? üÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÔÏÌØËÏ ÐÒÏÂÅÌÏŒ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÔØ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÓÏŒÓÅÍ ÎÅÔÒÕÄÎÏ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÏÎÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÅÒÅŒÅÄÅÎÏ Œ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ É ÄÁčÔ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ (ÈÏÔÑ ÕÖÅ ÎÅ ÐÁÒÁÄÏËÓÁÌØÎÙÅ) ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ.

äŒÁ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ ÕÓÉÌÉŒÁÀÔ ÔÅÏÒÅÍÕ ìÅŒÅÎÇÅÊÍÁ { óËÏÌÅÍÁ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÉÌÉ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ⊂ M ÎÁÊÄčÔÓÑ ÓÞčÔÎÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÐÏÄÓÔÒÕËÔÕÒÁ M^′ ⊂ M, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ A. (œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÏÃÅÓÓ ÚÁ- ÍÙËÁÎÉÑ, ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÙÊ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ, ÍÏÖÎÏ ÎÁ- ÞÉÎÁÔØ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A.)

œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÍÏÖÎÏ ÏÔËÁÚÁÔØÓÑ ÏÔ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ ÓÞčÔÎÏ- ÓÔÉ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ É ÓËÁÚÁÔØ ÔÁË: ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ⊂ M ÎÁÊÄčÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÐÏÄÓÔÒÕËÔÕÒÁ M^′ ⊂ M, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ A, ÍÏÝÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÍÁË- ÓÉÍÕÍÁ ÉÚ ℵ_0, ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A É ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÓÉÇ- ÎÁÔÕÒÙ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, É ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ÓÉÇÎÁÔÕÒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ, É ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÜËÚÉÓÔÅÎ- ÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ, É ÓÞčÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁ- ÀÝÅÊ ÃÅÐÉ ÎÅ ŒÙŒÏÄÑÔ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ÕËÁÚÁÎÎÏ- ÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ É ÆÏÒÍÕÌÙ, É ÔÅÒÍÙ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ ÓÉÍŒÏÌÏŒ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ É ÓÞčÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÄÒÕÇÉÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ (ÓÍ. ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ Œ [6]); ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï ÞÉÓÌÅ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ.

íÙ ÎÁÕÞÉÌÉÓØ ÕÍÅÎØÛÁÔØ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ, ÎÅ ÍÅÎÑÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÓÔÉÎÎÙÈ Œ ÎÅÊ ÆÏÒÍÕÌ. íÏÖÎÏ, ÎÁÐÒÏ- ÔÉŒ, ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÔØ ÍÏÝÎÏÓÔØ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅ- ÎÉÅ ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ìÅŒÅÎÇÅÊÍÁ { óËÏÌÅÍÁ ÏÂ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ). îÏ ÜÔÁ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÉÓÐÏÌØ- ÚÕÅÔ ÔÅÏÒÅÍÕ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÑÚÙËÏŒ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, ËÏÔÏÒÁÑ Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ çčÄÅÌÑ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÏÔÌÏÖÉÍ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÑ ÄÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÇÌÁŒÙ.

4. éÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ

4.1. ïÂÝÅÚÎÁÞÉÍÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ

éÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ (ÇÌÁŒÁ 2) ÐÏÚŒÏÌÑÌÏ ŒÙŒÏ- ÄÉÔØ ŒÓÅ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÉ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÔÁŒ- ÔÏÌÏÇÉÊ (ÎÁÚŒÁÎÎÙÈ ÁËÓÉÏÍÁÍÉ) Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÁŒÉÌ ŒÙŒÏÄÁ (ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÁŒÉÌÁ modus ponens). óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÒÅÛÉÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÚÁ- ÄÁÞÕ ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÉÓ- ÞÉÓÌÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ.

ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ œ. æÏÒÍÕÌÁ ’ ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÉÓÔÉÎÎÁ Œ ÌÀÂÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ œ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÃÅÎËÅ.

ïÂÝÅÚÎÁÞÉÍÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ Œ ÌÏÇÉËÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ ÉÇÒÁ- ÀÔ ÔÕ ÖÅ ÒÏÌØ, ÞÔÏ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÉ Œ ÌÏÇÉËÅ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ. íÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÅÓÔØ É ÆÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÓŒÑÚØ: ÅÓÌÉ ŒÚÑÔØ ÌÀÂÕÀ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÀ É ŒÍÅÓÔÏ ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ ÎÅč ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÉÇÎÁÔÕ- ÒÙ œ, ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ œ É ÎÅ- ËÏÔÏÒÁÑ ÏÃÅÎËÁ (ÔÏ ÅÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÎÄÉŒÉÄ- ÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ). ôÏÇÄÁ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÐÏÄÓÔÁŒÌÅÎÎÙÈ ÆÏÒ- ÍÕÌ ÓÔÁÎÅÔ ÉÓÔÉÎÎÏÊ ÉÌÉ ÌÏÖÎÏÊ, Á ÚÎÁÞÅÎÉÅ ŒÓÅÊ ÆÏÒÍÕ- ÌÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÁÂÌÉÃ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÌÏÇÉ- ÞÅÓËÉÈ ÓŒÑÚÏË, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏ ÔÅÍ ÖÅ ÐÒÁŒÉÌÁÍ, ÞÔÏ Œ ÌÏÇÉËÅ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ.

ëÏÎÅÞÎÏ, ÂÙŒÁÀÔ É ÄÒÕÇÉÅ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÑÍÉ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÏÒÍÕÌÁ

∀x A(x) → ∃yA(y)

ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁ (ÚÄÅÓØ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÌÀÂÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÎÅÐÕÓÔ). äÒÕÇÉÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÙÈ

[Ð. 1] ïÂÝÅÚÎÁÞÉÍÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ 159

ÆÏÒÍÕÌ:

∃y ∀x B(x; y) → ∀x ∃y B(x; y); ¬∀x ¬’ → ∃x ’ (ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ’ | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ).

87. âÕÄÅÔ ÌÉ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁ ÆÏÒÍÕÌÁ (Á) ∀x ∃y B(x; y) → → ∃y ∀x B(x; y)? (Â) ¬∀x ∃y B(x; y) → ∃x ∀y ¬B(x; y)?

íÎÏÇÉÅ ŒÏÐÒÏÓÙ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ËÁË ŒÏÐÒÏÓÙ ÏÂ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÆÏÒÍÕÌ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖ- ÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏÓÔÉ, ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔÉ É ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ Œ ŒÉÄÅ ÆÏÒÍÕÌ R, T É A ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ (=; ¡) É ÚÁÔÅÍ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ

R ∧ T ∧ A → ∃x ∀y ((y ¡ x) ∨ (y = x)):

ïÂÝÅÚÎÁÞÉÍÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÚÎÁÞÁÌÁ ÂÙ, ÞÔÏ ÌÀ- ÂÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ÎÁÉÂÏÌØ- ÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÎÁ ÎÅ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁ.

88. îÁÐÉÛÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÙ R; T; A É ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉŒÅ- ÄčÎÎÁÑ ÎÁÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÅ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁ, ÈÏÔÑ ÉÓÔÉÎÎÁ ŒÏ ŒÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑÈ.

89. éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÓÔÉÎÎÁ ŒÏ ŒÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ É ÓÞčÔÎÙÈ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑÈ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁ? (õËÁÚÁÎÉÅ: ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ìÅ- ŒÅÎÇÅÊÍÁ { óËÏÌÅÍÁ ÏÂ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÐÏÄÍÏÄÅÌÉ.)

äŒÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ’ É (Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ ÉÌÉ ÂÅÚ) ÎÁÚÙŒÁ- ÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ Œ ÌÀÂÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ É ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÃÅÎËÅ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÓÔÉÎÎÁ ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ, ÉÓÔÉÎÎÁ É ÄÒÕÇÁÑ. üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÁËÏÍÕ: ÆÏÒÍÕ- ÌÁ ’ ↔ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁ. úÄÅÓØ, ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ’ ↔ ÅÓÔØ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅ ÄÌÑ ((’ → ) ∧ ( → ’)).

ïÂÝÅÚÎÁÞÉÍÏÓÔØ ÌÀÂÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ’ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÒÁŒÎÏ- ÓÉÌØÎÁ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÏÓÔÉ Åč ÚÁÍÙËÁÎÉÑ | ÆÏÒÍÕÌÙ, ËÏÔÏ- ÒÁÑ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÓÌÅŒÁ Ë ’ ÐÒÉÐÉÓÁÔØ ËŒÁÎÔÏÒÙ ŒÓÅ- ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÐÏ ŒÓÅÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍ.

äŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ Ë ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÏÓÔÉ ÐÏÎÑÔÉÅ | ŒÙÐÏÌ- ÎÉÍÏÓÔØ. æÏÒÍÕÌÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙÐÏÌÎÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÉÓ- ÔÉÎÎÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÃÅÎËÅ.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÆÏÒÍÕÌÁ ’ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ¬’ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÙÐÏÌÎÉÍÏÊ.

90. úÁËÏÎÞÉÔÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ: ŒÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ Ó ÐÁ- ÒÁÍÅÔÒÁÍÉ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ŒÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ : : :

þÔÏÂÙ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÅÊ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ÎÅč ŒÓÅ ŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. èÏÔÑ ÜÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁ ÐÒÁËÔÉËÅ ÎÅŒÙÐÏÌÎÉÍ (ÎÁÂÏÒÏŒ ÓÌÉÛËÏÍ ÍÎÏÇÏ), ÔÅÏÒÅ- ÔÉÞÅÓËÉ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÐÒÏÓÔÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÏŒÅÒËÉ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÅÊ. äÌÑ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÙÈ ÆÏÒÍÕÌ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÁËÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ (ÔÅÏÒÅ- ÍÁ þčÒÞÁ; Åč ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÅÓÔØ Œ [5]); ÏÎ ÅÓÔØ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÏÞÅÎØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÆÏÒÍÕÌ. îÁ- ÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÌØËÏ ÎÕÌØÍÅÓÔÎÙÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÅ ÓÉÍŒÏÌÙ, ÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÐÒÏŒÅÒËÅ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÞÎÏÓÔÉ (Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËŒÁÎÔÏÒÙ ÆÉËÔÉŒÎÙ). þÕÔØ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÅÎ ÓÌÕÞÁÊ Ó ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÙÍÉ ÐÒÅÄÉËÁÔÁÍÉ.

91. ðÕÓÔØ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ œ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÙÅ ÐÒÅ- ÄÉËÁÔÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ŒÙÐÏÌÎÉÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÜÔÏÊ ÓÉÇ- ÎÁÔÕÒÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ, ŒÙÐÏÌÎÉÍÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ëÁË ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÄÌÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏŒÅÒËÉ ŒÙÐÏÌÎÉÍÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌ ÔÁËÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ?

4.2. áËÓÉÏÍÙ É ÐÒÁŒÉÌÁ ŒÙŒÏÄÁ

œÏÚŒÒÁÔÉÍÓÑ Ë ÎÁÛÅÊ ÚÁÄÁÞÅ: ËÁËÉÅ ÁËÓÉÏÍÙ É ÐÒÁŒÉ- ÌÁ ŒÙŒÏÄÁ ÎÁÍ ÎÕÖÎÙ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ŒÓÅ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉ- ÍÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ œ? åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÓ- ÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ŒÓÅ ÓÈÅÍÙ ÁËÓÉÏÍ (1) { (11) ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ŒÙÓËÁ- ÚÙŒÁÎÉÊ (ÒÁÚÄÅÌ 2.1), ÎÏ ÔÏÌØËÏ ŒÍÅÓÔÏ ÂÕËŒ A, B É C ÔÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÉÇ- ÎÁÔÕÒÙ œ. ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÓÍÏÖÅÍ ŒÙŒÅÓÔÉ ÌÀ- ÂÏÊ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÌÀÂÏÊ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÔÁŒÔÏÌÏ- ÇÉÉ (ÔÏ ÅÓÔØ ÌÀÂÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÐÒÏ- ÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÉ ÚÁÍÅÎÏÊ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ

ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÁ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ œ). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ŒÏÚØÍčÍ ŒÙŒÏÄ ÜÔÏÊ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÉ Œ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ŒÙÓËÁÚÙ- ŒÁÎÉÊ (ËÏÔÏÒÏÅ, ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÐÏÌÎÏ) É ŒÙÐÏÌÎÉÍ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÚÁÍÅÎÕ ŒÏ ŒÓÅÈ ÆÏÒÍÕÌÁÈ ÜÔÏÇÏ ŒÙŒÏÄÁ.

ðÏÞÔÉ ÓÔÏÌØ ÖÅ ÐÒÏÓÔÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÎÉÞÅÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÔÁËÉÅ ÁËÓÉÏÍÙ ÎÅ ÄÁÄÕÔ: ÅÓÌÉ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÌÉÛØ ÓÈÅÍÁ- ÍÉ ÁËÓÉÏÍ (1) { (11), ÒÁÚÒÅÛÁÑ ÂÒÁÔØ Œ ÎÉÈ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ A, B, C ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ œ, Á Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÁŒÉÌÁ ŒÙŒÏÄÁ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ modus ponens, ÔÏ ŒÓÅ ŒÙ- ŒÏÄÉÍÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÂÕÄÕÔ ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÓÌÕÞÁÑÍÉ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉ- ÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÊ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ËÁËÁÑ-ÔÏ ÐÏÄ- ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ËŒÁÎÔÏÒÁ, ÔÏ Œ ŒÙŒÏÄÅ ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ŒÓÔÒÅÞÁÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ËÁË ÅÄÉÎÏÅ ÃÅÌÏÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÁÑ ÐÏÄ- ÆÏÒÍÕÌÁ ŒÅÄčÔ ÓÅÂÑ ËÁË ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ.

92. ðÒÏŒÅÄÉÔÅ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÁËËÕÒÁÔÎÏ.

üÔÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ ÓËÏÒÅÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ, ÞÅÍ ÕÄÉŒÉÔÅÌØ- ÎÏ | ÅÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ÎÁÛÉÈ ÁËÓÉÏÍ É ÐÒÁŒÉÌ ŒÙŒÏÄÁ ÎÅÔ ÎÉ- ÞÅÇÏ Ï ÓÍÙÓÌÅ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ, ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÅÓÑ Ó ËŒÁÎÔÏÒÏŒ, ÂÕÄÕÔ ŒÅÓÔÉ ÓÅÂÑ ËÁË ÎÅÄÅÌÉÍÙÅ ÂÌÏËÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÍ ÎÕÖÎÙ ÁËÓÉÏÍÙ É ÐÒÁŒÉÌÁ ŒÙŒÏÄÁ, ÏÔÒÁÖÁ- ÀÝÉÅ ÉÎÔÕÉÔÉŒÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ.

œÓÐÏÍÎÉÍ, ËÁË ŒÙÇÌÑÄÅÌÉ ÁËÓÉÏÍÙ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ŒÙÓËÁ- ÚÙŒÁÎÉÊ. õ ÎÁÓ ÂÙÌÏ ÄŒÁ ÔÉÐÁ ÁËÓÉÏÍ ÄÌÑ ËÏÎSSÀÎËÃÉÉ É ÄÉÚSSÀÎËÃÉÉ: ÏÄÎÉ ÇÏŒÏÒÉÌÉ, ÞÔÏ ÉÚ ÎÉÈ ÓÌÅÄÕÅÔ (ÎÁÐÒÉ- ÍÅÒ, ÉÚ A ∧ B ÓÌÅÄÏŒÁÌÏ B), Á ÄÒÕÇÉÅ | ËÁË ÉÈ ÍÏÖ- ÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÁËÓÉÏÍÁ (A → (B → (A ∧ B))) ÇÏŒÏÒÉÌÁ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ (A ∧ B) ÎÁÄÏ ÄÏËÁ- ÚÁÔØ A É B). ëŒÁÎÔÏÒÙ ŒÓÅÏÂÝÎÏÓÔÉ É ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ ËÏÎSSÀÎËÃÉÉ É ÄÉÚSSÀÎË- ÃÉÉ, É ÁËÓÉÏÍÙ ÄÌÑ ÎÉÈ ÔÏÖÅ ÂÕÄÕÔ ÐÏÈÏÖÉÍÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÒÅÄÉ ÁËÓÉÏÍ ÂÕÄÅÔ ÆÏÒÍÕÌÁ

∀x A(x) → A(t);

ÇÄÅ A | ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ ÎÁÛÅÊ ÓÉÇ- ÎÁÔÕÒÙ, Á t | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÉÌÉ ŒÏÏÂÝÅ ÌÀÂÏÊ ÔÅÒÍ. (åÓÌÉ A ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x, ÔÏ ÏÎÏ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ŒÅÒ- ÎÏ É ÄÌÑ ÎÁÛÅÇÏ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ t. íÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ É ÔÁË: ÉÚ

ĂÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ËÏÎSSÀÎËÃÉÉĄ ŒÓÅÈ A(x) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÏÄÉÎ ÉÚ Åč ÞÌÅÎÏŒ.)

ëÏÎÅÞÎÏ, ÔÁËÕÀ ÁËÓÉÏÍÕ ÎÁÄÏ ÉÍÅÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÏÄ- ÎÏÍÅÓÔÎÏÇÏ ÐÒÅÄÉËÁÔÎÏÇÏ ÓÉÍŒÏÌÁ A, ÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÏÒ- ÍÕÌÙ ’, ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ¸ É ÌÀÂÏÇÏ ÔÅÒÍÁ t. åÓÔÅ- ÓÔŒÅÎÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ’ | ÌÀÂÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ, Á t | ÌÀÂÏÊ ÔÅÒÍ, ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ

∀¸ ’ → ’(t=¸);

ÇÄÅ ’(t=¸) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ t ŒÍÅÓÔÏ ŒÓÅÈ ŒÈÏÖÄÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ¸ Œ ÆÏÒÍÕÌÕ ’, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁË- ÓÉÏÍÏÊ. (úÁÐÉÓØ ’(t=¸) ÍÏÖÎÏ ÞÉÔÁÔØ ËÁË ĂÆÉ ÏÔ ÔÜ ŒÍÅ- ÓÔÏ ËÓÉĄ.)

ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ŒÓč ÎÅ ÔÁË ÐÒÏÓÔÏ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÆÏÒ- ÍÕÌÁ ’ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

A(x) ∧ ∃x B(x; x);

ÔÏ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ ÔÅÒÍÁ f(y) ŒÍÅÓÔÏ x ÄÁÓÔ ÁÂÓÕÒÄÎÏÅ ŒÙ- ÒÁÖÅÎÉÅ A(f(y)) ∧ ∃f(y) B(f(y); f(y));

ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ. á ÅÓÌÉ ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ f(y) ÔÏÌØËÏ ŒÎÕÔÒÉ A É B, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ

A(f(y)) ∧ ∃x B(f(y); f(y));

ËÏÔÏÒÏÅ ÈÏÔÑ É ÂÕÄÅÔ ÆÏÒÍÕÌÏÊ, ÎÏ ÉÍÅÅÔ ÓÏŒÓÅÍ ÎÅ ÔÏÔ ÓÍÙÓÌ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÍ ÎÕÖÅÎ.

ëÏÎÅÞÎÏ, Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏ ÓÍÙÓÌÕ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÄÓÔÁ- ŒÌÑÔØ f(y) ÎÁÄÏ ÌÉÛØ ŒÍÅÓÔÏ ÓÁÍÏÇÏ ÐÅÒŒÏÇÏ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x. îÏ ÅÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÆÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÁËÓÉÏÍ É ÐÒÁŒÉÌ ŒÙŒÏÄÁ, ÔÏ ÎÁÄÏ ÄÁÔØ ÆÏÒÍÁÌØ- ÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËŒÁÎÔÏÒÁ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÇÏ ÏÂÌÁÓÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÑ | ÎÁÞÉÎÁÀÝÕÀÓÑ Ó ÎÅÇÏ ÐÏÄÆÏÒÍÕÌÕ. óŒÏÂÏÄÎÙÍ ŒÈÏÖÄÅÎÉÅÍ ÉÎÄÉŒÉÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ Œ ÆÏÒ- ÍÕÌÕ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÈÏÖÄÅÎÉÅ, ÎÅ ÐÏÐÁÄÁÀÝÅÅ Œ ÏÂÌÁÓÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÏÄÎÏÉÍčÎÎÏÇÏ ËŒÁÎÔÏÒÁ. ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏ:

• ÌÀÂÏÅ ŒÈÏÖÄÅÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ Œ ÔÅÒÍ ÓŒÏÂÏÄÎÏ;

• ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ Œ ÆÏÒÍÕÌÕ ’ ÑŒ- ÌÑÀÔÓÑ Åč ÓŒÏÂÏÄÎÙÍÉ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑÍÉ Œ ÆÏÒÍÕÌÕ ¬’;

• ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ Œ ÏÄÎÕ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ ’ É ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍÉ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑÍÉ Œ (’ ∧ ), (’ ∨ ) É (’ → );

• ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ¸ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ŒÈÏÖÄÅÎÉÊ Œ ÆÏÒ- ÍÕÌÙ ∀¸ ’ É ∃¸ ’; ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Œ ’ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍÉ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑ- ÍÉ Œ ÜÔÉ ÄŒÅ ÆÏÒÍÕÌÙ.

óÒÁŒÎÉŒÁÑ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÉÎÄÕËÔÉŒÎÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÅÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ ÆÏÒÍÕÌÙ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 3.2, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ | ÜÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ŒÈÏ- ÖÄÅÎÉÑ Œ ÆÏÒÍÕÌÕ.

œÈÏÖÄÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍÉ (Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÓÔÏÑÝÉÅ ÒÑÄÏÍ Ó ËŒÁÎÔÏÒÏÍ) ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÓŒÑ- ÚÁÎÎÙÍÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ x ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÏÅ É ÔÒÉ ÓŒÑÚÁÎÎÙÈ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑ Œ ÆÏÒÍÕÌÕ A(x) ∧ ∃x B(x; x).

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ŒÎÅÓÔÉ ÐÏÐÒÁŒËÕ Œ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ ŒÙÛÅ É ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÁËÓÉÏÍÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÙ

∀¸ ’ → ’(t=¸);

ÇÄÅ ’(t=¸) ÅÓÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ t ŒÍÅÓÔÏ ŒÓÅÈ ÓŒÏ- ÂÏÄÎÙÈ ŒÈÏÖÄÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ¸. ïÄÎÁËÏ ÔÁËÏÊ ÏÇÏŒÏÒËÉ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ËÁË ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ.

ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ f(y) ŒÍÅÓÔÏ x Œ ÆÏÒÍÕÌÕ ∀z B(x; z), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ (Œ ÐÏÌÎÏÍ ÓÏÇÌÁÓÉÉ Ó ÎÁÛÅÊ ÉÎÔÕÉÃÉÅÊ) ÆÏÒÍÕ- ÌÕ ∀z B(f(y); z). ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ∀y B(x; y), ËÏÔÏÒÁÑ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ∀z B(x; z) ÌÉÛØ ÉÍÅÎÅÍ ÓŒÑÚÁÎÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ É ÄÏÌÖÎÁ ÉÍÅÔØ ÔÏÔ ÖÅ ÓÍÙÓÌ. ðÅÒÅÍÅÎÎÁÑ x Œ ÎÅÊ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÓŒÏÂÏÄÎÁ, ÎÏ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ f(y) ŒÍÅ- ÓÔÏ x ÄÁčÔ ÆÏÒÍÕÌÕ ∀y B(f(y); y)), Œ ËÏÔÏÒÏÊ f(y) ÎÅÏÖÉ- ÄÁÎÎÏ ÄÌÑ ÓÅÂÑ ÐÏÐÁÄÁÅÔ Œ ÏÂÌÁÓÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ËŒÁÎÔÏÒÁ

ÐÏ y. ôÁËÏÅ ÑŒÌÅÎÉÅ ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ËÏÌÌÉÚÉÅÊ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÙÈ ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ ÄÁčÔ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÉÍÅÀÝÕÀ ÓÏŒÓÅÍ ÎÅ ÔÏÔ ÓÍÙÓÌ, ËÁËÏÊ ÍÙ ÈÏÔÅÌÉ.

93. ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÆÏÒÍÕÌÙ ŒÉÄÁ ∀¸ ’ → ’(t=¸); Œ ËÏ- ÔÏÒÏÊ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ËÏÌÌÉÚÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÏÊ. (ïÔŒÅÔ: ∀x ∃y A(x; y) → ∃yA(y; y).)

ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÍ ÐÒÉÄčÔÓÑ ÐÒÉÎÑÔØ ÅÝč ÏÄÎÕ ÍÅÒÕ ÐÒÅÄÏ- ÓÔÏÒÏÖÎÏÓÔÉ É ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÏÎÑÔÉÅ ËÏÒÒÅËÔ- ÎÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ ÔÅÒÍÁ ŒÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ ÔÅÒÍÁ t ŒÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ¸ ËÏÒÒÅËÔÎÁ, ÅÓÌÉ Œ ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÔÅËÓÔÕÁÌØÎÏÊ ÚÁÍÅÎÙ ŒÓÅÈ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ŒÈÏÖÄÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ¸ ÎÁ ÔÅÒÍ t ÎÉËÁËÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÉÚ t ÎÅ ÐÏÐÁÄÁÅÔ Œ ÏÂÌÁÓÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÏÄÎÏ- ÉÍčÎÎÏÇÏ ËŒÁÎÔÏÒÁ.

ðÅÄÁÎÔÉÞÎÙÊ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÍÏÇ ÂÙ ÐÏÐÒÏÓÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÔÁËÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ ÂÕÄÅÔ ÆÏÒÍÕÌÏÊ. üÔÏ ÐÒÏÝÅ ŒÓÅÇÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÔÁË: ÄÁÔØ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ, ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏÅ ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ.

óÎÁÞÁÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒ- ËÉ ÔÅÒÍÁ t ŒÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ¸ Œ ÔÅÒÍ u; ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ u(t=¸):

• ¸(t=¸) ÅÓÔØ t; ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ȷ, ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ¸, ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ ȷ(t=¸) ÒÁŒÎÙÍ ȷ.

• ÅÓÌÉ f ÅÓÔØ k-ÍÅÓÔÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ, Á t_1; : : : ; t_k | ÔÅÒÍÙ, ÔÏ

f(t_1; : : : ; t_k)(t=¸) = f(t_1(t=¸); : : : ; t_k(t=¸)):

ôÅÐÅÒØ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌ:

• ÄÌÑ ÁÔÏÍÁÒÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ: ÅÓÌÉ R ÅÓÔØ k-ÍÅÓÔÎÙÊ ÐÒÅ- ÄÉËÁÔÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ, Á t_1; : : : ; t_k | ÔÅÒÍÙ, ÔÏ

R(t_1; : : : ; t_k)(t=¸) = R(t_1(t=¸); : : : ; t_k(t=¸))

É ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ;

• ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ ÔÅÒÍÁ t ŒÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ¸ Œ ÆÏÒÍÕ- ÌÕ ¬’ ËÏÒÒÅËÔÎÁ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ËÏÒÒÅËÔÎÁ ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌÙ ’, ÐÒÉ ÜÔÏÍ

[¬’](t=¸) = ¬[’(t=¸)]

(ËŒÁÄÒÁÔÎÙÅ ÓËÏÂËÉ ÕËÁÚÙŒÁÀÔ ÐÏÒÑÄÏË ÄÅÊÓÔŒÉÊ, ÎÅ ÑŒÌÑÑÓØ ÞÁÓÔØÀ ÆÏÒÍÕÌÙ);

• ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ ÔÅÒÍÁ t ŒÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ¸ Œ ÆÏÒÍÕ- ÌÕ (’ ∧ ) ËÏÒÒÅËÔÎÁ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ËÏÒÒÅËÔÎÁ ÄÌÑ ÏÂÅÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ’ É , ÐÒÉ ÜÔÏÍ

(’ ∧ )(t=¸) = (’(t=¸) ∧ (t=¸));

ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌ (’ ∨ ) É (’ → ).

• ÎÁËÏÎÅÃ, ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ t ŒÍÅÓÔÏ ¸ Œ ÆÏÒÍÕÌÕ ∀ȷ ’ ËÏÒÒÅËÔÎÁ Œ ÄŒÕÈ ÓÌÕÞÁÑÈ:

(1) ÅÓÌÉ ¸ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ÆÏÒÍÕÌÙ ∀ȷ ’ (ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ËÏÇÄÁ ¸ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ’ ÉÌÉ ËÏÇÄÁ ¸ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ȷ); ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ;

(2) ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ¸ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ÆÏÒÍÕÌÙ ∀ȷ ’, ÎÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ȷ ÎÅ ŒÈÏÄÉÔ Œ ÔÅÒÍ t É ÐÏÄ- ÓÔÁÎÏŒËÁ ’(t=¸) ËÏÒÒÅËÔÎÁ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ

[∀ȷ ’](t=¸) = ∀ȷ [’(t=¸)]:

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÒÅËÔÎÁÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ Œ ÆÏÒÍÕÌÕ ∃¸’.

çÌÁŒÎÁÑ ÞÁÓÔØ Œ ÜÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ | ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÅÇÏ ÐÕÎËÔ, ËÏÔÏÒÙÊ, ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÇÏŒÏÒÉÔ, ÞÔÏ ŒÍÅÓÔÏ ÓŒÑÚÁÎ- ÎÙÈ ŒÈÏÖÄÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÉÞÅÇÏ ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÎÅ ÎÁÄÏ, Á ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÔÒÅÂÕÅÔ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÉ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒ- ËÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÉÚ ÔÅÒÍÁ t ÎÅ ÐÏÄÐÁÄÁÌÉ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÏÄ- ÎÏÉÍčÎÎÙÈ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ.

ðÏÓÌÅ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÐÒÉÇÏÔÏŒÌÅÎÉÊ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÆÏÒÍÕÌÉ- ÒÏŒÁÔØ ÄŒÅ ÏÓÔÁŒÛÉÅÓÑ ÓÈÅÍÙ ÁËÓÉÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÉ- ËÁÔÏŒ: ÆÏÒÍÕÌÁ

(12) ∀¸ ’ → ’(t=¸) É ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÁÑ ÅÊ ÆÏÒÍÕÌÁ

(13) ’(t=¸) → ∃¸ ’ ÂÕÄÕÔ ÁËÓÉÏÍÁÍÉ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ, ÅÓÌÉ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ Œ ÎÉÈ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ ËÏÒÒÅËÔÎÙ.

äŒÁ ÞÁÓÔÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ËÏÒ- ÒÅËÔÎÁ: ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÍÏÖÎÏ ÂÅÚÏÐÁÓÎÏ ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÔØ ËÏÎ- ÓÔÁÎÔÕ (ÉÌÉ ÌÀÂÏÊ ÔÅÒÍ ÂÅÚ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ), ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÐÏÄ- ÓÔÁÎÏŒËÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ŒÍÅÓÔÏ ÓÅÂÑ ŒÓÅÇÄÁ ËÏÒÒÅËÔÎÁ (É ÎÉ- ÞÅÇÏ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ).

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ ∀¸ ’ → ’ É ’ → ∃¸ ’ ÂÕÄÕÔ ÁËÓÉÏÍÁÍÉ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ (ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÏÒ- ÍÕÌÙ ’ É ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ¸).

îÕÖÎÙ ÌÉ ÎÁÍ ÅÝč ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ÁËÓÉÏÍÙ É ÐÒÁŒÉ- ÌÁ ŒÙŒÏÄÁ? ëÏÎÅÞÎÏ, ÎÕÖÎÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÕÖÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉ- ÒÏŒÁÎÎÙÅ ÁËÓÉÏÍÙ ÎÅ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÔÒÁÖÁÀÔ ÓÍÙÓÌ ËŒÁÎ- ÔÏÒÏŒ. (îÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÎÉ ŒÐÏÌÎÅ ÓÏÇÌÁÓÕÀÔÓÑ Ó ÔÁËÉÍ ÐÏ- ÎÉÍÁÎÉÅÍ ÜÔÏÇÏ ÓÍÙÓÌÁ: ÆÏÒÍÕÌÁ ∀¸ ’ ŒÓÅÇÄÁ ÌÏÖÎÁ, Á ÆÏÒÍÕÌÁ ∃¸ ’ ŒÓÅÇÄÁ ÉÓÔÉÎÎÁ.) ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ŒŒÅÄčÍ Œ ÎÁÛÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÄŒÁ ÐÒÁŒÉÌÁ ŒÙŒÏÄÁ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ ÐÒÁŒÉÌÁÍÉ âÅÒÎÁÊÓÁ, É ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ ÂÕÄÅÔ ÚÁŒÅÒÛÅÎÏ.

åÓÌÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ¸ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ÆÏÒÍÕ- ÌÙ , ÔÏ ÐÒÁŒÉÌÁ âÅÒÎÁÊÓÁ ÒÁÚÒÅÛÁÀÔ ÔÁËÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÙ:

→ ’ → ∀¸ ’

’ → ∃¸ ’ →

íÙ ÇÏŒÏÒÉÍ, ÞÔÏ ÓÔÏÑÝÁÑ ÓÎÉÚÕ ÏÔ ÞÅÒÔÙ (Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÐÒÁŒÉÌ) ÆÏÒÍÕÌÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍÕ ÐÒÁ- ŒÉÌÕ ÉÚ ŒÅÒÈÎÅÊ. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÄÏÐÏÌÎÑÅÔÓÑ É ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÅ ŒÙŒÏÄÁ ËÁË ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ËÁÖÄÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÌÉÂÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÏÊ, ÌÉÂÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔ- ÓÑ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÐÒÁŒÉÌ ŒÙŒÏÄÁ (ÒÁÎØÛÅ ÂÙÌÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÁŒÉÌÏ MP, ÔÅÐÅÒØ ÄÏÂÁŒÉÌÉÓØ ÄŒÁ ÎÏŒÙÈ

ÐÒÁŒÉÌÁ).

ðÏÑÓÎÉÍ ÉÎÔÕÉÔÉŒÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÜÔÉÈ ÐÒÁŒÉÌ. ðÅÒŒÏÅ ÇÏ- ŒÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÉÚ ÓÌÅÄÕÅÔ ’, ÐÒÉÞčÍ Œ ’ ÅÓÔØ ÐÁÒÁ- ÍÅÔÒ ¸, ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÔ Œ , ÔÏ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕ- ÌÁ ’ ÉÓÔÉÎÎÁ ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ ¸, ÅÓÌÉ ÔÏÌØ- ËÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÓÔÉÎÎÁ.

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÅÒŒÏÅ ÐÒÁŒÉÌÏ âÅÒÎÁÊÓÁ, ÌÅÇËÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÄÏÐÕÓÔÉÍÏÓÔØ ÐÒÁŒÉÌÁ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ’ ∀¸ ’

(Gen)

(ÅÓÌÉ Œ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ ŒÙŒÏÄÉÍÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÓŒÅÒÈÕ ÏÔ ÞÅÒÔÙ, ÔÏ ŒÙŒÏÄÉÍÁ É ÆÏÒÍÕÌÁ ÓÎÉÚÕ). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅ- ÌÅ, ŒÏÚØÍčÍ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ŒÙŒÏÄÉÍÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÂÅÚ ÐÁ- ÒÁÍÅÔÒÏŒ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÁËÓÉÏÍÕ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÍÅÓÔÏ A, B É C ÐÏÄÓÔÁŒÌÅÎÙ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ). òÁÚ ŒÙŒÏÄÉÍÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ’, ÔÏ ŒÙŒÏÄÉÍÁ É ÆÏÒÍÕÌÁ → ’ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ’ → ( → ’) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÅÊ É ÄÁÖÅ ÁËÓÉÏÍÏÊ). ôÅÐÅÒØ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ âÅÒÎÁÊÓÁ ŒÙŒÏÄÉÍ → ∀¸ ’ É ÐÒÉÍÅ- ÎÑÅÍ ÐÒÁŒÉÌÏ MP Ë ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ É Ë ÆÏÒÍÕÌÅ .

ðÒÁŒÉÌÏ (Gen) (ÏÔ Generalization | ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ) ËÏÄÉ- ÆÉÃÉÒÕÅÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ÐÒÁËÔÉËÕ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ: ÍÙ ÄÏ- ËÁÚÙŒÁÅÍ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ’ ÓÏ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÏÊ ¸, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ∀¸ ’, ÔÁË ËÁË ¸ ÂÙÌÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ.

œÔÏÒÏÅ ÐÒÁŒÉÌÏ âÅÒÎÁÊÓÁ ÔÁËÖÅ ŒÐÏÌÎÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ: ÖÅÌÁÑ ÄÏËÁÚÁÔØ Œ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ∃¸ ’, ÍÙ ÇÏŒÏÒÉÍ: ÐÕÓÔØ ÔÁËÏÅ ¸ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ŒÏÚØÍčÍ ÅÇÏ É ÄÏËÁÖÅÍ (ÔÏ ÅÓÔØ ÄÏËÁÖÅÍ ’ → ÓÏ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ¸).

94. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ŒÙŒÏÄÉÍÙÈ Œ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÐÒÅÄÉ- ËÁÔÏŒ ÆÏÒÍÕÌ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÍÙ ŒÍÅÓÔÏ ÐÒÁŒÉÌ âÅÒÎÁÊÓÁ ÄÏÂÁŒÉÍ ÔÕÄÁ ÐÒÁŒÉÌÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ É ÄŒÅ ÁËÓÉÏÍÙ

∀¸ ( → ’) → ( → ∀¸ ’) É ∀¸ (’ → ) → (∃¸ ’ → ) (Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ¸ ÎÅ ÂÙÌÁ ÐÁÒÁÍÅ- ÔÒÏÍ ÆÏÒÍÕÌÙ ).

ëÁË É Œ ÓÌÕÞÁÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ, ÐÅÒÅÄ ÎÁÍÉ ÓÔÏÑÔ ÄŒÅ ÚÁÄÁÞÉ: ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÉÓÞÉÓÌÅ- ÎÉÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ (ŒÓÑËÁÑ ŒÙŒÏÄÉÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉ- ÍÁ) É ÅÇÏ ÐÏÌÎÏÔÕ (ŒÓÑËÁÑ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ŒÙŒÏ- ÄÉÍÁ). üÔÉÍ ÍÙ É ÚÁÊÍčÍÓÑ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÒÁÚÄÅÌÁÈ.

4.3. ëÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ

ôÅÏÒÅÍÁ 43. œÓÑËÁÑ ŒÙŒÏÄÉÍÁÑ Œ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÐÒÅÄÉËÁ- ÔÏŒ ÆÏÒÍÕÌÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÏÊ.

◁ äÌÑ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ ÐÒÏŒÅÒËÁ ËÏÒÒÅËÔ- ÎÏÓÔÉ ÂÙÌÁ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÊ | ÎÁÄÏ ÂÙÌÏ ÐÏ ÔÁÂÌÉÃÅ ÐÒÏ- ŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÁËÓÉÏÍÙ (1) { (11) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÑ- ÍÉ. ó ÜÔÉÍÉ ÁËÓÉÏÍÁÍÉ É ÓÅÊÞÁÓ ÎÅÔ ÐÒÏÂÌÅÍ. îÏ Œ ÄŒÕÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÁËÓÉÏÍÁÈ ÅÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ, ÂÅÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ÎÅ ÂÙÔØ ÏÂÝÅÚÎÁ- ÞÉÍÙÍÉ. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÜÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÉÓ- ÐÏÌØÚÏŒÁÎÏ É Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ, É ÜÔÏ ÐÏ- ÔÒÅÂÕÅÔ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÓËÕÞÎÙÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ | ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÓËÕÞÎÙÈ, ÞÔÏ ÓÁÍ ÆÁËÔ ËÁÖÅÔÓÑ ÑÓÎÙÍ É ÔÁË. ôÅÍ ÎÅ ÍÅ- ÎÅÅ ÔÁËÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÎÁÄÏ ÕÍÅÔØ ÐÒÏŒÏÄÉÔØ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÙ ÎÉÞÅÇÏ ÐÒÏÐÕÓËÁÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÁ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ œ, Á ÔÁËÖÅ ÎÅËÏ- ÔÏÒÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ. œÓÀÄÕ ÄÁÌÅÅ, ÇÏ- ŒÏÒÑ Ï ÔÅÒÍÁÈ É ÆÏÒÍÕÌÁÈ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ Œ ŒÉÄÕ ÔÅÒÍÙ É ÆÏÒ- ÍÕÌÙ ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ, Á ÇÏŒÏÒÑ ÏÂ ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ, ÉÍÅÅÍ Œ ŒÉÄÕ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÜÔÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ.

ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ u É t | ÔÅÒÍÙ, Á ¸ | ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ. ôÏÇÄÁ [u(t=¸)](ß) = [u](ß + (¸ → [t](ß)))

ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÏÃÅÎËÉ ß.

îÁÐÏÍÎÉÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÍÙ ÐÏÄÓÔÁŒÌÑ- ÅÍ t ŒÍÅÓÔÏ ¸ Œ ÔÅÒÍ u, É ÂÅÒčÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÏÌÕÞÉŒÛÅÇÏ- ÓÑ ÔÅÒÍÁ ÎÁ ÏÃÅÎËÅ ß. œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÏÉÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÔÅÒÍÁ u ÎÁ ÏÃÅÎËÅ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÉÚ ß, ÅÓÌÉ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ¸ ÉÚÍÅÎÉÔØ É ÓÞÉÔÁÔØ ÒÁŒÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÔÅÒÍÁ t ÎÁ ÏÃÅÎËÅ ß.

œ ÓÕÝÎÏÓÔÉ, ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÔÒÉŒÉÁÌØ- ÎÏ: ÏÎÏ ÇÏŒÏÒÉÔ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ sin(cos(x)) ÐÒÉ x = 2 ÒÁŒÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÀ sin(y) ÐÒÉ y = cos(2). îÏ ÒÁÚ ÕÖ ÍÙ ŒÚÑÌÉÓØ ŒÓč ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÄÏËÁÖÅÍ ÅÇÏ ÉÎ- ÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÔÅÒÍÁ u. åÓÌÉ ÔÅÒÍ u ÅÓÔØ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÁÑ, ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ ¸, ÔÏ ÎÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ, ÎÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÏÃÅÎËÉ ÎÅ ÓËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÉ ÔÅÒÍÁ u. äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ u = ¸ ÐÏÌÕÞÁÅÍ [t](ß) ÓÌÅŒÁ É ÓÐÒÁŒÁ. åÓÌÉ ÔÅÒÍ ÐÏÌÕ- ÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÄÒÕÇÉÈ ÔÅÒÍÏŒ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÓÉÍŒÏÌÁ, ÔÏ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÏÔÄÅÌØÎÏ Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÅÒÍÏŒ, ÔÁË ÞÔÏ ÉÓËÏÍÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÁËÖÅ ÓÏÈÒÁ- ÎÑÅÔÓÑ. ìÅÍÍÁ 1 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌ ÔÁËÏŒÏ: ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ ’ | ÆÏÒÍÕÌÁ, t | ÔÅÒÍ, Á ¸ | ÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÁÑ, ÐÒÉÞčÍ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ t ŒÍÅÓÔÏ ¸ Œ ÆÏÒÍÕÌÕ ’ ËÏÒÒÅËÔÎÁ. ôÏÇÄÁ

[’(t=¸)](ß) = [’](ß + (¸ → [t](ß)))

ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÏÃÅÎËÉ ß.

ðÏÑÓÎÉÍ ÓÍÙÓÌ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ. ðÕÓÔØ ¸ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ÆÏÒÍÕÌÙ ’, Á c | ËÏÎ- ÓÔÁÎÔÁ. ôÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ’(c=¸) ÚÁÍËÎÕÔÁ; ÌÅÍÍÁ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ Åč ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ’ ÎÁ ÏÃÅÎËÅ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ¸ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÅ c.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ ÐÒÏŒÅÄčÍ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÐÏ- ÓÔÒÏÅÎÉÀ ÆÏÒÍÕÌÙ ’. äÌÑ ÁÔÏÍÁÒÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÌÅÍÍÙ 1. ëÒÏÍÅ ÔÏ- ÇÏ, ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌÙ É ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ 2 ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÄŒÕÈ ÆÏÒÍÕÌ ’_1 É ’_2, ÔÏ ÏÎÏ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÉÈ ÌÀÂÏÊ ÉÈ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ (ËÏÎSSÀÎËÃÉÉ, ÄÉÚSSÀÎËÃÉÉ É ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ); ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ.

åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ | ÆÏÒÍÕÌÁ, ÎÁ- ÞÉÎÁÀÝÁÑÓÑ Ó ËŒÁÎÔÏÒÁ. úÄÅÓØ ÎÁÛÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ŒÓÔÕÐÁ- ÀÔ Œ ÉÇÒÕ. ðÕÓÔØ ’ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ∀ȷ . åÓÔØ ÄŒÁ ÐÒÉÎÃÉÐÉ- ÁÌØÎÏ ÒÁÚÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑ: ÌÉÂÏ ¸ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ÆÏÒ-

ÍÕÌÙ ’ (Ô. Å. ÆÏÒÍÕÌÙ ∀ȷ ), ÌÉÂÏ ÎÅÔ. œÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ’(t=¸) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ’, Á ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ¸ Œ ÏÃÅÎËÅ ß ÎÅ ŒÌÉÑÅÔ ÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ’, ÔÁË ÞÔÏ ŒÓč ÓÈÏÄÉÔÓÑ. ïÓÔÁÌÏÓØ ÒÁÚÏÂÒÁÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ¸ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ÆÏÒÍÕÌÙ ∀ȷ (ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ¸ ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ȷ). ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ ÐÏÄÓÔÁ- ÎÏŒËÉ, Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ȷ ÎÅ ŒÈÏÄÉÔ Œ ÔÅÒÍ t É ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ (t=¸) ËÏÒÒÅËÔÎÁ. ôÏÇÄÁ

[(∀ȷ )(t=¸)](ß) = [∀ȷ ((t=¸))](ß) = = ∧_m[(t=¸)](ß + (ȷ → m)) = = ∧_m[](ß + (ȷ → m) + (¸ → [t](ß + (ȷ → m)))):

íÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ, ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÅÍ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ (∧_m ÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÏÎSSÀÎËÃÉÀ ÐÏ ŒÓÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÉÚ ÎÏÓÉÔÅÌÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ) É ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉ- ÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌÙ . ôÅÐÅÒØ ÎÁÄÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ȷ ÎÅ ŒÈÏÄÉÔ Œ t ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ËÏÒÒÅËÔ- ÎÏÓÔÉ, É ÐÏÔÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÔÅÒÍÁ t ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÚÁ- ÍÅÎÉÔØ ß + (ȷ → m) ÎÁ ß. äÁÌÅÅ, ¸ É ȷ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÐÏ- ÜÔÏÍÕ ÄŒÁ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ Œ ß ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÓÔÁŒÉÔØ ÍÅÓÔÁÍÉ. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÜÔÉ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÃÅÐÏÞËÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒ:

= ∧_m[](ß + (¸ → [t](ß)) + (ȷ → m)) = = [∀ȷ ](ß + (¸ → [t](ß))) = = [’](ß + (¸ → [t](ß)));

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. óÌÕÞÁÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ŒÉÄÁ ∃¸ ÒÁÚÂÉÒÁ- ÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÎÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ∧_m ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ∨_m. ìÅÍ- ÍÁ 2 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ôÅÐÅÒØ ÕÖÅ ÑÓÎÏ, ÐÏÞÅÍÕ ÆÏÒÍÕÌÁ

∀¸ ’ → ’(t=¸)

ÂÕÄÅÔ ÉÓÔÉÎÎÁ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÃÅÎËÅ ß (ÅÓÌÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ ËÏÒ- ÒÅËÔÎÁ). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ ÉÓ- ÔÉÎÎÁ ÎÁ ß, ÔÏ ’ ÂÕÄÅÔ ÉÓÔÉÎÎÁ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÃÅÎËÅ ß^′, ËÏ- ÔÏÒÁÑ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ß ÌÉÛØ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ¸. œ

ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ’ ÂÕÄÅÔ ÉÓÔÉÎÎÁ É ÎÁ ÏÃÅÎËÅ ß + (¸ → [t](ß)), ÞÔÏ ÐÏ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÌÅÍÍÅ 2 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÁ- ŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ ÉÓÔÉÎÎÁ ÎÁ ß.

ïÂÝÅÚÎÁÞÉÍÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ

’(t=¸) → ∃¸ ’

ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

îÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÉÌÁ ŒÙŒÏÄÁ ÓÏÈÒÁ- ÎÑÀÔ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÏÓÔØ. äÌÑ ÐÒÁŒÉÌÁ MP ÜÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ (ËÁË É Œ ÓÌÕÞÁÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ). ðÒÏŒÅÒÉÍ ÜÔÏ ÄÌÑ ÐÒÁŒÉÌ âÅÒÎÁÊÓÁ. üÔÏ ÓÏŒÓÅÍ ÎÅÓÌÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË ÚÄÅÓØ ÎÅÔ ÒÅÞÉ ÎÉ Ï ËÁËÉÈ ËÏÒÒÅËÔÎÙÈ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁÈ.

ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÏÒÍÕÌÁ → ’ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁ É ÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÁÑ ¸ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ÆÏÒÍÕÌÙ . ðÒÏŒÅ- ÒÉÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ → ∀¸ ’ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÓÔÉÎ- ÎÁ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÃÅÎËÅ ß (Œ ÌÀÂÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ÉÓÔÉÎÎÁ ÎÁ ÏÃÅÎËÅ ß. ôÏÇÄÁ ÏÎÁ ÉÓÔÉÎÎÁ É ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÃÅÎËÅ ß^′, ÏÔÌÉÞÁÀÝÅÊÓÑ ÏÔ ß ÔÏÌØËÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ¸ (ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ¸ ÎÅ ŒÌÉÑÅÔ ÎÁ ÉÓÔÉÎ- ÎÏÓÔØ , ÔÁË ËÁË ¸ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ). úÎÁÞÉÔ, É ÆÏÒÍÕÌÁ ’ ÉÓÔÉÎÎÁ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÔÁËÏÊ ÏÃÅÎËÅ ß^′. á ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ∀¸ ’ ÉÓÔÉÎÎÁ ÎÁ ÏÃÅÎËÅ ß, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

äÌÑ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÒÁŒÉÌÁ âÅÒÎÁÊÓÁ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÞÎÏ. ðÕÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ ’ → ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁ É ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÁÑ ¸ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ÆÏÒÍÕÌÙ . ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ∃¸ ’ → ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ Åč ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÉÓÔÉÎÎÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÃÅÎËÅ ß. ðÏ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÀ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÅÊÓÑ Ó ËŒÁÎÔÏ- ÒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÏÃÅÎËÁ ß^′, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ß ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ¸, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ [’](ß^′) ÉÓÔÉÎÎÏ. ôÏÇÄÁ É [](ß^′) ÉÓÔÉÎÎÏ. îÏ ÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÁÑ ¸ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ÆÏÒÍÕÌÙ , ÔÁË ÞÔÏ [](ß^′) = [](ß). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÓÔÉÎÎÁ ÎÁ ÏÃÅÎËÅ ß, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ. ▷

4.4. œÙŒÏÄÙ Œ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ

ðÒÉÍÅÒÙ ŒÙŒÏÄÉÍÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ çčÄÅÌÑ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ ÉÓ- ÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÒÉÏÂÒÅÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÏÐÙÔ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ŒÙŒÏÄÏŒ Œ ÜÔÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ.

• ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ É ÓÞÉÔÁÔØ ŒÙŒÏÄÉÍÙÍ ÌÀÂÏÊ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÏÐÏ- ÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÉ ÓÉÌØÎÏ ÏÂÌÅÇÞÁÅÔ ÖÉÚÎØ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÕÓÔØ ÍÙ ŒÙŒÅÌÉ ÄŒÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ’ É É ÈÏÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ ŒÙŒÅÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÕ (’∧). üÔÏ ÐÒÏÓÔÏ: ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (’ → ( → (’ ∧ ))) ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÉ (Á ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ É ÁËÓÉÏÍÏÊ) É ÄŒÁÖÄÙ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÐÒÁŒÉÌÏ MP.

• äÒÕÇÏÊ ÐÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÇÏ ÖÅ ÒÏÄÁ: ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ’ → → ŒÙŒÏÄÉÍÁ, ÔÏ ŒÙŒÏÄÉÍÁ É ÆÏÒÍÕÌÁ ¬ → ¬’, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ

(’ → ) → (¬ → ¬’)

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÔÁŒ- ÔÏÌÏÇÉÉ.

• åÝč ÏÄÉÎ ÐÒÉÍÅÒ: ÅÓÌÉ ŒÙŒÏÄÉÍÙ ÆÏÒÍÕÌÙ ’ → É → ø, ÔÏ ŒÙŒÏÄÉÍÁ É ÆÏÒÍÕÌÁ ’ → ø, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÆÏÒÍÕÌÁ

(’ → ) → (( → ø) → (’ → ø))

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÔÁŒ- ÔÏÌÏÇÉÉ.

• äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ’ ŒÙŒÅÄÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ

∀x ’ → ∃x ’:

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ŒÍÅÓÔÏ ÓÅ- ÂÑ ŒÓÅÇÄÁ ÄÏÐÕÓÔÉÍÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÆÏÒÍÕÌÙ ∀x ’ → ’ É ’ → ∃x ’ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÁÍÉ. ïÓÔÁčÔÓÑ ŒÏÓÐÏÌØ- ÚÏŒÁÔØÓÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅÍ.

• äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ’ ŒÙŒÅÄÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ

∃y ∀x ’ → ∀x ∃y ’:

æÏÒÍÕÌÙ ∀x ’ → ’ É ’ → ∃y ’ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÁËÓÉ- ÏÍÁÍÉ. ó ÉÈ ÐÏÍÏÝØÀ ŒÙŒÏÄÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ∀x ’ → → ∃y ’. ôÅÐÅÒØ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÉÍÐÌÉËÁ- ÃÉÉ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ x, Á ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ y, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÄŒÁ ÐÒÁŒÉ- ÌÁ âÅÒÎÁÊÓÁ (Œ ÌÀÂÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ) É ÄÏÂÁŒÉÔØ ÓÐÒÁŒÁ ËŒÁÎÔÏÒ ∀x, Á ÓÌÅŒÁ | ËŒÁÎÔÏÒ ∃y.

• ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ’ → ŒÙŒÏÄÉÍÁ, Á ¸ | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕ- ÞÁÅ ŒÙŒÏÄÉÍÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ∀¸ ’ → ∀¸ . œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÆÏÒÍÕÌÁ ∀¸ ’ → ’ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÏÊ. äÁÌÅÅ ŒÙŒÏ- ÄÉÍ (Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÊ É ÐÒÁŒÉÌÁ MP) ÆÏÒÍÕÌÕ ∀¸ ’ → ; ÏÓÔÁčÔÓÑ ŒÏÓÐÏÌØ- ÚÏŒÁÔØÓÑ ÐÒÁŒÉÌÏÍ âÅÒÎÁÊÓÁ (ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ ¸).

• áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÚ ŒÙŒÏÄÉÍÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ’ → ÓÌÅÄÕÅÔ ŒÙŒÏÄÉÍÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ ∃¸ ’ → ∃¸ , ÔÏÌØËÏ ÎÁÄÏ ÎÁÞÁÔØ Ó ÁËÓÉÏÍÙ → ∃¸ , ÚÁÔÅÍ ÐÏÌÕÞÉÔØ ’ → ∃¸ , Á ÐÏÔÏÍ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÐÒÁŒÉÌÏ âÅÒÎÁÊÓÁ.

• ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ’ É ÄÏËÁÚÕÅÍÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ (ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ ’ → É → ’ ŒÙŒÏÄÉÍÙ), ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ ∀¸ ’ É ∀¸ ÔÁËÖÅ ÄÏËÁÚÕÅÍÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ. (áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅ- ÎÉÅ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌ ∃¸ ’ É ∃¸ .)

ôÅÐÅÒØ ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ É É ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ ÆÁËÔ: ÚÁ- ÍÅÎÁ ÐÏÄÆÏÒÍÕÌÙ ÎÁ ÄÏËÁÚÕÅÍÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÕÀ ÄÁčÔ ÄÏËÁÚÕÅÍÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ (ÓÍ. Ó. 192).

• œÙŒÅÄÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ∀x A(x) → ∀y A(y) (ÚÄÅÓØ A | ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ). üÔÏ ÎÅÓÌÏÖÎÏ: ÎÁÞÎčÍ Ó ÁËÓÉÏÍÙ ∀x A(x) → A(y), Œ ÎÅÊ ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ y É ÐÏÔÏÍÕ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ âÅÒÎÁÊ- ÓÁ ÉÚ ÎÅč ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÓËÏÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ. üÔÏÔ ÐÒÉ- ÍÅÒ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÉÍÅÎÏŒÙŒÁÔØ, ÎÅ ÍÅÎÑÑ ÓÍÙÓÌÁ ÆÏÒÍÕÌÙ (ÐÏ- ÄÒÏÂÎÅÅ ÏÂ ÜÔÏÍ ÍÙ ÓËÁÖÅÍ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 4.6.)

• œÙŒÅÄÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÓŒÑÚÙŒÁÀÝÉÅ ËŒÁÎÔÏÒÙ ŒÓÅÏÂÝ- ÎÏÓÔÉ É ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ: ∀¸ ’ ↔ ¬∃¸ ¬’; ∃¸ ’ ↔ ¬∀¸ ¬’: îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ff ↔ fi ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅÍ ÄÌÑ (ff → fi)∧(fi → ff), ÔÁË ÞÔÏ ÎÁÍ ÎÁÄÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÞÅÔÙÒÅ ÆÏÒÍÕÌÙ.

îÁÞÎčÍ Ó ÆÏÒÍÕÌÙ ∃¸ ’ → ¬∀¸ ¬’. éÍÅÑ Œ ŒÉÄÕ ÐÒÁ- ŒÉÌÏ âÅÒÎÁÊÓÁ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÕ ’ → → ¬∀¸ ¬’. ôÁŒÔÏÌÏÇÉÑ (B → ¬A) → (A → ¬B) ÐÏÚ- ŒÏÌÑÅÔ ŒÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏ ŒÙŒÏÄÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ∀¸ ¬’ → → ¬’, ËÏÔÏÒÁÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÏÊ.

œ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ŒÙŒÅÄÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ∃¸ ’ → ¬∀¸ ¬’ ÍÏÖÎÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ’ ŒÚÑÔØ ÌÀÂÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ, Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÎÁÞÉÎÁÀÝÕÀÓÑ Ó ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ. ðÏÄÓÔÁŒÉŒ ¬’ ŒÍÅÓÔÏ ’, ÐÏÌÕÞÉÍ ∃¸ ¬’ → ¬∀¸ ¬¬’; ÇÄÅ ¬¬’ ÄÏËÁÚÕÅÍÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ’ É ÐÏÔÏÍÕ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÍÅÎÅÎÁ ÎÁ ’. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÐÒÁŒÉÌÏ ËÏÎÔÒÁÐÏ- ÚÉÃÉÉ (ÅÓÌÉ ÉÚ A ÓÌÅÄÕÅÔ ¬B, ÔÏ ÉÚ B ÓÌÅÄÕÅÔ ¬A) ÄÁčÔ ∀¸ ’ → ¬∃¸ ¬’: œÙŒÅÄÅÍ ÔÒÅÔØÀ ÆÏÒÍÕÌÕ: ¬∃¸ ¬’ → ∀¸ ’. ðÏ ÐÒÁ- ŒÉÌÕ âÅÒÎÁÊÓÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ¬∃¸ ¬’ → ’,

ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ËÏÎÔÒÁÐÏÚÉÃÉÉ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÁËÓÉÏÍÕ ¬’ → ∃¸ ¬’. þÅÔŒčÒÔÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ Œ ÔÒÅÔØÅÊ ’ ÎÁ ¬’ É ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ËÏÎÔÒÁÐÏÚÉÃÉÀ.

œÙŒÏÄÉÍÏÓÔØ ÉÚ ÐÏÓÙÌÏË œ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ ŒÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÌÏ ÐÏ- ÎÑÔÉÅ ŒÙŒÏÄÉÍÏÓÔÉ ÉÚ ÐÏÓÙÌÏË É ÓŒÑÚÁÎÎÁÑ Ó ÎÉÍ ÌÅÍ- ÍÁ Ï ÄÅÄÕËÃÉÉ (Ó. 51). äÌÑ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ ÓÉ- ÔÕÁÃÉÑ ÎÅÍÎÏÇÏ ÍÅÎÑÅÔÓÑ. åÓÌÉ ÒÁÚÒÅÛÉÔØ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÐÏÓÙÌËÉ ÎÁÒÁŒÎÅ Ó ÁËÓÉÏÍÁÍÉ ÂÅÚÏ ŒÓÑËÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ, ÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÌÅÍÍÅ Ï ÄÅÄÕËÃÉÉ, ÂÕÄÅÔ ÎÅŒÅÒÎÙÍ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ A(x) ÍÏÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÕ ∀x A(x) (ËÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ ÎÁ Ó. 167 ÐÒÉ ÏÂÓÕÖÄÅ- ÎÉÉ ÐÒÁŒÉÌÁ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ). îÏ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ A(x) → ∀x A(x) ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÙŒÏÄÉÍÏÊ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÅ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁ).

ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÐÏÓÙÌ- ËÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ. ðÕÓÔØ ` | ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÊ ÎÁÍÉ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ œ. (ôÁËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÔÅÏÒÉ- ÑÍÉ Œ ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ œ.) çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ A ŒÙŒÏÄÉÍÁ ÉÚ `, ÅÓÌÉ Åč ÍÏÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÎÁÒÁŒÎÅ Ó ÁËÓÉÏ- ÍÁÍÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ `. ëÁË É ÄÌÑ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ, ÍÙ ÐÉÛÅÍ ` ⊢ A. œÙŒÏÄÉÍÙÅ ÉÚ ` ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÔÁËÖÅ ÔÅÏÒÅÍÁÍÉ ÔÅÏÒÉÉ `.

ìÅÍÍÁ Ï ÄÅÄÕËÃÉÉ ÄÌÑ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ. ðÕÓÔØ ` | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÆÏÒÍÕÌ, Á A | ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ. ôÏÇÄÁ ` ⊢ (A → B) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ` ∪ {A} ⊢ B. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÐÏ ÔÏÊ ÖÅ ÓÈÅÍÅ, ÞÔÏ É ÄÌÑ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ (Ó. 51): Ë ÆÏÒÍÕÌÁÍ C_1; : : : ; C_n, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍ ŒÙŒÏÄ C_n = B ÉÚ ` ∪ {A}, ÍÙ ÐÒÉÐÉÓÙŒÁÅÍ ÐÏÓÙÌËÕ A É ÄÏÐÏÌÎÑÅÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

(A → C_1); : : : ; (A → C_n)

ÄÏ ŒÙŒÏÄÁ ÉÚ `. ïÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ Œ ŒÙŒÏÄÅ ÍÏÇÕÔ ŒÓÔÒÅÞÁÔØÓÑ ÐÒÁŒÉÌÁ âÅÒÎÁÊÓÁ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÔ ŒÙŒÏÄÉÍÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ

A → ( → ’)

ÎÁÄÏ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ŒÙŒÏÄÉÍÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ

A → ( → ∀¸ ’)

(Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ¸ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ÆÏÒ- ÍÕÌÙ ). üÔÏ ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ Œ ÓÉÌÕ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÊ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ ÏÔ A → ( → ’) Ë (A ∧ ) → ’, ÚÁÔÅÍ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÐÒÁŒÉÌÏ âÅÒÎÁÊÓÁ (ÜÔÏ ÚÁËÏÎÎÏ, ÔÁË ËÁË ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ¸ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ÆÏÒÍÕÌÙ , Á ÆÏÒÍÕÌÁ A ÚÁÍËÎÕÔÁ ÐÏ ÐÒÅÄ- ÐÏÌÏÖÅÎÉÀ). ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ŒÙŒÏÄÉÍÁÑ ÉÚ ` ÆÏÒÍÕÌÁ

(A ∧ ) → ∀¸ ’;

É ÏÓÔÁčÔÓÑ ŒÅÒÎÕÔØ A ÉÚ ËÏÎSSÀÎËÃÉÉ Œ ÐÏÓÙÌËÕ.

óÈÏÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ É ŒÔÏÒÏÅ ÐÒÁŒÉÌÏ âÅÒÎÁÊÓÁ. åÓÌÉ ŒÙŒÏÄÉÍÁ ÆÏÒÍÕÌÁ A → (’ → ); ÔÏ Œ ÓÉÌÕ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÊ ŒÙŒÏÄÉÍÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ’ → (A → ); Ë ËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÐÒÁŒÉÌÏ âÅÒ- ÎÁÊÓÁ É ÐÏÌÕÞÉÔØ ∃¸ ’ → (A → ); ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ŒÅÒÎÕÔØ A ÎÁÚÁÄ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÉ. ìÅÍÍÁ Ï ÄÅÄÕËÃÉÉ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ïÔÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÏÌÅÚÎÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ŒÙŒÏÄÉ- ÍÏÓÔÉ ÉÚ ÐÏÓÙÌÏË.

• åÓÌÉ ` ⊢ A É `^′ ⊃ `, ÔÏ `^′ ⊢ A. (ïÞÅŒÉÄÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.)

• åÓÌÉ ` ⊢ A, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ `^′ ⊂ `, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ `^′ ⊢ A. (œÙŒÏÄ ËÏÎÅÞÅÎ É ÐÏÔÏÍÕ ÍÏÖÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÆÏÒÍÕÌ.)

• åÓÌÉ ` ËÏÎÅÞÎÏ É ÒÁŒÎÏ {fl_1; : : : ; fl_n}, ÔÏ ` ⊢ A ÒÁŒ- ÎÏÓÉÌØÎÏ ŒÙŒÏÄÉÍÏÓÔÉ (ÂÅÚ ÐÏÓÙÌÏË) ÆÏÒÍÕÌÙ

(fl_1 ∧ : : : ∧ fl_n) → A:

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ {fl_1; : : : ; fl_n} ⊢ A, ÔÏ ÍÎÏÇÏËÒÁÔ- ÎÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ Ï ÄÅÄÕËÃÉÉ ÄÁčÔ

⊢ fl_1 → (fl_2 → (: : : (fl_n → A) : : :));

É ÏÓÔÁčÔÓÑ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ ÐÒÏÐÏÚÉÏ- ÎÁÌØÎÏÊ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÅÊ. (œ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÒÁÓÓÕ- ÖÄÅÎÉÅ ÔÁËÖÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÂÅÚ ÔÒÕÄÁ.)

• ëÏÍÂÉÎÉÒÕÑ ÔÒÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ, ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÔÁËÏÍÕ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ŒÙŒÏÄÉÍÏ- ÓÔÉ ÉÚ ÐÏÓÙÌÏË: ` ⊢ A, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÙ fl_1; : : : ; fl_n ∈ `, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

⊢ fl_1 → (fl_2 → (: : : (fl_n → A) : : :)):

üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ É ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌ Ó ÐÁÒÁ- ÍÅÔÒÁÍÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÕÖ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ŒÙŒÏÄÉÍÏÓÔØ ÉÚ ÐÏÓÙÌÏË Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ (ÞÅÇÏ ÏÂÙÞÎÏ ÉÚÂÅÇÁÀÔ), ÔÏ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁË.

ðÏÎÑÔÉÅ ŒÙŒÏÄÉÍÏÓÔÉ ÉÚ ÐÏÓÙÌÏË ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÅÒÅÆÏÒ- ÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÉ- ËÁÔÏŒ.

çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ M ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ œ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÄÅÌØÀ ÔÅÏÒÉÉ `, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ ` ÉÓÔÉÎÎÙ Œ M.

ôÅÏÒÅÍÁ 44 (Ï ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ; ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ). œÓÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÔÅÏÒÉÉ ` ÉÓÔÉÎÎÙ Œ ÌÀÂÏÊ ÍÏÄÅÌÉ M ÔÅÏÒÉÉ `.

◁ åÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ` (Ô. Å. ` ⊢ A), ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÙ fl_1; : : : ; fl_n ∈ `, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

⊢ fl_1 → (fl_2 → (: : : (fl_n → A) : : :)):

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ (Œ ÕÖÅ ÉÚŒÅÓÔÎÏÊ ÎÁÍ ÆÏÒÍÅ) ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÂÕÄÅÔ ÉÓÔÉÎÎÁ ŒÏ ŒÓÅÈ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑÈ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ Œ M. ðÏÓËÏÌØËÕ fl_1; : : : ; fl_n ÉÓÔÉÎÎÙ Œ M, ÔÏ É ÆÏÒÍÕÌÁ A ÉÓÔÉÎÎÁ Œ M (ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÃÅÎËÅ). ▷ œ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ | É ÔÏÌØËÏ Œ ÎÉÈ | ÚÎÁË ⊢ ÐÏ- ÎÉÍÁÅÔÓÑ Œ ÏÐÉÓÁÎÎÏÍ ŒÙÛÅ ÓÍÙÓÌÅ (Œ ÐÏÓÙÌËÁÈ ÄÏÐÕÓ- ËÁÀÔÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ):

95. ðÕÓÔØ ` | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ) ÆÏÒÍÕÌ. (Á) ðÕÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ĂŒÙŒÏÄĄ ÎÅËÏÔÏ- ÒÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ’, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÎÁÒÁŒÎÅ Ó ÁËÓÉÏÍÁÍÉ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ- ÓÑ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ `, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ŒÓÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÐÒÁŒÉÌ âÅÒÎÁÊÓÁ ÐÒÅÄÛÅÓÔŒÕÀÔ ÐÏÑŒÌÅÎÉÀ ÆÏÒÍÕÌ ÉÚ `. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ` ⊢ ’. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. (Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÅÓÌÉ Œ ĂŒÙŒÏÄÅĄ ÆÏÒÍÕÌÙ ’ ÎÁÒÁŒÎÅ Ó ÁËÓÉÏÍÁÍÉ ÉÓÐÏÌØÚÕ- ÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ `, ÎÏ ÐÒÁŒÉÌÁ âÅÒÎÁÊÓÁ ÎÅ ÐÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ, ÓŒÏÂÏÄÎÙÍ Œ `, ÔÏ ` ⊢ ’.

96. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÉÌÁ âÅÒÎÁÊÓÁ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÔÁË:

`; A ⊢ B `; A ⊢ ∀¸ B

`; B ⊢ A `; ∃¸ ⊢ A ; ÇÄÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ¸ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ÆÏÒÍÕÌÙ A, Á ÔÁËÖÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ÆÏÒÍÕÌ ÉÚ `. (œ ÐÅÒŒÏÍ ÐÒÁŒÉÌÅ ÍÙ ÄÌÑ ÓÉÍÍÅ- ÔÒÉÉ ŒÙÄÅÌÉÌÉ ÆÏÒÍÕÌÕ A, ÈÏÔÑ ÏÎÁ ÎÉÞÅÍ ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÆÏÒÍÕÌ ÉÚ `).

ðÅÒÅÍÅÎÎÙÅ É ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝč ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ŒÙŒÏÄÉÍÏ- ÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ:

ìÅÍÍÁ Ï ÓŒÅÖÉÈ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÈ. ðÕÓÔØ ŒÙŒÏÄÉÍÁ ÆÏÒÍÕ- ÌÁ ’(c=¸), ÇÄÅ ’ | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ, ¸ | ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÁÑ, c | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÎÅ ŒÈÏÄÑÝÁÑ Œ ÆÏÒÍÕÌÕ ’. ôÏÇÄÁ ŒÙ- ŒÏÄÉÍÁ É ÆÏÒÍÕÌÁ ’.

éÎÔÕÉÔÉŒÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÌÅÍÍÙ: ÅÓÌÉ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÞÔÏ-ÔÏ ÐÒÏ ĂÓŒÅÖÕÀĄ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ c (ÎÅ ÚÁÐÑÔÎÁŒÛÕÀ ÓÅÂÑ ÕÞÁÓÔÉ- ÅÍ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ ’), ÔÏ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÆÏÒÍÕÌÕ ’ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. ðÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÙ- ŒÏÄ ÆÏÒÍÕÌÙ ’(c=¸). œÏÚØÍčÍ ĂÓŒÅÖÕÀĄ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ ȷ, ÎÅ ŒÓÔÒÅÞÁÀÝÕÀÓÑ Œ ÜÔÏÍ ŒÙŒÏÄÅ, É ŒÓÀÄÕ ÚÁÍÅÎÉÍ Œ ÎčÍ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ c ÎÁ ÜÔÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ŒÙŒÏÄ ÏÓÔÁ- ÎÅÔÓÑ ŒÙŒÏÄÏÍ, ÔÁË ËÁË ÐÒÁŒÉÌÁ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ Ó ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÙÍÉ É ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ ÎÉÞÅÍ ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ (ËŒÁÎÔÏÒÏŒ ÐÏ ÎÏŒÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ Œ ÎčÍ ÎÅÔ, ÔÁË ÞÔÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÅ ÐÏÄ- ÓÔÁÎÏŒËÉ ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍÉ É ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÐÒÁŒÉÌ âÅÒÎÁÊÓÁ ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÍÉ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÙ- ŒÏÄÉÍÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ’(ȷ=¸).

ðÏ ÐÒÁŒÉÌÕ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ŒÙŒÏÄÉÍÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ∀ȷ ’(ȷ=¸). ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÁËÓÉÏÍÕ ∀ȷ ’(ȷ=¸) → ’(ȷ=¸)(¸=ȷ); ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ËÏÒÒÅËÔÎÁ É ÄÁčÔ ÆÏÒÍÕ- ÌÕ ’, ÔÁË ËÁË ÓÎÁÞÁÌÁ ÍÙ ÚÁÍÅÎÉÌÉ ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ŒÈÏÖÄÅ- ÎÉÑ ¸ ÎÁ ȷ, Á ÚÁÔÅÍ ÏÂÒÁÔÎÏ (ÔÁË ÞÔÏ Œ ÚÏÎÕ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ ÐÏ ¸ ÏÎÉ ÐÏÐÁÓÔØ ÎÅ ÍÏÇÌÉ). ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

97. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÌÅÍÍÕ ÄÌÑ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÄÏËÁÚÁÔØ É ÄÒÕ- ÇÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ:

ìÅÍÍÁ Ï ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÉ ËÏÎÓÔÁÎÔ. ðÕÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ ’ ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ œ ŒÙŒÏÄÉÍÁ Œ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ œ^′, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÉÚ œ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉ- ÅÍ ÎÏŒÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ. ôÏÇÄÁ ’ ŒÙŒÏÄÉÍÁ É Œ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ œ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ ’, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÎÏ- ŒÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ, ÉÍÅÅÔ ŒÙŒÏÄ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÎÏŒÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ. ëÁË ÉÈ ÏÔÔÕÄÁ ÕÄÁÌÉÔØ? ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÓŒÅÖÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÎÅ ŒÈÏÄÑÝÉÅ Œ ŒÙŒÏÄ, É ÏÎ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ŒÙŒÏÄÏÍ, ÎÏ ÕÖÅ ÂÅÚ ÎÏŒÙÈ ËÏÎ- ÓÔÁÎÔ. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÜÔÁ ÌÅÍÍÁ ŒÅÒÎÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ (ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÁŒÌÑÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ËÏÎ- ÓÔÁÎÔÙ, ÎÏ É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÉÍŒÏÌÙ ÌÀÂÏÊ ŒÁÌÅÎÔÎÏ- ÓÔÉ, Á ÔÁËÖÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÅ ÓÉÍŒÏÌÙ). þÔÏÂÙ ÕÄÁÌÉÔØ ÎÏ- ŒÙÅ ÓÉÍŒÏÌÙ ÉÚ ŒÙŒÏÄÁ, ÐÏÓÔÕÐÁÅÍ ÔÁË. œÓÅ ÔÅÒÍÙ ŒÉ- ÄÁ f(: : :), ÇÄÅ f | ÄÏÂÁŒÌÅÎÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ, ÍÙ ÚÁÍÅÎÑÅÍ ÎÁ ÎÏŒÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ (ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÎÏŒÙÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ É ŒÓÅÈ ÉÈ ŒÈÏÖÄÅÎÉÊ). œÓÅ ÁÔÏÍÁÒÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ Ó ÎÏŒÙÍÉ ÐÒÅÄÉ- ËÁÔÎÙÍÉ ÓÉÍŒÏÌÁÍÉ ÚÁÍÅÎÑÅÍ ÎÁ ËÁËÕÀ-ÌÉÂÏ ÚÁÍËÎÕÔÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ (ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ; ËÁËÁÑ ÉÍÅÎÎÏ ÆÏÒÍÕÌÁ, ÒÏÌÉ ÎÅ ÉÇÒÁÅÔ).

98. ðÒÏŒÅÄÉÔÅ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ŒÙŒÏÄÉÍÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÎÅ ÕÔÏÞÎÑÑ, Œ ËÁËÏÊ ÉÍÅÎÎÏ ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ (ÓÏ- ÄÅÒÖÁÝÅÊ ŒÓÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÙÅ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÅ

É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÉÍŒÏÌÙ) ÍÙ ÉÝÅÍ Åč ŒÙŒÏÄ.

åÓÌÉ ÐÒÉÎÑÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÙŒÏÄÉ- ÍÏÓÔØ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÏÓÔÉ, ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ŒÙ- ŒÏÄÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÏÞÅŒÉÄÎÏÊ: ÉÓÔÉÎ- ÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÓÉÍŒÏÌÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ Œ ÎÅč ÎÅ ŒÈÏÄÑÔ. (åÓÌÉ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ ÏÔÓÕÔ- ÓÔŒÕÀÝÉÅ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ ÓÉÍŒÏÌÙ ËÁË ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ É ÐÒÅÄÉËÁÔÙ, ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÓÉÎÔÁËÓÉÞÅÓËÏÍÕ ÒÁÓÓÕÖÄÅ- ÎÉÀ, ÕÐÏÍÑÎÕÔÏÍÕ ŒÙÛÅ.)

4.5. ðÏÌÎÏÔÁ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ

œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ŒÙŒÏÄÉÍÁ Œ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÓÈÅÍÅ, ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÏÊ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 2.2, É ŒŒÅÄčÍ ÐÏÎÑÔÉÑ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÊ É ÐÏÌÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ.

æÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ œ. ðÕÓÔØ ` | ÔÅÏ- ÒÉÑ Œ ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ œ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÁÍË- ÎÕÔÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÉÑ` ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÁ, ÅÓÌÉ Œ ÎÅÊ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÏÒÍÕ- ÌÁ ’ É Åč ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ ¬’. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÚ ` ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ, ÔÁË ËÁË ÉÍÅÅÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÁ ¬A → (A → B). åÓÌÉ ÔÅÏÒÉÑ ` ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÊ, ÔÏ ÏÎÁ ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÊ.

99. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÉÑ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Œ ÎÅÊ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ’ ∧ ¬’ (ÚÄÅÓØ ’ | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ).

îÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏ- ÒÅÞÉŒÏ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÏÔÉ- ŒÏÒÅÞÉŒÏ, ÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÅÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÖÅ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏ (ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ŒÙŒÏÄÅ ÕÞÁÓÔŒÕÅÔ ÌÉÛØ ËÏ- ÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÆÏÒÍÕÌ).

óÉÎÔÁËÓÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÓÔÉ ÍÙ ÂÕ- ÄÅÍ ÓÒÁŒÎÉŒÁÔØ Ó ÓÅÍÁÎÔÉÞÅÓËÉÍ ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÓÏŒÍÅÓÔÎÏ- ÓÔÉ. ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ M ÓÉÇÎÁ- ÔÕÒÙ œ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÏÄÅÌØÀ ÔÅÏÒÉÉ `, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ ` ÉÓÔÉÎÎÙ Œ M. íÎÏÖÅÓÔŒÏ`

ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏŒÍÅÓÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÍÏÄÅÌØ, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÅÇÏ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÓÔÉÎÎÙ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁ- ÃÉÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 45 (Ï ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ; ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ). ìÀ- ÂÏÅ ÓÏŒÍÅÓÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÎÅÐÒÏÔÉ- ŒÏÒÅÞÉŒÏ.

◁ ðÕÓÔØ ŒÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ ` ÉÓÔÉÎÎÙ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÉÎ- ÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ M. íÏÖÅÔ ÌÉ ÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ ` ⊢ ’ É ` ⊢ ¬’ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ’? ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÎÅÔ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÅÏÒÅÍÁ 44 (Ó. 177) ÐÏËÁ- ÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ ’ É ¬’ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÉÓÔÉÎÎÙ Œ M, ÞÔÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ. ▷

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ (Ï ÓÏŒ- ÍÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÊ ÔÅÏÒÉÉ) ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÏÌÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ.

îÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ `, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÚÁÍË- ÎÕÔÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ œ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ Œ ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ’ ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÌÉÂÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ’, ÌÉÂÏ Åč ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ ¬’ ŒÙŒÏ- ÄÑÔÓÑ ÉÚ `.

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÔÅÏÒÉÑ ÐÏÌÎÁ, ÅÓÌÉ ÉÚ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÆÏÒÍÕÌ ’ É ¬’ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ) ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ.

ðÏÌÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ, ŒÚÑŒ ËÁËÕÀ-ÌÉ- ÂÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÅŒ ŒÓÅ ÚÁÍËÕÔÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÉÓÔÉÎÎÙÅ Œ ÜÔÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ. (œÐÏÓÌÅÄÓÔŒÉÉ ÍÙ ÕŒÉ- ÄÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÐÏÌÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÔÁËÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ | ÜÔÏ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 46.)

œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÐÏÌÎÏÔÙ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÉŒÁÅÍÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÔÏÊ ÖÅ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÍÙ ŒÏÚØÍčÍ ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ S, ÎÅ ŒÈÏÄÑÝÉÊ Œ `, ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ ` ÐÒÏ ÎÅÇÏ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÕÔŒÅÒÖÄÁÀÔ, É ÐÏÔÏÍÕ, ÓËÁÖÅÍ, ÎÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ∀x S(x), ÎÉ Åč ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ ÎÅ ŒÙŒÏÄÉÍÙ ÉÚ `. úÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ ’ ÔÏÖÅ ŒÁÖÎÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÉÓ- ÔÉÎÎÙÈ Œ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ ÒÑÄÕ ÆÏÒÍÕÌ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ (=; ¡) ÐÏÌÎÏ, ÎÏ ÎÉ ÆÏÒÍÕÌÁ x = y, ÎÉ ÆÏÒÍÕÌÁ x ≠ y ÉÚ ÎÅÇÏ

ÎÅ ŒÙŒÏÄÑÔÓÑ, ÉÎÁÞÅ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÂÙ ÌÏÖÎÕÀ Œ N ÆÏÒÍÕÌÕ ∀x∀y (x = y) ÉÌÉ ∀x∀y (x ≠ y).

ðÏÌÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÄÏÂÎÏ ÍÉÒÏŒÏÚÚÒÅÎÉÀ ÞÅÌÏŒÅËÁ, ÄÏÓÔÉÇÛÅÇÏ ÐÒÅÄÅÌÁ ÕÍÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÒÁÚŒÉÔÉÑ: ÎÁ ŒÓč, ÞÔÏ ŒÈÏÄÉÔ Œ ËÒÕÇ ÅÇÏ ÐÏÎÑÔÉÊ (ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÓÉÇ- ÎÁÔÕÒÙ œ), ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÔÏÞËÕ ÚÒÅÎÉÑ. îÏ ÜÔÏ ÎÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ÎÉ Ë ÆÏÒÍÕÌÁÍ ÂÏÌØÛÅÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ (ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ ÎÏŒÙÅ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ), ÎÉ Ë ÆÏÒÍÕÌÁÍ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ (ÐÏ- ÓËÏÌØËÕ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ ÎÅ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÙ).

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÇÏÔÏŒÙ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÏÓÎÏŒÎÏÇÏ ÒÅ- ÚÕÌØÔÁÔÁ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 46 (ÐÏÌÎÏÔÁ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ, ÓÉÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ). ìÀÂÁÑ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÓÏŒÍÅÓÔÎÁ.

◁ îÁÐÏÍÎÉÍ, ËÁË ÍÙ ÄÏËÁÚÙŒÁÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ. íÙ ÒÁÓÛÉÒÑÌÉ ÎÁÛÅ ÎÅÐÒÏÔÉ- ŒÏÒÅÞÉŒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ` ÄÏ ÐÏÌÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ `^′, Á ÐÏ- ÔÏÍ ÐÏÌÁÇÁÌÉ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ p ÉÓÔÉÎ- ÎÏÊ, ÅÓÌÉ `^′ ⊢ p. úÄÅÓØ ÜÔÏÇÏ ÂÕÄÅÔ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ËÁË ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÅÐÏÎÑÔÎÏ, ÏÔËÕÄÁ ÂÒÁÔØ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÉÓ- ËÏÍÏÊ ÍÏÄÅÌÉ). îÏ ÎÁÞÁÌÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÂÕÄÅÔ ÔÁËÉÍ ÖÅ.

ìÅÍÍÁ 1. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ` ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ œ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÌÎÏÅ ÎÅ- ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ `^′ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÔÏÊ ÖÅ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ `.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÏŒÔÏÒÑÅÔ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÒÁÚÄÅÌÁ 2.2: ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÐÏ ÏÞÅÒÅÄÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÍÙ ÄÏÂÁ- ŒÌÑÅÍ ÌÉÂÏ ÉÈ, ÌÉÂÏ ÉÈ ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ `.

üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÂÅÚ ÔÒÕÄÁ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÉÌÉ ÓÞčÔ- ÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ (ÔÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÆÏÒ- ÍÕÌ ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÓÞčÔÎÏ); ÄÌÑ ÏÂÝÅÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÎÁÄÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔÎÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÉÌÉ ÌÅÍÍÏÊ ãÏÒÎÁ, ËÁË ÏÂSSÑÓÎÑÌÏÓØ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 2.2. ìÅÍÍÁ 1 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ëÁË ÖÅ ÎÁÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÏÄÅÌØ ÐÏÌÎÏÇÏ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ `? ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÎÁÄÏ ÒÅÛÉÔØ, ÞÔÏ ÂÕÄÅÔ ÎÏÓÉÔÅ- ÌÅÍ ÜÔÏÊ ÍÏÄÅÌÉ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ (ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÉÍŒÏÌÙ ŒÁÌÅÎÔ- ÎÏÓÔÉ 0). éÍ ÄÏÌÖÎÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÏŒÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÜÌÅ-

ÍÅÎÔÙ ÎÏÓÉÔÅÌÑ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÔÅÒÍÁÍ (ËÏÔÏ- ÒÙÅ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÎÉËÁËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÔÏÌØËÏ ËÏÎÓÔÁÎ- ÔÙ) ÔÁËÖÅ ÄÏÌÖÎÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÏŒÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÏÓÉÔÅÌÑ. ðÏÐÒÏÂÕÅÍ ŒÚÑÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÎÏÓÉÔÅÌÑ ËÁË ÒÁÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ T ŒÓÅÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÔÅÒÍÏŒ ÎÁÛÅÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÎÑÔÎÏ, ËÁË ÎÁÄÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÓÉÇÎÁÔÕÒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ: ÆÕÎËÃÉÑ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÓÉÍŒÏÌÕ f ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ k, ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÔÅÒÍÙ t_1; : : : ; t_k Œ ÔÅÒÍ f(t_1; : : : ; t_k). (üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÉËÁË ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ `.)

ðÒÅÄÉËÁÔÙ ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ ÔÁË: ÅÓ- ÌÉ A | ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ, Á t_1; : : : ; t_n | ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÔÅÒÍÙ, ÔÏ ÐÒÅÄÉËÁÔ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÓÉÍŒÏÌÕ A, ÉÓÔÉ- ÎÅÎ ÎÁ ÔÅÒÍÁÈ t_1; : : : ; t_n, ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ A(t_1; : : : ; t_n) ŒÙŒÏ- ÄÉÍÁ ÉÚ `.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÉÓÁÎÁ, É ÍÙ ÈÏÔÅÌÉ ÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ ` Œ ÎÅÊ ÉÓÔÉÎÎÙ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÔÁËÏÊ ÆÁËÔ: ÅÓÌÉ ` ⊢ ⊢ ’, ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ’ ÉÓÔÉÎÎÁ Œ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁ- ÃÉÉ, Á ÅÓÌÉ ` ⊢ ¬’, ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ’ ÌÏÖÎÁ.

ïÄÎÁËÏ ÂÅÚ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÊ Ï ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÅ ` ÜÔÏÔ ÐÌÁÎ ÏÂÒÅÞčÎ ÎÁ ÎÅÕÄÁÞÕ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÚÁÍË- ÎÕÔÙÈ ÔÅÒÍÏŒ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÏŒÓÅÍ ÍÁÌÏ (ÉÌÉ ÄÁÖÅ ŒÏ- ŒÓÅ ÎÅ ÂÙÔØ), Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ. åÓÌÉ ÎÁÞÁÔØ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÔÏ ŒÙÑÓÎÉÔÓÑ, ÞÔÏ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ’ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ËŒÁÎÔÏÒÁ. îÁÐÒÉ- ÍÅÒ, ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ∃x A(x) ŒÙŒÏÄÉÍÁ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ `, Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË ÎÉ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÔÅÒÍÁ t ÆÏÒÍÕÌÁ A(t) ÎÅ ŒÙŒÏÄÉÍÁ ÉÚ `. ôÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ∃x A(x) ÂÕÄÅÔ ÌÏÖÎÏÊ Œ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÎÁÍÉ ÍÏÄÅÌÉ (ÈÏÔÑ ŒÙ- ŒÏÄÉÍÏÊ). þÔÏÂÙ ÐÒÅÏÄÏÌÅÔØ ÜÔÕ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ, ÍÙ ÎÁÌÏÖÉÍ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ `.

îÁÚÏŒčÍ ÔÅÏÒÉÀ (ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÓÉÇ- ÎÁÔÕÒÙ œ) ÜËÚÉÓÔÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÐÏÌÎÏÊ Œ ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ œ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ∃¸ ’ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ œ, ŒÙŒÏÄÉÍÏÊ ÉÚ `, ÎÁÊÄčÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÔÅÒÍ t ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏ-

ÇÏ ` ⊢ ’(t=¸).

åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ` ÐÏÌÎÏ É ÜËÚÉÓÔÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÐÏÌÎÏ, ÔÏ ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ ŒÙÛÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ Ó ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ÔÅÒÍÁÍÉ ÄÁčÔ ÅÇÏ ÍÏÄÅÌØ. ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÐÒÏŒÅÒÑÔØ ÜÔÏ, ÐÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ` ÄÏ ÐÏÌÎÏÇÏ É ÜËÚÉÓÔÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÐÏÌÎÏÇÏ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ. ëÌÀÞÅŒÕÀ ÒÏÌØ ÚÄÅÓØ ÉÇÒÁÅÔ ÔÁËÁÑ ÌÅÍÍÁ:

ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ ` | ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÆÏÒÍÕÌ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ∃¸ ’. ðÕÓÔØ c | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÎÅ ŒÓÔÒÅÞÁÀÝÁÑÓÑ ÎÉ Œ `, ÎÉ Œ ’. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ` ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏ- ÒÅÞÉŒÙÍ ÐÏÓÌÅ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌÙ ’(c=¸).

(úÁÍÅÞÁÎÉÅ. úÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ, ÇÏŒÏÒÑ Ï ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏ- ÓÔÉ É ŒÙŒÏÄÉÍÏÓÔÉ, ÍÙ ÎÅ ÕÔÏÞÎÑÅÍ, Œ ËÁËÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ ÓÔÒÏÑÔÓÑ ŒÙŒÏÄÙ: ŒÓÅ ÎÁÛÉ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÂÕÄÕÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÌÉÛØ ÎÁÂÏÒÏÍ ËÏÎÓÔÁÎÔ, É ÌÅÍÍÁ Ï ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÉ ËÏÎÓÔÁÎÔ ÎÁ Ó. 179 ÄÁčÔ ÎÁÍ ÔÁËÏÅ ÐÒÁŒÏ.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ 2. ðÕÓÔØ ` ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÐÒÏ- ÔÉŒÏÒÅÞÉŒÙÍ ÐÏÓÌÅ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌÙ ’(c=¸). ïÔÓÀ- ÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ (ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÐÏÄÈÏÄÑÝÕÀ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÀ), ÞÔÏ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ ÉÚ `, ÔÏ ÅÓÔØ ŒÙŒÏÄÉÍÁ ÆÏÒÍÕÌÁ fl → ¬’(c=¸), ÇÄÅ fl | ËÏÎSSÀÎËÃÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÆÏÒÍÕÌ ÉÚ `. ðÏ ÌÅÍÍÅ Ï ÓŒÅÖÉÈ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÈ (Ó. 178) ŒÙŒÏÄÉÍÁ ÆÏÒÍÕÌÁ fl → ¬’ (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ c ÎÅ ŒÈÏÄÉÔ ÎÉ Œ ’, ÎÉ Œ fl). ëÏÎÔÒÁÐÏÚÉ- ÃÉÑ ÄÁčÔ ÆÏÒÍÕÌÕ ’ → ¬fl, Á ÐÒÁŒÉÌÏ âÅÒÎÁÊÓÁ | ÆÏÒ- ÍÕÌÕ ∃¸ ’ → ¬fl. ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÆÏÒÍÕÌÁ ∃¸ ’ ŒÙŒÏ- ÄÉÍÁ ÉÚ `, É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ` ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÙÍ. ìÅÍÍÁ 2 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

100. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÁËÏÅ ÕÓÉÌÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ 2: ÐÒÉ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÉ Œ` ÆÏÒÍÕÌÙ ’(c=¸) (Œ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑÈ ÌÅÍÍÙ) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÙŒÏ- ÄÉÍÙÈ ÉÚ ` ÆÏÒÍÕÌ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ (ÂÅÚ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ c) ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ.

ìÅÍÍÁ 3. ðÕÓÔØ ` | ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ œ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁÓ- ÛÉÒÅÎÉÅ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ œ ÎÏŒÙÍÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ É ÎÅÐÒÏ- ÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÅ, ÐÏÌÎÏÅ É ÜËÚÉÓÔÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÐÏÌÎÏÅ (Œ ÒÁÓ- ÛÉÒÅÎÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ `^′ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÆÏÒÍÕÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ `.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ ËÏÎÅÞÎÁ ÉÌÉ ÓÞčÔ- ÎÁ. ôÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌ ŒÉÄÁ ∃¸ ’, ŒÙŒÏÄÉÍÙÈ ÉÚ `, ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ë ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÐÏ ÏÞÅÒÅÄÉ ÂÕÄÅÍ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÌÅÍÍÕ 2, ŒŒÏÄÑ ÎÏŒÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÅ, ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ` ÏÓÔÁčÔÓÑ ÎÅ- ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÙÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÏ ÂÕÄÅÔ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÙÍ É ÐÏÓÌÅ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÑ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÆÏÒÍÕÌ (ŒÙŒÏÄ ÐÒÏ- ÔÉŒÏÒÅÞÉÑ ÚÁÔÒÁÇÉŒÁÅÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÆÏÒÍÕÌ).

ïÄÎÁËÏ ÎÅÌØÚÑ ÕÔŒÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ- ŒÏ ÂÕÄÅÔ ÜËÚÉÓÔÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÐÏÌÎÙÍ Œ ÎÏŒÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ, ÐÏ- ÓËÏÌØËÕ ÐÒÏ ÆÏÒÍÕÌÙ ŒÉÄÁ ∃¸ ’ Ó ÄÏÂÁŒÌÅÎÎÙÍÉ ËÏÎÓÔÁÎ- ÔÁÍÉ ÍÙ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÚÎÁÅÍ. ðÏÐÏÌÎÉÍ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÐÒÉ- ÍÅÎÉŒ ÌÅÍÍÕ 1, É ÐÏŒÔÏÒÉÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ŒÙ- ŒÏÄÉÍÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÅÊÓÑ Ó ËŒÁÎÔÏÒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏ- ŒÁÎÉÑ, ŒŒÅÄčÍ ÎÏŒÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ É Ô. Ä.

úÁÔÅÍ ÓÎÏŒÁ ÐÏÐÏÌÎÉÍ ÅÇÏ, ÓÎÏŒÁ ÄÏÂÁŒÉÍ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÓÎÏŒÁ ÐÏÐÏÌÎÉÍ É ÔÁË ÓÄÅÌÁÅÍ ÓÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ. ïÂSS- ÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÂÕÄÅÔ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅ- ÞÉŒÙÍ, ÐÏÌÎÙÍ É ÜËÚÉÓÔÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÐÏÌÎÙÍ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅ- ÌÅ, ÏÎÏ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏ, ÔÁË ËÁË ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ ÄÏÌÖÎÏ ŒÙŒÏÄÉÔØÓÑ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÆÏÒÍÕÌ (É ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÌÖ- ÎÏ ÐÏÑŒÉÔØÓÑ ÕÖÅ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÛÁÇÅ). ïÎÏ ÐÏÌÎÏ: ÌÀÂÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ’ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÏŒÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÛÁÇÅ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÑ ÏÎÁ ÉÌÉ Åč ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ ÓÔÁÎÕÔ ŒÙŒÏÄÉÍÙÍÉ. îÁËÏÎÅÃ, ÐÏÓÔÒÏÅÎ- ÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÜËÚÉÓÔÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÐÏÌÎÏ ÐÏ ÔÏÊ ÖÅ ÐÒÉÞÉ- ÎÅ: ŒÓÑËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÏŒÙÈ ËÏÎ- ÓÔÁÎÔ, ÐÏÔÏÍÕ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÛÁÇÅ ÄÌÑ ÎÅč ÐÒÅÄÕÓÍÏÔÒÅÎÁ ÓŒÏÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ.

þÔÏ ÍÅÎÑÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ ÎÅÓÞčÔÎÁ? ôÏÇÄÁ ÍÙ ÕÖÅ ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ŒÓÅ ÜËÚÉÓÔÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒ- ÍÕÌÙ ÐÏ ÏÞÅÒÅÄÉ, É ÎÁÄÏ ÏÂÒÁÂÁÔÙŒÁÔØ ÉÈ ŒÓÅ ÓÒÁÚÕ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ ÎÅ ÐÏÑŒÉÔÓÑ: Œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÎÏ ÉÓÐÏÌØ- ÚÏŒÁÌÏ ÂÙ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÏÂÁŒÌÅÎÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ, Á ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ŒÓč ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ËÁË ÒÁÎØÛÅ (ÍÙ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÄÅÌÁÅÍ ÓÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÞÅÒÅÄÕÀÝÉÈÓÑ ÐÏÐÏÌ-

ÎÅÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ É ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ).

ìÅÍÍÁ 3 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ðÏÓÌÅÄÎÉÍ ÛÁÇÏÍ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÏÌÎÏ- ÔÅ (ŒÓÑËÏÅ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÆÏÒ- ÍÕÌ ÓÏŒÍÅÓÔÎÏ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÌÅÍÍÁ:

ìÅÍÍÁ 4. ðÕÓÔØ ` | ÐÏÌÎÏÅ É ÜËÚÉÓÔÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÐÏÌÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ œ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ M ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ œ, Œ ËÏ- ÔÏÒÏÊ ÉÓÔÉÎÎÙ ŒÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ `.

íÙ ÕÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÉ, ËÁË ÎÁÄÏ ÓÔÒÏÉÔØ ÔÁËÕÀ ÉÎÔÅÒÐÒÅ- ÔÁÃÉÀ. ðÏŒÔÏÒÉÍ ÜÔÏ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÓÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÔÅÒÍÙ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ œ, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÅÒÍÙ, ÎÅ ÓÏÄÅÒ- ÖÁÝÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Á ÔÏÌØËÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÉÍŒÏÌÙ É ËÏÎÓÔÁÎÔÙ. (ôÁËÉÅ ÔÅÒÍÙ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÔÅÏÒÉÑ ` ÜËÚÉÓÔÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÐÏÌÎÁ.) üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÂÕÄÅÔ ÎÏÓÉÔÅ- ÌÅÍ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ.

ëÁË ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÉÍŒÏÌÙ, ÐÏ- ÎÑÔÎÏ (ÜÔÏ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ `): ÅÓÌÉ ÓÉÍŒÏÌ f ÉÍÅÅÔ ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ n, ÔÏ ÅÍÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ, ËÏ- ÔÏÒÁÑ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ n ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÔÅÒÍÏŒ t_1; : : : ; t_n Œ ÚÁ- ÍËÎÕÔÙÊ ÔÅÒÍ f(t_1; : : : ; t_n). ëÏÎÓÔÁÎÔÙ (ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÉÍŒÏÌÙ ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ 0) ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÀÔÓÑ ÓÁÍÉ ÓÏÂÏÊ.

éÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ ÔÁËÏŒÁ. ðÕÓÔØ A | ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ n. þÔÏÂÙ ÕÚÎÁÔØ, ÉÓÔÉÎÅÎ ÌÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÅÍÕ ÐÒÅÄÉËÁÔ ÎÁ ÚÁÍËÎÕ- ÔÙÈ ÔÅÒÍÁÈ t_1; : : : ; t_n, ÎÁÄÏ ÓÏÓÔÁŒÉÔØ ÁÔÏÍÁÒÎÕÀ ÆÏÒÍÕ- ÌÕ A(t_1; : : : ; t_n) É ŒÙÑÓÎÉÔØ, ÞÔÏ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ ÉÚ ` | ÓÁ- ÍÁ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÌÉ Åč ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ. (úÄÅÓØ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÐÏÌÎÏÔÕ.) œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÅÄÉËÁÔ ÂÕÄÅÔ ÉÓÔÉÎÎÙÍ, ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ | ÌÏÖÎÙÍ.

éÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÞÉÓÌÕ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÓŒÑÚÏË É ËŒÁÎÔÏÒÏŒ Œ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ’ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ œ ÄÏËÁÖÅÍ ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅ:

` ⊢ ’ ⇔ ’ ÉÓÔÉÎÎÁ Œ M.

äÌÑ ÁÔÏÍÁÒÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÉÎÔÅÒ- ÐÒÅÔÁÃÉÉ M.

äÌÑ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÓŒÑÚÏË ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÎÉÞÅÍ ÎÅ

ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÏÇÏ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 2.2. îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ŒÙŒÏÄÉÍÏÓÔØ ÉÚ ` ÐÏÄÞÉÎÑÅÔÓÑ ÔÅÍ ÖÅ ÐÒÁŒÉÌÁÍ, ÞÔÏ É ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ: ` ⊢ ¬A ⇔ ` ⊬ A; ` ⊢ A ∧ B ⇔ ` ⊢ A É ` ⊢ B; ` ⊢ A ∨ B ⇔ ` ⊢ A ÉÌÉ ` ⊢ B; ` ⊢ A → B ⇔ ` ⊬ A ÉÌÉ ` ⊢ B:

œÓÅ ÜÔÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ. ðÅÒŒÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ŒÙÒÁ- ÖÁÅÔ ÐÏÌÎÏÔÕ (É ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÓÔØ | ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÏÌÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ŒÓÅÇÄÁ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÁ) ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ `. ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÅÓÌÉ ÉÍÅÔØ Œ ŒÉÄÕ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØ- ÎÙÈ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÊ ŒÙŒÏÄÉÍÙ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÆÏÒÍÕÌÁ ’ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ∃¸ , ÇÄÅ | ÆÏÒÍÕÌÁ Ó ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ¸ (ÉÌÉ ÂÅÚ ÐÁÒÁ- ÍÅÔÒÏŒ). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ŒÙŒÏÄÉÍÁ ÉÚ `. ôÏÇÄÁ Œ ÓÉÌÕ ÜËÚÉÓÔÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÐÏÌÎÏÔÙ ÎÁÊÄčÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ c, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ` ⊢ (c=¸). æÏÒÍÕÌÁ (c=¸) ÉÍÅÅÔ ÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÓŒÑÚÏË, ÐÏÜÔÏÍÕ Ë ÎÅÊ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅ- ÎÉÔØ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕËÃÉÉ É ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÉÓ- ÔÉÎÎÁ Œ M. ôÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÓÔÉÎÎÁ ÎÁ ÏÃÅÎËÅ ¸ → c (ÓÍ. ÌÅÍÍÕ 2 ÎÁ Ó. 169 É ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÐÏÓÌÅ ÎÅč), ÐÏÜÔÏÍÕ ÆÏÒÍÕÌÁ ∃¸ ÉÓÔÉÎÎÁ Œ M.

îÁÐÒÏÔÉŒ, ÐÕÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ ∃¸ ÉÓÔÉÎÎÁ Œ M. ôÏÇÄÁ (ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ) ÎÁÊÄčÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ (ÚÁÍËÎÕ- ÔÙÊ ÔÅÒÍ) t, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÓÔÉÎÎÁ ÎÁ ÏÃÅÎËÅ ¸ → t É ÐÏÔÏÍÕ ÆÏÒÍÕÌÁ (t=¸) ÉÓÔÉÎÎÁ Œ M. ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅ- ÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÆÏÒÍÕÌÁ (t=¸) ŒÙŒÏÄÉÍÁ ÉÚ `. ïÓÔÁÌÏÓØ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (t=¸) → ∃¸ ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ ÁËÓÉÏÍÏÊ (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÔÅÒÍÁ ŒÓÅÇÄÁ ËÏÒÒÅËÔÎÁ).

îÁËÏÎÅÃ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ’ ÉÍÅ- ÅÔ ŒÉÄ ∀¸ . ðÕÓÔØ ÏÎÁ ŒÙŒÏÄÉÍÁ ÉÚ `. æÏÒÍÕÌÁ ∀¸ → → (t=¸) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÏÊ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÔÅÒ- ÍÁ t. ðÏÜÔÏÍÕ É ÆÏÒÍÕÌÁ (t=¸) ŒÙŒÏÄÉÍÁ ÉÚ `. œ ÎÅÊ

ÍÅÎØÛÅ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÓŒÑÚÏË, ÞÅÍ Œ ’, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏ- ÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÏÎÁ ÉÓÔÉÎÎÁ Œ M. úÎÁÞÉÔ, ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÓÔÉÎÎÁ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÏÃÅÎËÅ ¸ → t, É ÐÏÔÏÍÕ ÆÏÒÍÕÌÁ ∀¸ ÉÓÔÉÎÎÁ Œ M.

åÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ∀¸ ÎÅ ŒÙŒÏÄÉÍÁ ÉÚ `, ÔÏ ÉÚ ` ŒÙŒÏÄÉÔ- ÓÑ Åč ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ. ïÎÏ, ËÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÄÏËÁÚÕÅÍÏ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ∃¸ ¬. ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÓÉÌÕ ÜËÚÉÓÔÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÐÏÌÎÏÔÙ ŒÙŒÏÄÉÍÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ¬(c=¸) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎ- ÓÔÁÎÔÙ c. üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÓÔÉÎÎÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÌÏÖÎÁ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ¸, ÔÁË ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ∀¸ ÌÏÖÎÁ Œ M.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÎÅÐÒÏÔÉ- ŒÏÒÅÞÉŒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÉÍÅÅÔ ÍÏÄÅÌØ (ÒÁÓÛÉÒÉŒ ÅÇÏ ÄÏ ÐÏÌÎÏÇÏ É ÜËÚÉÓÔÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÐÏÌÎÏÇÏ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ ÍÏÄÅÌØ ÉÚ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÔÅÒÍÏŒ). ▷ áÎÁÌÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÔÁËÏÅ ÎÁ- ÂÌÀÄÅÎÉÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 47. îÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÉÌÉ ÓÞčÔÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÉÍÅÅÔ ÓÞčÔÎÕÀ ÍÏÄÅÌØ.

◁ œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÎÁÍÉ ÍÏ- ÄÅÌÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÔÅÒÍÙ, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÙÅ ÉÚ ÄÏ- ÂÁŒÌÅÎÎÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ ÓÉÇÎÁ- ÔÕÒÙ. îÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÄÏÂÁŒÌÑÅÔÓÑ ÓÞčÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÎÓÔÁÎÔ, ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÓÅÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ ÓÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÚÎÁÞÉÔ, É ÔÅÒÍÏŒ ÓÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ▷

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒ ÏÐÅÒÁÃÉÊ Ó ÍÏÝÎÏÓÔÑÍÉ (Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÅÓÔØ Œ [6]) ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔ ÔÁËÏÊ ÆÁËÔ:

ôÅÏÒÅÍÁ 48. œÓÑËÏÅ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÆÏÒ- ÍÕÌ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ œ ÉÍÅÅÔ ÍÏÄÅÌØ ÍÏÝÎÏÓÔÉ max(ℵ_0; |œ|) (ÇÄÅ ℵ_0 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÞčÔÎÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ, Á |œ| | ÍÏÝÎÏÓÔØ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ).

ëÓÔÁÔÉ, ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍ 47 É 48 ÍÏÖÎÏ ÂÙ- ÌÏ ÂÙ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÔÅÏÒÅÍÕ ìÅŒÅÎÇÅÊÍÁ { óËÏÌÅÍÁ ÏÂ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÐÏÄÍÏÄÅÌÉ (ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÏÄÅÌØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ, Á ÐÏÔÏÍ ÕÍÅÎØÛÉÔØ, ÅÓÌÉ ÎÁÄÏ).

œÏÚŒÒÁÔÉÍÓÑ ÔÅÐÅÒØ Ë ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÔÅÏÒÅ- ÍÙ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 49 (ÐÏÌÎÏÔÁ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ, ÓÌÁÂÁÑ ÆÏÒÍÁ). œÓÑËÁÑ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ŒÙŒÏÄÉÍÁ Œ ÉÓ- ÞÉÓÌÅÎÉÉ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ.

◁ ðÕÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ ’ ÚÁÍËÎÕÔÁ. åÓÌÉ ÏÎÁ ÎÅŒÙŒÏÄÉÍÁ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {¬’} ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏ É ÐÏÔÏÍÕ ÓÏŒÍÅÓÔ- ÎÏ. œ ÅÇÏ ÍÏÄÅÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ’ ÂÕÄÅÔ ÌÏÖÎÏÊ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏ- ÒÅÞÉÔ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ.

þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÆÏÒÍÕÌ, ÔÏ ÉÈ ÏÂÝÅÚÎÁ- ÞÉÍÏÓÔØ É ŒÙŒÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÏÓÔÉ É ŒÙŒÏÄÉÍÏÓÔÉ ÉÈ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ. ▷

ëÁË É Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 2.2, ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ ÍÏÖÎÏ ŒÙ- ŒÅÓÔÉ ÔÁËÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 50 (ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØ ÄÌÑ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ). ðÕÓÔØ ` | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÇ- ÎÁÔÕÒÙ, É ÌÀÂÏÅ ÅÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ÍÏ- ÄÅÌØ. ôÏÇÄÁ É ÓÁÍÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ` ÉÍÅÅÔ ÍÏÄÅÌØ.

◁ œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ (É ËÏÒÒÅËÔÎÏ- ÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÂÙÔØ ÔÏÞÎÙÍ) ÎÁÌÉÞÉÅ ÍÏÄÅÌÉ (ÓÏŒÍÅÓÔÎÏÓÔØ) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÓÔÉ. á ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÒÏ- ÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÓÔØ ÚÁÔÒÁÇÉŒÁÅÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÆÏÒ- ÍÕÌ ÉÚ `. ▷

101. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ Œ ÓÉÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ É ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÏÌ- ÎÏÔÅ Œ ÓÌÁÂÏÊ ÆÏÒÍÅ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ` ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÍÏÄÅÌÉ, ÔÏ ÅÇÏ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÍÏÄÅÌÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÆÏÒ- ÍÕÌÁ ⟨ : : :⟩ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ : : :)

ðÒÑÍÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ (ÂÅÚ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÑ ÐÏÎÑÔÉÑ ŒÙŒÏÄÉÍÏÓÔÉ) ÍÙ ÄÁÄÉÍ Œ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÅÊ ÇÌÁŒÅ (ÒÁÚÄÅÌ 5.6).

åÝč ÏÄÉÎ ŒÁÖÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ŒÙÔÅËÁÀÝÉÊ ÉÚ ÔÅÏÒÅ- ÍÙ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ | ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÅ ÓÉÎÔÁËÓÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ ŒÙ- ŒÏÄÉÍÏÓÔÉ É ÓÅÍÁÎÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ ÓÌÅÄÏŒÁÎÉÑ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ œ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ` ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ (ÔÁËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÙ ÎÁÚÙŒÁÅÍ ÔÅÏÒÉÑÍÉ Œ ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ œ) É ÅÝč ÏÄÎÕ ÚÁ- ÍËÎÕÔÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ’. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ’ ÓÅÍÁÎÔÉÞÅÓËÉ ÓÌÅ-

ÄÕÅÔ ÉÚ `, ÅÓÌÉ ’ ÉÓÔÉÎÎÁ ŒÏ ŒÓÑËÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÔÅÏÒÉÉ `, ÔÏ ÅÓÔØ ŒÏ ŒÓÑËÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ œ, ÇÄÅ ÉÓÔÉÎÎÙ ŒÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ `. (ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: ` ⊨ ’.)

ôÅÏÒÅÍÁ 51. ` ⊢ ’ ⇔ ` ⊨ ’:

◁ åÓÌÉ ` ⊢ ’, ÔÏ ` ⊨ ’ (ËÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 44 ÎÁ Ó. 177).

îÁÐÒÏÔÉŒ, ÐÕÓÔØ ’ ÎÅ ŒÙŒÏÄÉÍÁ ÉÚ `. ôÏÇÄÁ ÔÅÏÒÉÑ ` ∪ {¬’} ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÁ É (Œ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ) ÉÍÅÅÔ ÍÏÄÅÌØ. úÎÁÞÉÔ ’ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ `. ▷

102. ëÁËÉÍÉ ÎÕÖÎÏ ŒÚÑÔØ ’ É ` Œ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ, ÞÔÏÂÙ ÐÏ- ÌÕÞÉÔØ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÅ ÒÁÎÅÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÉ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ? (ïÔŒÅÔ. ðÒÉ ’ =⊥ (ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÏÖÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÉÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ, ÐÒÉ ` = ∅ | ÓÌÁÂÕÀ.)

4.6. ðÅÒÅÉÍÅÎÏŒÁÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÐÏÐÙÔÁÅÍÓÑ ÁËËÕÒÁÔÎÏ ÒÁÚÏÂÒÁÔØ- ÓÑ Ó ÐÒÏÓÔÙÍ ŒÏÐÒÏÓÏÍ Ï ÔÏÍ, ÐÏÞÅÍÕ É ËÁË ÍÏÖÎÏ ÐÅ- ÒÅÉÍÅÎÏŒÙŒÁÔØ ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÎÅ ÍÅÎÑÑ ÓÍÙÓÌÁ ÆÏÒÍÕÌ. íÙ ÕÖÅ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ ∀x A(x) É ∀y A(y) ÄÏËÁÚÕÅÍÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ (Ó. 174), ÔÏ ÅÓÔØ ÉÈ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÏÓÔØ ÄÏËÁÚÕÅÍÁ Œ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÈÏ- ÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ ÏÂÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÂ ÜÔÏÍ.

ëÏÒÒÅËÔÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÐÅÒÅÉÍÅ- ÎÏŒÁÎÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÔÒÅÂÕÅÔ ÏÓÔÏÒÏÖÎÏÓÔÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÅÌØÚÑ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ∀¸ ’ ŒÓÅÇÄÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ∀ȷ ’(ȷ=¸). ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅËÏÒ- ÒÅËÔÎÏÊ, ËÁË Œ ÓÌÕÞÁÅ ÆÏÒÍÕÌ

∀¸∀ȷ B(¸; ȷ) É ∀ȷ∀ȷ B(ȷ; ȷ)

(ÌÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ). îÏ ÄÁ- ÖÅ ÅÓÌÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ ËÏÒÒÅËÔÎÁ, ÆÏÒÍÕÌÙ ÍÏÇÕÔ ÎÅ ÂÙÔØ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ËÁË Œ ÓÌÕÞÁÅ ÆÏÒÍÕÌ

∀¸ B(¸; ȷ) É ∀ȷ B(ȷ; ȷ):

ëÁË ÖÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÁŒÉÌØÎÏ?

îÁÇÌÑÄÎÅÅ ŒÓÅÇÏ, ŒÉÄÉÍÏ, ÓÄÅÌÁÔØ ÔÁË. äÁŒÁÊÔÅ ÚÁ- ËÌÀÞÉÍ Œ ÒÁÍËÕ ŒÓÅ ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑ ŒÓÅÈ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÙÈ (Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑ ÐÏÓÌÅ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ). ðÏÓÌÅ ÜÔÏ- ÇÏ ÓÏÅÄÉÎÉÍ ÌÉÎÉÑÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ ÐÏÓÌÅ ËŒÁÎÔÏÒÁ É ŒÓÅ Åč ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑ Œ ÚÏÎÅ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÜÔÏÇÏ ËŒÁÎÔÏÒÁ. óŒÏÂÏÄÎÙÅ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÂÅÚ ÒÁÍÏË. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÞÔÏ-ÔÏ ŒÒÏÄÅ

∀ x (∃ z B( x ; z ) ∧ C( x )) ∧ D(x; y; z)

åÓÌÉ ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÓÔÅÒÅÔØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ŒÎÕÔÒÉ ÒÁÍÏË, ÐÏ- ÌÕÞÉÔÓÑ ÓÈÅÍÁ ÆÏÒÍÕÌÙ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÀ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï ÎÅÊ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÄŒÅ ÆÏÒ- ÍÕÌÙ ÐÏÄÏÂÎÙÍÉ (ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÍÉÓÑ ÌÉÛØ ÉÍÅÎÁÍÉ ÓŒÑÚÁÎ- ÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ), ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÓÈÅÍÕ.

ôÅÏÒÅÍÁ 52 (ÐÅÒÅÉÍÅÎÏŒÁÎÉÅ ÓŒÑÚÁÎÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ). ðÏÄÏÂÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÏËÁÚÕÅÍÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

◁ äÏËÁÖÅÍ ÄŒÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÌÅÍÍÙ:

ìÅÍÍÁ 1. åÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ’ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ȷ (ÎÉ ÓŒÑÚÁÎÎÏ, ÎÉ ÓŒÏÂÏÄÎÏ), ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ

∀¸ ’ É ∀ȷ ’(ȷ=¸)

ÄÏËÁÚÕÅÍÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ ËÏÒÒÅËÔ- ÎÁ, ÔÁË ËÁË Œ ’ ÎÅÔ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ ÐÏ ȷ. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÙŒÏÄÉÍÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ∀¸ ’ → ’(ȷ=¸):

ìÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ Åč ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ȷ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ âÅÒÎÁÊÓÁ ÍÏÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ

∀¸ ’ → ∀ȷ ’(ȷ=¸):

œ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ: ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ ¸ ŒÍÅÓÔÏ ȷ Œ ÆÏÒÍÕ- ÌÕ ’(ȷ=¸) ËÏÒÒÅËÔÎÁ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ȷ ÂÙÌÁ ÐÏÄÓÔÁŒÌÅÎÁ ŒÍÅ- ÓÔÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ ŒÈÏÖÄÅÎÉÊ ¸, ÐÒÉ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÅ

ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ¸ ÎÅ ÐÏÐÁÄčÔ Œ ÏÂÌÁÓÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ ÐÏ ÎÅÊ) É ÄÁčÔ ÆÏÒÍÕÌÕ ’. ðÏÜÔÏÍÕ ÆÏÒÍÕÌÁ

∀ȷ ’(ȷ=¸) → ’(ȷ=¸)(¸=ȷ)

ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ,

∀ȷ ’(ȷ=¸) → ’

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÏÊ. ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÐÒÁŒÉÌÏ âÅÒÎÁÊ- ÓÁ, ÚÁÍÅÔÉŒ, ÞÔÏ Œ ÌÅŒÕÀ ÞÁÓÔØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ¸ ÓŒÏÂÏÄÎÏ ÎÅ ŒÈÏÄÉÔ (ŒÓÅ ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑ ÂÙÌÉ ÚÁÍÅÎÅÎÙ ÎÁ ȷ). ìÅÍÍÁ 1 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ËŒÁÎÔÏÒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁ- ÎÉÑ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ.

ìÅÍÍÁ 2. úÁÍÅÎÁ ÐÏÄÆÏÒÍÕÌÙ ÎÁ ÄÏËÁÚÕÅÍÏ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÕÀ ÄÁčÔ ÄÏËÁÚÕÅÍÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ ÎÁ Ó. 173, ÄÏËÁÚÕÅÍÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅ ÎÁŒÅÛÉŒÁÎÉÑ ËŒÁÎÔÏ- ÒÁ: ÅÓÌÉ ff ≃ ff^′, ÔÏ ∀¸ ff ≃ ∀¸ ff^′ É ∃¸ ff ≃ ∃¸ ff^′ (ÓÉÍŒÏÌ ≃ ÚÄÅÓØ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÄÏËÁÚÕÅÍÕÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ff ≃ ff^′ É fi ≃ fi^′ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ (ff ∧ fi) ≃ (ff^′ ∧ fi^′), (ff ∨ fi) ≃ (ff^′ ∨ fi^′), (ff → fi) ≃ (ff^′ → fi^′) É ¬ff ≃ ¬ff^′. (œ ÜÔÏÍ ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÎÁÐÉÓÁŒ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÅ ÐÒÏÐÏÚÉ- ÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÉ.)

ôÅÐÅÒØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÉÎÄÕËÃÉ- ÅÊ (ÎÁÞÁŒ Ó ÚÁÍÅÎčÎÎÏÊ ÐÏÄÆÏÒÍÕÌÙ É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ŒÓč ÂÏÌÅÅ ÄÌÉÎÎÙÅ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ). ìÅÍÍÁ 2 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ìÅÍÍÙ 1 É 2 ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÎÁÍ ÚÁÍÅÎÑÔØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ŒÎÕ- ÔÒÉ ÒÁÍÏË ÓÈÅÍÙ ÎÁ ÎÏŒÙÅ (ÒÁÎÅÅ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÙÅ) ÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÐÏÌÕÞÁÑ ÄÏËÁÚÕÅÍÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÕÀ É ÐÏÄÏÂÎÕÀ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÕ. ôÁËÉÍÉ ÚÁÍÅÎÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÉÚ ÄŒÕÈ ÐÏ- ÄÏÂÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÔÒÅÔØÀ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÄÌÑ ÚÁÍÅ- ÎÙ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÂÅ ÉÓÈÏÄÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÏËÁÚÕÅÍÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÔÒÅÔØÅÊ, Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.

(éÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅ ÔÒÅÔØÅÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ: ÍÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ ÐÅÒŒÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÓÒÁÚÕ ŒÏ ŒÔÏÒÕÀ,

ÔÁË ËÁË ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Œ ÒÁÍËÁÈ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ŒÙ- ÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅ ÌÅÍÍÙ 1.) ▷

áËËÕÒÁÔÎÏÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ ÓÏ ÓŒÑÚÁÎÎÙÍÉ É ÓŒÏÂÏÄÎÙ- ÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ | ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÁÑ ÇÏÌÏŒÎÁÑ ÂÏÌØ ÁŒÔÏÒÏŒ ÕÞÅÂÎÉËÏŒ ÐÏ ÌÏÇÉËÅ. îÁÉÂÏÌÅÅ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÊ ÐÏÄÈÏÄ | ŒÏÏÂÝÅ ÉÚÇÎÁÔØ ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÚÁÍÅÎÉŒ ÉÈ ËŒÁ- ÄÒÁÔÉËÁÍÉ ÓÏ ÓŒÑÚÑÍÉ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ ÐÏÄÓÔÁ- ÎÏŒËÅ ÍÏÖÎÏ ÎÉ Ï ÞčÍ ÎÅ ÚÁÂÏÔÉÔØÓÑ. úÁÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÅ- ÒÅÓÔÁÀÔ ÂÙÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ ÓÉÍŒÏÌÏŒ, Á ÓÔÁÎÏ- ŒÑÔÓÑ ÏÂSSÅËÔÁÍÉ ÓÏ ÓÌÏÖÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ. (üÔÏÔ ÐÏÄÈÏÄ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎ Œ ËÎÉÇÅ âÕÒÂÁËÉ ôÅÏÒÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ [3].)

íÅÎÅÅ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÎÁ ÄŒÁ ÔÉÐÁ | ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ É ÓŒÑ- ÚÁÎÎÙÅ. ôÁË ÄÅÌÁÅÔÓÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ËÎÉÇÅ çÉÌØÂÅÒÔÁ É âÅÒÎÁÊÓÁ ïÓÎÏŒÁÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ [8]. ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÓÍÅÌÏ ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÔÅÒÍ ŒÍÅÓÔÏ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅ- ÍÅÎÎÏÊ, ÚÁÔÏ ÐÒÉ ÎÁŒÅÛÉŒÁÎÉÉ ËŒÁÎÔÏÒÁ ÎÁÄÏ ÚÁÍÅÎÑÔØ ÓŒÏÂÏÄÎÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ ÎÁ ÓŒÑÚÁÎÎÕÀ.

åÝč ÏÄÉÎ ŒÁÒÉÁÎÔ | ÄÏÇÏŒÏÒÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÏÄÓÔÁ- ÎÏŒËÅ ÔÅÒÍÁ ŒÍÅÓÔÏ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅ- ÓËÉ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÅÒÅÉÍÅÎÏŒÁÎÉÅ ÓŒÑÚÁÎÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÓÏÚÄÁÀÝÉÈ ËÏÌÌÉÚÉÉ.

œÓč ÜÔÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÍÅÌÏÞÉ | ÎÏ ÄÏÓÁÄÎÙÅ, ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÅÓ- ÌÉ ÓÔÒÅÍÉÔØÓÑ Ë ËÒÁÔËÏÓÔÉ, ÑÓÎÏÓÔÉ É ÎÁÇÌÑÄÎÏÓÔÉ. óÌÅ- ÄÙ ÍÕÞÉÔÅÌØÎÙÈ ÒÁÚÄÕÍÉÊ ÎÁ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÔÅÍÙ ŒÉÄÎÙ Œ ÐÒÉÍÅÞÁÎÉÉ ÎÁ Ó. 101 { 102 ËÎÉÇÉ ëÌÉÎÉ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅ- ÓËÁÑ ÌÏÇÉËÁ [16]: ĂçÉÌØÂÅÒÔ É âÅÒÎÁÊÓ ⟨ : : :⟩ É ÄÒÕÇÉÅ ÁŒ- ÔÏÒÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÄÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ É ÓŒÑÚÁÎ- ÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÒÁÚÎÙÅ ÂÕËŒÙ ⟨ : : :⟩ íÙ ÓÌÅÄÏŒÁÌÉ ÜÔÏ- ÍÕ ÐÒÁŒÉÌÕ Œ ÔÅÞÅÎÉÅ ÄÅÓÑÔÉÌÅÔÉÑ ⟨ : : :⟩ óÅÊÞÁÓ ÖÅ ÍÙ ÔŒčÒÄÏ ÕÂÅÖÄÅÎÙ, ÞÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅ ÅÄÉÎÏÇÏ ÓÐÉÓËÁ ÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÙÈ ÄÌÑ ÓŒÏÂÏÄÎÙÈ É ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ŒÈÏÖÄÅÎÉÊ ÄÁčÔ ÎÅÂÏÌØÛÏÅ, ÎÏ ÞÕŒÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÅÉÍÕÝÅÓÔŒÏĄ.

ó ÜÔÉÍ ÓŒÑÚÁÎ É ÄÒÕÇÏÊ ŒÙÂÏÒ: ËÁË ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÉÓÔÉÎ- ÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌ. ôÕÔ ÅÓÔØ ÄŒÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ: ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÑÔØ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÁ ÏÃÅÎËÅ (ÐÒÉ ÄÁÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÑÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ), Á ÍÏÖÎÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÔÏÌØËÏ Ï ÚÁÍËÎÕÔÙÈ

ÆÏÒÍÕÌÁÈ, ŒŒÏÄÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÎÔÅÒ- ÐÒÅÔÁÃÉÉ. é ÔÏÔ, É ÄÒÕÇÏÊ ÓÐÏÓÏÂÙ ÉÍÅÀÔ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÉ, Á ŒÙÂÏÒ ÎÁÍÉ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÄÈÏÄÁ | ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÅ ÅÄÉÎÏÄÕÛÉÑ ÁŒÔÏÒÏŒ, Á ŒÏÌÅŒÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ.

4.7. ðÒÅÄŒÁÒčÎÎÁÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ

çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÐÒÅÄŒÁÒčÎÎÏÊ ÎÏÒ- ÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ËŒÁÎÔÏÒÙ Œ ÎÅÊ ŒÙÎÅÓÅÎÙ ÎÁÌÅ- ŒÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

Q_1¸_1 : : : Q_k¸_k’;

ÇÄÅ Q_1; : : : ; Q_k | ËŒÁÎÔÏÒÙ ŒÓÅÏÂÝÎÏÓÔÉ ÉÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁ- ÎÉÑ, ¸_1; : : : ; ¸_k | ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, Á ’ | ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÁÑ ÆÏÒ- ÍÕÌÁ. üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ (ÅÓÌÉ ÆÏÒ- ÍÕÌÁ ’ ÉÍÅÅÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ, ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ ¸_1; : : : ; ¸_k).

ïÓÎÏŒÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ ÇÌÁÓÉÔ, ÞÔÏ ŒÓÑ- ËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ (ÄÏËÁÚÕÅÍÏ) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÏÒ- ÍÕÌÅ Œ ÐÒÅÄŒÁÒčÎÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ (ÐÒÅÄŒÁÒčÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ). íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÅÇÏ, ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉŒ ÎÅ- ËÏÔÏÒÕÀ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÀ ÆÏÒÍÕÌ (Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÓÍÙÓÌÅ ÏÔ- ÒÁÖÁÀÝÕÀ ÉÈ ĂÌÏÇÉÞÅÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØĄ). œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÍÅ- ÒÙ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ŒÚÑÔØ ÞÉÓÌÏ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ Œ ÐÒÅÄŒÁÒčÎÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ. îÏ ÐÒÁŒÉÌØÎÅÅ ÕÞÉÔÙ- ŒÁÔØ ÞÉÓÌÏ ÇÒÕÐÐ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ (ÓÞÉÔÁÑ ÏÄÎÏÉÍčÎÎÙÅ ÒÑÄÏÍ ÓÔÏÑÝÉÅ ËŒÁÎÔÏÒÙ ÚÁ ÏÄÉÎ).

çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÐÒÅÄŒÁÒčÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ˚_n-ÆÏÒ- ÍÕÌÏÊ, ÅÓÌÉ Åč ËŒÁÎÔÏÒÎÁÑ ÐÒÉÓÔÁŒËÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ n ÇÒÕÐÐ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ, ÐÒÉÞčÍ ÐÅÒŒÙÍÉ ÓÔÏÑÔ ËŒÁÎÔÏÒÙ ÓÕÝÅÓÔŒÏ- ŒÁÎÉÑ. åÓÌÉ ÐÅÒŒÙÍÉ ÓÔÏÑÔ ËŒÁÎÔÏÒÙ ŒÓÅÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÇÏ- ŒÏÒÑÔ Ï ËÌÁÓÓÅ ˝_n. (áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÓÐÏÌØÚÕ- ÀÔÓÑ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÁÒÉÆÍÅ- ÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÓÍ. [5]).

ðÒÉÍÅÒ: ÆÏÒÍÕÌÁ ∀x∃y∃z∀u (A(x; u; z) → B(z; u)) ÐÒÉ- ÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ ˝_3, ÆÏÒÍÕÌÁ ∃u∀v C(u; v) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ ˚_2, Á ÆÏÒÍÕÌÁ ∀x (A(x) → ∃yB(x; y)) ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ÎÁ- ÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÐÒÅÄŒÁÒčÎÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ.

103. õËÁÚÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ Œ ÐÒÅÄŒÁÒčÎÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒ- ÍÅ, ÄÏËÁÚÕÅÍÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÉÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ.

îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Ó ÉÚÍÅÒÑÅÍÏÊ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ĂÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀĄ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÒÉ ÌÏÇÉÞÅ- ÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÑÈ. îÁÞÎčÍ Ó ÓÏŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÙÈ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÊ.

• œÓÑËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ ˚_n ÉÌÉ ˝_n ÄÏËÁÚÕÅÍÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÆÏÒÍÕÌÅ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ ˚_{n+1}, Á ÔÁËÖÅ ÆÏÒ- ÍÕÌÅ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ ˝_{n+1}. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ ȷ, ÔÏ ÏÎÁ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÕÅÍÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁÍ ∃ȷ É ∀ȷ (ÏÄÎÁ ÉÍÐÌÉËÁ- ÃÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÏÊ, ÄÒÕÇÁÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ → → ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ âÅÒÎÁÊÓÁ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÁŒÉÔØ ÆÉËÔÉŒÎÙÊ ËŒÁÎÔÏÒ Œ ÎÁÞÁÌÏ ËŒÁÎÔÏÒÎÏÊ ÐÒÉÓÔÁŒËÉ ÉÌÉ Œ Åč ËÏÎÅÃ; ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÄÏ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÌÅÍÍÕ 2 ÒÁÚÄÅÌÁ 4.6 (Ó. 192).

• ïÔÒÉÃÁÎÉÅ ÌÀÂÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ ˚_n ÄÏËÁÚÕÅ- ÍÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ ˝_n É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ¬∃¸ ŒÙ- ŒÏÄÉÍÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ∀¸ ¬ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ (Ó. 174), ÔÁË ÞÔÏ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÎÏÓÉÔØ ŒÎÕÔÒØ, ÍÅÎÑÑ ÐÏ ÈÏÄÕ ÄÅÌÁ ËŒÁÎÔÏÒÙ ÎÁ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÙÅ.

• ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÏÎSSÀÎËÃÉÑ ÄŒÕÈ ÆÏÒÍÕÌ ÉÚ ˝_1 ÄÏËÁ- ÚÕÅÍÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÉÚ ˝_1. îÁ- ÐÒÉÍÅÒ, ËÏÎSSÀÎËÃÉÑ ∀x A(x) ∧ ∀y B(y) ÄÏËÁÚÕÅÍÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÆÏÒÍÕÌÅ ∀x∀y (A(x) ∧ B(y)). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÁËÓÉÏÍÙ ÐÒÏ ËŒÁÎÔÏÒ ŒÓÅÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÉÚ ∀x A(x) ŒÙŒÅÓÔÉ A(x), Á ÉÚ ∀y B(y) ŒÙ- ŒÅÓÔÉ B(y), ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÉÈ ËÏÎSSÀÎËÃÉÉ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ A(x) ∧ B(y), ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁŒÅÓÉÔØ ÄŒÁ ËŒÁÎÔÏ- ÒÁ ŒÓÅÏÂÝÎÏÓÔÉ. œ ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ: ŒÙŒÏÄÉÍ ÆÏÒ- ÍÕÌÕ ∀x∀y (A(x) ∧ B(y)) → A(x), ÚÁÔÅÍ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÐÒÁŒÉÌÏ âÅÒÎÁÊÓÁ É Ô. Ä.

104. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÜËÏÎÏÍÉÔØ ÏÄÉÎ ËŒÁÎÔÏÒ É ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ∀x (A(x) ∧ B(x)).

ïÂÝÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ (ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÆÏÒÍÕÌ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ ˝_1) ÐÏÞÔÉ ÓÔÏÌØ ÖÅ ÐÒÏÓÔÏ, ÎÁÄÏ ÌÉÛØ ÐÅ- ÒÅÉÍÅÎÏŒÁÔØ ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÏ- ÒÅÍÏÊ 52 (Ó. 191).

• áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÑ ÄŒÕÈ ÆÏÒÍÕÌ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ ˚_1 ÄÏËÁÚÕÅÍÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ËÌÁÓÓÁ ˚_1. (íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ ˝_1, ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÓØ ÕÖÅ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ.)

• ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ËÏÎSSÀÎËÃÉÑ ÄŒÕÈ ÆÏÒÍÕÌ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ ˚_1 ÄÏËÁÚÕÅÍÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÆÏÒÍÕÌÅ ËÌÁÓ- ÓÁ ˚_1 É ÞÔÏ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÑ ÄŒÕÈ ÆÏÒÍÕÌ ËÌÁÓÓÁ ˝_1 ÄÏ- ËÁÚÕÅÍÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÆÏÒÍÕÌÅ ËÌÁÓÓÁ ˝_1. äÌÑ ÜÔÏ- ÇÏ ÎÁÄÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÑÍÉ ŒÉÄÁ

∃x A(x) ∧ ∃y B(y) ↔ ∃x∃y(A(x) ∧ B(y)) É ∀x A(x) ∨ ∀y B(y) ↔ ∀x∀y(A(x) ∨ B(y)):

ïÔÍÅÔÉÍ ËÓÔÁÔÉ, ÞÔÏ Œ ÎÉÈ ÕÖÅ ÎÅÌØÚÑ ÓÜËÏÎÏÍÉÔØ ËŒÁÎÔÏÒ; ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÏÒÍÕÌÁ ∃x(A(x)∧B(x)) ÎÅ ÒÁŒ- ÎÏÓÉÌØÎÁ ÆÏÒÍÕÌÅ ∃x A(x) ∧ ∃x B(x). (œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ŒÙÓÔÕÐÌÅÎÉÊ ŒÒÅÍčÎ ÎÁÞÁÌÁ ÐÅÒÅÓÔÒÏÊËÉ í. ó. çÏÒ- ÂÁÞčŒ ÓËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÎÕÖÎÙ ĂÐÒÅÄÁÎÎÙÅ ÄÅÌÕ ÓÏÃÉÁÌÉÚ- ÍÁ, ÎÏ ËŒÁÌÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÙĄ | ŒÐÒÏ- ÞÅÍ, Œ ÇÁÚÅÔÎÏÊ ÐÕÂÌÉËÁÃÉÉ ĂÎÏĄ ÂÙÌÏ ÚÁÍÅÎÅÎÏ ÎÁ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÏÅ ĂÉĄ. ôÁË ŒÏÔ, ÉÈ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÎÅ ŒÙ- ÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÏÔÄÅÌØÎÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÔÅÈ É ÄÒÕÇÉÈ.) õËÁÚÁÎÎÙÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ËÁË ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÏÂ- ÝÅÚÎÁÞÉÍÙ É ÐÏÔÏÍÕ ŒÙŒÏÄÉÍÙ. üÔÏ ÓÏŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÏ ÐÏÎÑÔØ ÄÌÑ ÐÅÒŒÏÊ ÉÚ ÎÉÈ (ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÐÁÒÕ ÏÂSSÅË- ÔÏŒ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÐÅÒŒÙÊ É ŒÔÏÒÏÊ ÞÌÅÎÙ ÐÁÒÙ). œÔÏÒÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÏÓÔØ ÎÅÍÎÏÇÏ ÓÌÏÖÎÅÅ | ÐÒÏÝÅ ŒÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÐÅÒŒÕÀ ÐÒÉ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÉ ÏÔ- ÒÉÃÁÎÉÑ. (âÏÌØÛÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÔÒÁÖÁÅÔ ÔÏÔ ÆÁËÔ,

ÞÔÏ ŒÔÏÒÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ, Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÐÅÒŒÏÊ, ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÉ ŒÅÒÎÏÊ.)

• ôÅÐÅÒØ ÌÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ËÏÎSSÀÎËÃÉÑ É ÄÉÚSSÀÎË- ÃÉÑ ÄŒÕÈ ÆÏÒÍÕÌ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ ˚_n (ÉÌÉ ˝_n) ÄÏËÁÚÕÅÍÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÆÏÒÍÕÌÁÍ ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ËÌÁÓÓÁ. œ ÓÁ- ÍÏÍ ÄÅÌÅ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÏÓÔÅÊ ÍÏÖÎÏ ÓÌÉÔØ ËŒÁÎÔÏÒÎÙÅ ÐÒÉÓÔÁŒËÉ. îÁÐÒÉ- ÍÅÒ, ÆÏÒÍÕÌÁ

∀x∃y A(x; y) ∨ ∀u∃v B(u; v)

ÄÏËÁÚÕÅÍÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÓÎÁÞÁÌÁ ÆÏÒÍÕÌÅ

∀x∀u (∃y A(x; y) ∨ ∃v B(u; v));

Á ÚÁÔÅÍ ÆÏÒÍÕÌÅ

∀x∀u∃y∃v (A(x; y) ∨ B(u; v)):

105. ëÁË ÓÜËÏÎÏÍÉÔØ ÏÄÉÎ ËŒÁÎÔÏÒ Œ ÜÔÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÎÉÉ?

ôÅÐÅÒØ ŒÓč ÇÏÔÏŒÏ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÕÐÏÍÑÎÕÔÏÇÏ Œ ÎÁÞÁÌÅ ÒÁÚÄÅÌÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 53 (Ï ÐÒÅÄŒÁÒčÎÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ). ìÀ- ÂÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÄÏËÁÚÕÅÍÏ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÔÏÊ ÖÅ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ, ÉÍÅÀÝÅÊ ÐÒÅÄŒÁÒčÎÎÕÀ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕ.

◁ éÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÆÏÒÍÕÌÙ. äÌÑ ÁÔÏÍÁÒ- ÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÜÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. ïÔÒÉÃÁÎÉÅ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÆÏÒ- ÍÕÌÕ ËÌÁÓÓÁ ˚_n Œ ËÌÁÓÓ ˝_n É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. ëÏÎSSÀÎËÃÉÑ É ÄÉÚSSÀÎËÃÉÑ: ÐÒÉŒÅÄčÍ ËÁÖÄÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ Ë ÐÒÅÄŒÁÒčÎÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ, ÚÁÔÅÍ ÄÏÂÁŒÉÍ ÆÉËÔÉŒÎÙÅ ËŒÁÎÔÏÒÙ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÐÏÐÁÌÉ Œ ÏÄÉÎ ËÌÁÓÓ, Á ÚÁÔÅÍ ŒÏÓÐÏÌØÚÕ- ÅÍÓÑ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅÍ. éÍÐÌÉËÁÃÉÑ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÄÉÚSSÀÎËÃÉÉ É ÏÔÒÉÃÁÎÉÀ (’ → ÄÏËÁÚÕÅÍÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÏ ¬’ ∨ ). ▷

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÉ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ, ÎÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÀÔ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ.

106. ðÒÉŒÅÓÔÉ Ë ÐÒÅÄŒÁÒčÎÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ∀x A(x) → ∀x B(x).

107. æÏÒÍÕÌÙ ’ É ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ËÌÁÓÓÕ ˚n. îÁÊÄčÍ ÆÏÒ- ÍÕÌÕ Œ ÐÒÅÄŒÁÒčÎÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ, ŒÙŒÏÄÉÍÏ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÅ ’ → . œ ËÁËÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÏÎÁ ÏËÁÖÅÔÓÑ? (õËÁ- ÚÁÎÉÅ: ŒÏÚÍÏÖÎÙ ÒÁÚÎÙÅ ŒÁÒÉÁÎÔÙ.)

108. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ ÍÅÔÏÄ Ë ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÏÊ ÆÏÒÍÕ- ÌÅ ∃x∀y A(x; y) → ∀y∃xA(x; y). ëÁËÁÑ ÐÒÅÄŒÁÒčÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ? (åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÏÎÁ ÂÕÄÅÔ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÏÊ.)

4.8. ôÅÏÒÅÍÁ üÒÂÒÁÎÁ

åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÖÉÄÁÔØ, ÞÔÏ ŒÏÐÒÏÓ Ï ŒÙŒÏÄÉÍÏÓÔÉ (ÉÌÉ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÏÓÔÉ) ÆÏÒÍÕÌÙ ÔÅÍ ÓÌÏÖÎÅÅ, ÞÅÍ ÓÌÏÖÎÅÅ ÓÁ- ÍÁ ÆÏÒÍÕÌÁ. œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ (Á ÔÁËÖÅ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ) ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÇÏ ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌ ËÌÁÓÓÁ ˚_n É ˝_n.

îÁÞÎčÍ Ó ÓÁÍÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ | ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ. ðÕÓÔØ ’ | ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÉÚ ËÁËÉÈ ÁÔÏÍÁÒÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÏÎÁ ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÁ, É ÚÁÍÅÎÉÍ ÉÈ ÎÁ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ (ÒÁÚÎÙÅ | ÎÁ ÒÁÚ- ÎÙÅ, ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ | ÎÁ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ). ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÌÏÇÉËÉ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÒÏ- ÔÏÔÉÐÏÍ ÆÏÒÍÕÌÙ ’. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ (ÐÏÞÔÉ ÏÞÅŒÉÄÎÏÅ) ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ 54 (ŒÙŒÏÄÉÍÏÓÔØ ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ). âÅÓ- ËŒÁÎÔÏÒÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ŒÙŒÏÄÉÍÁ (ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Åč ÐÒÏÔÏÔÉÐ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÅÊ.

◁ åÓÌÉ ÐÒÏÔÏÔÉÐ ÆÏÒÍÕÌÙ ’ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÅÊ, ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ’ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏ- ÎÁÌØÎÏÊ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÉ É ÐÏÔÏÍÕ ŒÙŒÏÄÉÍÁ É ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁ.

ðÕÓÔØ ÐÒÏÔÏÔÉÐ ÆÏÒÍÕÌÙ ’ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉ- ÅÊ. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ’ ÚÁÍËÎÕÔÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓŒÏÂÏÄÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÏÓÔÉ É ŒÙŒÏÄÉÍÏÓÔÉ ÎÉÞÅÍ ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔ (ÍÙ ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÉ ÜÔÏ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÏÌ- ÎÏÔÅ). ðÏÓÔÒÏÉÍ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ, ÇÄÅ ÆÏÒÍÕÌÁ ’ ÂÕÄÅÔ ÌÏÖÎÏÊ. îÏÓÉÔÅÌÅÍ Åč ÂÕÄÕÔ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÔÅÒÍÙ. úÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ ÍÙ ÐÏÄÂÅÒčÍ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÁÔÏÍÁÒÎÙÅ ÆÏÒÍÕ- ÌÙ ÐÒÉÎÉÍÁÌÉ ÔÅ ÓÁÍÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÅÌÁÀÔ ÐÒÏÔÏ-

[Ð. 8] ôÅÏÒÅÍÁ üÒÂÒÁÎÁ 199

ÔÉÐ ÆÏÒÍÕÌÙ ’ ÌÏÖÎÙÍ. üÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÒÁÚÎÙÈ ÁÔÏÍÁÒÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÉÒÁÔØ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ (ÜÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÌÉÂÏ ÒÁÚÎÙÈ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ, ÌÉÂÏ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏ- ÇÏ ÖÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ, ÎÏ ÎÁ ÒÁÚÎÙÈ ÔÅÒÍÁÈ). ▷

þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÐÒÏ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌ ËÌÁÓ- ÓÏŒ ˝_1 É ˚_1? äÌÑ ËÌÁÓÓÁ ˝_1 ŒÓč ÐÒÏÓÔÏ: ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÏ ÓŒÏÂÏÄÎÙÍÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÏÂ- ÝÅÚÎÁÞÉÍÏÓÔÉ Åč ÚÁÍÙËÁÎÉÑ (ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÎÁŒÅÓÉÔØ ËŒÁÎÔÏÒÙ ŒÓÅÏÂÝÎÏÓÔÉ ÐÏ ŒÓÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ), ÐÏÜÔÏÍÕ ÆÏÒÍÕÌÙ ËÌÁÓÓÁ ˝_1 ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÎÉÞÅÍ ÎÅ ÏÔÌÉ- ÞÁÀÔÓÑ ÏÔ ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÙÈ.

œÏÐÒÏÓ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ ˚_1 ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ: ôÅÏÒÅÍÁ 55 (üÒÂÒÁÎÁ). æÏÒÍÕÌÁ ∃¸_1 : : : ∃¸_k ’ (ÇÄÅ ÆÏÒ- ÍÕÌÁ ’ | ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÁÑ) ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÁÊÄčÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÓÐÉÓÏË ÐÏÄÓÔÁÎÏŒÏË

’(t_1=¸_1; : : : ; t_k=¸_k); ’(u_1=¸_1; : : : ; u_k=¸_k); . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ’(w_1=¸_1; : : : ; w_k=¸_k)

(ŒÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÀÔÓÑ ÔÅÒÍÙ ÎÁÛÅÊ ÓÉÇÎÁ- ÔÕÒÙ), ÄÉÚSSÀÎËÃÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÑ, Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÉÄčÔ ÒÅÞØ Œ ÔÅ- ÏÒÅÍÅ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 54 ÏÎÁ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÉ.

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÐÒÉŒÅÄčÍ ÐÒÉ- ÍÅÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ

∃x (A(c; x) → A(x; d))

(Œ ËÏÔÏÒÏÊ c É d | ËÏÎÓÔÁÎÔÙ). ïÎÁ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁ; ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÎÁÂÏÒ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒÏË c=x É d=x. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÆÏÒÍÕÌÁ

(A(c; c) → A(c; d)) ∨ (A(c; d) → A(d; d))

ÉÓÔÉÎÎÁ ËÁË ÐÒÉ ÉÓÔÉÎÎÏÍ A(c; d), ÔÁË É ÐÒÉ ÌÏÖÎÏÍ. úÁ- ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÌÉÓØ ÄŒÅ ÐÏÄ- ÓÔÁÎÏŒËÉ.

◁ äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ üÒÂÒÁÎÁ. œ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏ- ÎÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ: ÅÓÌÉ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁ ÄÉÚSSÀÎË- ÃÉÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒÏË, ÔÏ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁ ÆÏÒÍÕÌÁ Ó ËŒÁÎÔÏÒÏÍ. (íÙ ÕÖÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ ÜÔÏ ÐÒÉ ÜÌÉÍÉÎÁÃÉÉ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 3.6 ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 28.)

äÏËÁÖÅÍ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ’ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ËÒÏÍÅ ¸_1; : : : ; ¸_k (ËÁË ÍÙ ÕÖÅ ÚÁÍÅÞÁÌÉ, ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅ- ÎÉÔØ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ) ÍÎÏÖÅÓÔ- ŒÏ ÆÏÒÍÕÌ ¬’(t_1=¸_1; : : : ; t_k=¸_k)

ÄÌÑ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÔÅÒÍÏŒ t_1; : : : ; t_k. åÓÌÉ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏ, ŒÓč ÄÏËÁÚÁÎÏ (ÔÏÇÄÁ ŒÙŒÏÄÉÍÁ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒÏË, ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÐÒÉ ŒÙŒÏÄÅ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÑ). åÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅ- ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÅ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÓÔÉÎÎÙ. íÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÌÏÖÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ

∃¸_1 : : : ∃¸_k ’

(ÎÏÓÉÔÅÌØ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÔÅÒÍÏŒ). ïÄÎÁËÏ ÅÓ- ÌÉ ÍÙ ŒÙÂÒÏÓÉÍ ÌÉÛÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ É ÏÓÔÁŒÉÍ ÔÏÌØËÏ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÑ ÔÅÒÍÏŒ, ÔÏ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÓÔÁÎÅÔ ÌÏÖÎÏÊ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÎÁ ÎÅ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁ. ▷

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÕ üÒÂÒÁÎÁ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ- ŒÁÔØ ÞÉÓÔÏ ÓÉÎÔÁËÓÉÞÅÓËÉ: ÅÓÌÉ ŒÙŒÏÄÉÍÁ ˚_1-ÆÏÒÍÕÌÁ ∃¸_1 : : : ∃¸_k ’, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒÏË, ÄÉÚSSÀÎËÃÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÙŒÏÄÉÍÁ. íÏÖÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÉÔØ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ, ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÅÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÏ- ÓÔÉ. ôÁËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÉŒÅÄÅÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ËÎÉÇÅ ëÌÉÎÉ [16] (ÄÌÑ ÇÅÎÃÅÎÏŒÓËÏÇÏ ŒÁÒÉÁÎÔÁ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅ- ÄÉËÁÔÏŒ) É Œ ËÎÉÇÅ ûčÎÆÉÌÄÁ [31] (ÄÌÑ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÓËÏÇÏ ŒÁÒÉÁÎÔÁ). óÉÎÔÁËÓÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ (Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ

ÎÁÛÅÇÏ) ËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÏ: ÐÏ ŒÙŒÏÄÕ ˚_1-ÆÏÒÍÕÌÙ ÍÏÖÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÕËÁÚÁÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÔÅÒÍÙ.

åÓÌÉ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÓÉÍŒÏ- ÌÏŒ, ÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ üÒÂÒÁÎÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÐÒÏ- ŒÅÒÉÔØ ŒÙŒÏÄÉÍÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌ ËÌÁÓÓÁ ˚_1, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÏ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒÏË ËÏÎÅÞÎÏ. üÔÏ ÖÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ É ÐÒÏ ÆÏÒÍÕÌÙ ËÌÁÓÓÁ ˝_2, ÔÁË ËÁË ŒÎÅÛÎÉÅ ËŒÁÎÔÏÒÙ ŒÓÅÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ, ÎÅ ÍÅÎÑÑ ŒÙŒÏÄÉÍÏÓÔÉ.

åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÏÐÒÏÓ: ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞ- ÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÄÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ËÌÁÓÓÏŒ? ïÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ ÏÔŒÅÔ ÄÁčÔÓÑ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ.

4.9. óËÏÌÅÍÏŒÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ

œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ Œ ÒÁÚÎÙÈ ÆÏÒÍÁÈ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÕ ÉÄÅÀ: ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ

∀x∃y A(x; y)

ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÀ ÆÕÎËÃÉÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏ ÌÀÂÏ- ÍÕ x ÄÁčÔ ÔÁËÏÊ y, ÞÔÏ A(x; y). üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÅÌØÚÑ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ

∀x∃y A(x; y) ⇔ ∃f∀x A(x; f(x));

ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÎÁÛÅÍ ÑÚÙËÅ ÎÅÔ ËŒÁÎÔÏÒÁ ÐÏ ÆÕÎËÃÉÑÍ É ∃f ÍÙ ÐÉÓÁÔØ ÎÅ ÉÍÅÅÍ ÐÒÁŒÁ. (ñÚÙËÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ËŒÁÎ- ÔÏÒÙ ÐÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ É ÆÕÎËÃÉÑÍ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÑÚÙËÁÍÉ ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ É ÍÙ ÉÈ ÎÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ.)

ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ- ŒÁÔØ É Œ ÎÁÛÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ. ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÆÏÒ- ÍÕÌÁ ’ Ó ÄŒÕÍÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ x É y. ôÏÇÄÁ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ∀x∃y ’ ŒÙÐÏÌÎÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏ- ÇÄÁ ŒÙÐÏÌÎÉÍÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ∀x’(f(x)=y), ÇÄÅ f | ÎÏŒÙÊ ÏÄ- ÎÏÍÅÓÔÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ. (áËËÕÒÁÔÎÙÊ ÞÉÔÁ- ÔÅÌØ ÐÏÐÒÁŒÉÔ: ÎÁÄÏ ÅÝč ÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒ- ËÁ f(x) ŒÍÅÓÔÏ y ÂÙÌÁ ËÏÒÒÅËÔÎÁ. íÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÅ- ÒÅÍÅÎÎÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÉÍÅÎÏŒÙŒÁÔØ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÂÕÄÅÍ ÌÅÇËÏ- ÍÙÓÌÅÎÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÐÅÒÅÉÍÅÎÏŒÁÎÉÑ ÕÖÅ ÓÄÅÌÁÎÙ.)

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ŒÙÐÏÌÎÉÍÏ É ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÙÈ ÐÒÅÄŒÁÒčÎÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÏÒÍÕÌÁ

∀x∀y∃z∀u∃v ’(x; y; z; u; v)

ŒÙÐÏÌÎÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÙÐÏÌÎÉÍÁ ÆÏÒ- ÍÕÌÁ ∀x∀y∀u ’(x; y; f(x; y); u; g(x; y; u))

(ÚÄÅÓØ ’(x; y; z; u; v) | ÆÏÒÍÕÌÁ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÁÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ, ËÒÏÍÅ x; y; z; u; v, ÚÁÐÉÓØ ’(x; y; f(x; y); u; g(x; y; u)) ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒÏË, ËÏÔÏ- ÒÙÅ ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍÉ, Á f É g | ÆÕÎËÃÉÏ- ÎÁÌØÎÙÅ ÓÉÍŒÏÌÙ, ÎÅ ŒÓÔÒÅÞÁÀÝÉÅÓÑ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ ’).

óÈÏÄÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÉÍÅÀÔ Œ ŒÉÄÕ ÐÒÅÐÏÄÁŒÁÔÅÌÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÎÏÇÄÁ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ (∀”∃ffi : : :) Œ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÔÒÁÎÎÏÊ ÄÌÑ ÌÏÇÉËÁ ÆÏÒÍÅ ∀”∃ffi = ffi(”) : : : | ÉÍÅÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÕ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ” ÎÁÊÄčÔÓÑ ffi, ÔÏ ÜÔÏ ÓÁÍÏÅ ffi ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ ”.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÁËÓÉÏÍÕ ŒÙÂÏÒÁ, ËÏÇÄÁ ÉÚ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ (ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ”) ÚÎÁÞÅÎÉÊ ffi ÍÙ ŒÙÂÉÒÁÅÍ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÏÄÎÏ É ÏÂSSÑŒÌÑÅÍ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÆÕÎËÃÉÉ ”(ffi).

109. ëÁÚÁÌÏÓØ ÂÙ, ŒÙÂÏÒ v Œ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÏÍ ŒÙÛÅ ÐÒÉ- ÍÅÒÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ x; y; z; u, ÔÁË ÞÔÏ ÓÌÅÄÏŒÁÌÏ ÂÙ ÎÁÐÉÓÁÔØ ’(x; y; f(x; y); u; g(x; y; f(x; y); u)) | ÎÏ ÍÙ ÔÁË ÎÅ ÄÅÌÁÅÍ. ðÏ- ÞÅÍÕ ÜÔÏ ÄÏÐÕÓÔÉÍÏ?

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÏÐÉÓÁÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ, ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÔÁËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 56. äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ø ÓÉÇÎÁ- ÔÕÒÙ œ ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ø^′ ËÌÁÓÓÁ ˝_1 ÓÉÇÎÁÔÕ- ÒÙ œ Ó ÄÏÂÁŒÌÅÎÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÓÉÍŒÏÌÁÍÉ, ËÏ- ÔÏÒÁÑ ŒÙÐÏÌÎÉÍÁ ÉÌÉ ÎÅŒÙÐÏÌÎÉÍÁ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ Ó ÆÏÒ- ÍÕÌÏÊ ø. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ø → ø^′ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ (ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ).

◁ ðÒÉŒÅÄÑ ø Ë ÐÒÅÄŒÁÒčÎÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ, ÐÏ- ÌÕÞÉÍ ÄÏËÁÚÕÅÍÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ (ŒÙÐÏÌÎÉÍÕÀ

ÉÌÉ ÎÅŒÙÐÏÌÎÉÍÕÀ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ Ó ø). ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÐÒÉ- ÍÅÎÑÅÍ ÏÐÉÓÁÎÎÏÅ ŒÙÛÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ. ▷

æÏÒÍÕÌÁ ø ÎÅŒÙÐÏÌÎÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏ- ÇÄÁ Åč ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÛÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅ- ÎÉÑ ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ, ÓËÁÖÅÍ, ÆÏÒÍÕÌÁ ¬∀x∃y (x; y) ÏÂ- ÝÅÚÎÁÞÉÍÁ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ ¬∀x (x; f(x)). œÎÏ- ÓÑ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ ŒÎÕÔÒØ É ÚÁÍÅÎÑÑ ¬ ÎÁ ’, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÆÏÒÍÕÌÙ

∃x∀y ’(x; y) É ∃x ’(x; f(x))

ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÙ. (üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÞÕÔØ ÍÅ- ÎÅÅ ÎÁÇÌÑÄÎÏ, ÞÅÍ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ ÅÍÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ŒÙ- ÐÏÌÎÉÍÏÓÔÉ.) œ ÏÂÝÅÍ ŒÉÄÅ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ Ë ÔÅÏÒÅÍÅ 56 ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË:

ôÅÏÒÅÍÁ 57. äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ø ÓÉÇÎÁ- ÔÕÒÙ œ ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ø^′ ËÌÁÓÓÁ ˚_1 ÓÉÇÎÁÔÕ- ÒÙ œ Ó ÄÏÂÁŒÌÅÎÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÓÉÍŒÏÌÁÍÉ, ËÏ- ÔÏÒÁÑ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁ ÉÌÉ ÎÅÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ ø. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ø → ø^′ ÜÆÆÅËÔÉŒ- ÎÏ (ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ë ÆÏÒÍÕÌÅ ø^′ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ üÒÂÒÁÎÁ (Ó. 199): ÏÎÁ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÑ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒÏË ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁŒ- ÔÏÌÏÇÉÅÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÚÁÍÅÎÉÔØ Œ ÜÔÏÊ ÆÏÒ- ÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÏÓÔØ ÎÁ ŒÙŒÏÄÉÍÏÓÔØ: ÆÏÒÍÕÌÙ ø É ø^′ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ŒÙŒÏÄÉÍÙ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÉÓËÁÔØ ÑŒÎÙÊ ÍÅÔÏÄ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔ ŒÙŒÏÄ ÆÏÒ- ÍÕÌÙ ø Œ ŒÙŒÏÄ ÆÏÒÍÕÌÙ ø^′ É ÏÂÒÁÔÎÏ. ôÁËÏÊ ÍÅÔÏÄ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÎÏ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÄÅ- ÔÁÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ŒÙŒÏÄÏŒ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÕÄÏÂÎÏ ÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑÍÉ ÇÅÎÃÅÎÏŒÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ.

éÄÅÑ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ŒÍÅÓÔÏ ÇÒÕÐÐ ËŒÁÎÔÏ- ÒÏŒ ∀∃ ŒÏÓÈÏÄÉÔ Ë üÒÂÒÁÎÕ É óËÏÌÅÍÕ. ôÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ĂÜÒÂÒÁÎÏŒÓËÉÍÉĄ ÉÌÉ ĂÓËÏÌÅÍÏŒÓËÉÍÉĄ, Á ÉÈ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅ | ĂÓËÏÌÅÍÉÚÁÃÉÅÊĄ. åÓÔØ ÔÁËÖÅ ÔÅÒÍÉÎ ĂÓËÏÌÅÍÏŒÓËÁÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁĄ, ÎÏ ÚÄÅÓØ ÄÏÂÁŒÌÑÀÔÓÑ

ÎÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÉÍŒÏÌÙ, Á ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÅ, É ÐÏÌÕÞÁ- ÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÅ ËÌÁÓÓÁ ˚_1, ËÁË Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 57, Á ËÌÁÓÓÁ ˚_2.

ôÅÏÒÅÍÁ 58 (Ï ÓËÏÌÅÍÏŒÓËÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ). äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ø ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ œ ÍÏÖÎÏ ÕËÁ- ÚÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ø^′ ËÌÁÓÓÁ ˚_2 ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ œ Ó ÄÏÂÁŒÌÅÎÎÙ- ÍÉ ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÍÉ ÓÉÍŒÏÌÁÍÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁ ÉÌÉ ÎÅÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ ø. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ø → ø^′ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ (ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅËÏ- ÔÏÒÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ).

◁ ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÎÁÍ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÅÅ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ŒÙ- ÐÏÌÎÉÍÏÓÔÉ É ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ø ÎÁÊÄčÔÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ Ó ÎÅÊ ŒÙÐÏÌÎÉÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ø^′ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ ˝_2. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÍÙ ÏÂSSÑÓÎÉÍ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ. ðÕÓÔØ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ

∀x∀y∃z∀u∃v ’(x; y; z; u; v):

íÙ ÔÅÐÅÒØ ÎÅ ÍÏÖÅÍ ŒŒÅÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ f É g, ËÁË ÜÔÏ ÄÅ- ÌÁÌÏÓØ ŒÙÛÅ, ÎÁ Ó. 202. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ŒŒÅÄčÍ ÐÒÅÄÉËÁÔÙ F É G, ÚÁÍÅÎÑÀÝÉÅ ÇÒÁÆÉËÉ ÜÔÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ, É ÎÁÐÉÛÅÍ ÆÏÒ- ÍÕÌÕ

∀x∀y∃z F (x; y; z)∧ ∀x∀y∀u∃v G(x; y; u; v)∧ ∀x∀y∀z∀u∀v (F (x; y; z) ∧ G(x; y; u; v) → ’(x; y; z; u; v))

åÓÌÉ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ŒÙÐÏÌÎÉÍÁ, ÔÏ ÎÏŒÁÑ ÔÏÖÅ ŒÙ- ÐÏÌÎÉÍÁ: ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÚÑÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ F É G ÇÒÁÆÉËÉ ÓËÏÌÅÍÏŒÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ. îÁÐÒÏÔÉŒ, ÅÓÌÉ ÎÏŒÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ŒÙÐÏÌÎÉÍÁ, ÔÏ ŒÙÐÏÌÎÉÍÁ É ÓÔÁÒÁÑ (ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÎÏ- ŒÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÔÁÒÁÑ): ÎÁÄÏ ŒÚÑÔØ z É v ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÅÒŒÙÍ ÄŒÕÍ ÓÔÒÏËÁÍ É ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÒÏËÅ ÏÎÉ ÐÏÄÏÊÄÕÔ.

ôÁËÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÐÒÉÍÅÎÉÍÁ Ë ÌÀÂÏÊ ÐÒÅÄŒÁÒčÎÎÏÊ ÆÏÒÍÅ É ÄÁčÔ ËÏÎSSÀÎËÃÉÀ ˝_2-ÆÏÒÍÕÌ (ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ÉÚ ËÏ- ÔÏÒÙÈ ÂÕÄÅÔ ÄÁÖÅ É ˝_1-ÆÏÒÍÕÌÏÊ). á ÍÙ ÚÎÁÅÍ (Ó. 197), ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ËÏÎSSÀÎËÃÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ˝_2-ÆÏÒÍÕÌÅ. ▷ 110. äÁÊÔÅ ÓÉÎÔÁËÓÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÓËÏ- ÌÅÍÏŒÓËÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ (ÐÏËÁÚÁŒ, ÞÔÏ ÉÚ ŒÙŒÏÄÉÍÏÓÔÉ

ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÌÅÄÕÅÔ ŒÙŒÏÄÉÍÏÓÔØ Åč ÓËÏÌÅÍÏŒÓËÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ). (õËÁÚÁÎÉÅ: ÜÔÏ ÐÒÏÝÅ, ÞÅÍ ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌ Ó ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÓÉÍŒÏÌÁÍÉ, É ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÇÅÎÃÅÎÏŒÓËÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ.)

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ ÓŒÏÄÑÔ ŒÏÐÒÏÓ Ï ŒÙŒÏÄÉ- ÍÏÓÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ Ë ŒÙŒÏÄÉÍÏÓÔÉ ˚_1-ÆÏÒÍÕÌÙ (Ó ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÓÉÍŒÏÌÁ- ÍÉ). åÓÌÉ ÍÙ ÚÁÐÒÅÝÁÅÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÉÍŒÏÌÙ, ÔÏ ŒÏÐÒÏÓ Ï ŒÙŒÏÄÉÍÏÓÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ŒÙŒÏÄÉÍÏÓÔÉ ˚_2-ÆÏÒÍÕÌÙ.

éÚŒÅÓÔÎÏ (ÔÅÏÒÅÍÁ þčÒÞÁ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ- ÞÅÓÔØ Œ [5]), ÞÔÏ ŒÏÐÒÏÓ Ï ŒÙŒÏÄÉÍÏÓÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÑÚÙËÁ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍ: ÎÅ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÂÙ ÐÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÚÁÍËÎÕ- ÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÌ ÂÙ, ŒÙŒÏÄÉÍÁ ÏÎÁ ÉÌÉ ÎÅÔ. òÅ- ÚÕÌØÔÁÔÙ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ ÕÖÅ ÄÌÑ ÆÏÒ- ÍÕÌ ËÌÁÓÓÁ ˚_1 (Ó ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÓÉÍŒÏÌÁÍÉ) ÉÌÉ ˚_2 (ÂÅÚ ÎÉÈ) ÔÁËÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ ÎÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ É ÏÂÝÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ. (œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌ ËÌÁÓ- ÓÁ ˚_1 ÂÅÚ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ ÔÁËÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ.)

5. ôÅÏÒÉÉ É ÍÏÄÅÌÉ

5.1. áËÓÉÏÍÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

ðÕÓÔØ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ œ ŒËÌÀÞÁÅÔ Œ ÓÅÂÑ ÄŒÕÍÅÓÔÎÙÊ ÐÒÅ- ÄÉËÁÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÍÙÊ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏ x = y). éÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÐÒÅÄÉËÁÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÅÔÓÑ ËÁË ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÅÎÎÏÅ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÎÏÓÉÔÅÌÑ.

œÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÏÐÒÏÓ. ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏ- ÔÏÒÁÑ ÔÅÏÒÉÑ T (ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÆÏÒÍÕÌ) Œ ÑÚÙ- ËÅ, ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒËÌÀÞÁÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ. íÙ ÚÎÁÅÍ ÞÔÏ ÔÅÏÒÉÑ ÉÍÅÅÔ ÍÏÄÅÌØ (ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ T ÉÓÔÉÎÎÙ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÁ. œ ËÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÍÏÄÅÌØ (ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÅ ÆÏÒ- ÍÕÌÙ ÉÚ T ÉÓÔÉÎÎÙ)?

þÔÏÂÙ ÏÔŒÅÔÉÔØ ÎÁ ÜÔÏÔ ŒÏÐÒÏÓ, ŒŒÅÄčÍ ÁËÓÉÏÍÙ ÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÁ. ðÕÓÔØ œ | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ. áËÓÉÏÍÁÍÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ Œ ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ œ ÂÕÄÕÔ ÆÏÒÍÕÌÙ

∀x (x = x);

∀x∀y ((x = y) → (y = x));

∀x∀y∀z (((x = y) ∧ (y = z)) → (x = z))

(ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ ÁËÓÉÏÍÁÍÉ ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏÓÔÉ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ- ÓÔÉ É ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔÉ). üÔÏ ÅÝč ÎÅ ŒÓč. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÓÉÍŒÏÌÁ ÍÙ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÁËÓÉÏÍÕ ÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÇÏŒÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÒÁŒÎÙÅ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÄŒÕ- ÍÅÓÔÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÓÉÍŒÏÌÁ f ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÁËÓÉÏÍÁ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË:

∀x_1∀x_2∀y_1∀y_2 (((x_1 = x_2) ∧ (y_1 = y_2)) → → (f(x_1; y_1) = f(x_2; y_2))):

äÌÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ ÁËÓÉÏÍÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÉÓÔÉÎÎÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ ÏÓÔÁčÔÓÑ ÉÓÔÉÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅ- ÎÉÔØ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ ÎÁ ÒÁŒÎÙÅ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÄŒÕÍÅÓÔÎÏÇÏ

ÐÒÅÄÉËÁÔÎÏÇÏ ÓÉÍŒÏÌÁ A ÁËÓÉÏÍÁ ÔÁËÏŒÁ:

∀x_1∀x_2∀y_1∀y_2 (((x_1 = x_2) ∧ (y_1 = y_2) ∧ A(x_1; y_1) → → A(x_2; y_2)):

(îÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÉËÁÔ ÏÓÔÁčÔÓÑ ÌÏÖÎÙÍ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ÎÁ ÒÁŒÎÙÅ, ÔÁË ËÁË ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ.)

ôÅÏÒÅÍÁ 59 (ÐÏÌÎÏÔÙ ÄÌÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ). ôÅÏ- ÒÉÑ T ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ œ Ó ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ÉÍÅÅÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÍÏ- ÄÅÌØ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÏÓÔÁčÔÓÑ ÎÅÐÒÏÔÉ- ŒÏÒÅÞÉŒÏÊ ÐÒÉ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÉ ÁËÓÉÏÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ.

◁ ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ËÏÒÒÅËÔÎÏ- ÓÔÉ É ÐÏÌÎÏÔÅ (ÒÁÚÄÅÌ 4.5) ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÓÏŒÍÅÓÔ- ÎÏÓÔÉ ŒÍÅÓÔÏ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÓÔÉ.

œ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÔÅÏÒÉÉ T ÁËÓÉÏÍÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÉÓÔÉÎÎÙ, ÔÁË ÞÔÏ Œ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. îÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÅÏÒÉÑ T ÓÏ- ŒÍÅÓÔÎÁ Ó ÁËÓÉÏÍÁÍÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÔÏ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÎÏÒÍÁÌØ- ÎÕÀ ÍÏÄÅÌØ.

œÏÚØÍčÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÓ- ÔÉÎÎÙ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ T É ÁËÓÉÏÍÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ. ðÕÓÔØ M | Åč ÎÏÓÉÔÅÌØ. œ ÜÔÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÐÒÅÄÉËÁÔ = ÎÅ ÏÂÑ- ÚÁÎ ÂÙÔØ ÎÁÓÔÏÑÝÉÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ; ÏÎ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÂÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÁ M. ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÙÐÏÌ- ÎÅÎÙ ÁËÓÉÏÍÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ É ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ (ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ËÌÁÓÓÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ; ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÜÔÉÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÉÍ M^′ (ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÚŒÁÔØ ÆÁËÔÏÒ-ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ M ÐÏ ÄÁÎÎÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ). ëÌÁÓÓ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ [x].

áËÓÉÏÍÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ c ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ M^′. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÓÔÉÎ- ÎÏÓÔØ ÁËÓÉÏÍÙ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÓÉÍŒÏÌÁ f (ÐÒÉŒÅ- ÄčÎÎÏÊ ŒÙÛÅ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÉÍÅÒÁ) ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ [f(x; y)] ÚÁŒÉÓÉÔ ÌÉÛØ ÏÔ ËÌÁÓÓÏŒ [x] É [y], ÎÏ ÎÅ ÏÔ ŒÙÂÏ- ÒÁ x É y ŒÎÕÔÒÉ ËÌÁÓÓÁ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÁËÓÉÏÍÙ

ÄÌÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÉÔØ ÐÒÅÄÉËÁÔÙ ÎÁ ËÌÁÓÓÁÈ.

ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ M^′ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏ- ÅÎÉÀ ÎÏÒÍÁÌØÎÁ. ïÓÔÁÌÏÓØ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ Œ ÎÅÊ ÉÓÔÉÎÎÙ ÔÅ ÖÅ ÓÁÍÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÞÔÏ É Œ M (Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ŒÓÅ ÆÏÒÍÕ- ÌÙ ÔÅÏÒÉÉ T ). üÔÏ ÐÏÞÔÉ ÏÞÅŒÉÄÎÏ Ó ÉÎÔÕÉÔÉŒÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ: M ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ M^′ ÌÉÛØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅ- ÍÅÎÔ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÒÁŒÎÏÐÒÁŒÎÙÍÉ ËÏÐÉÑÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË ÚÒÅÎÉÑ ŒÅÄÕÔ ÓÅÂÑ ÏÄÉÎÁËÏŒÏ.

æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÍÙ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ’ ÉÓÔÉÎÎÁ Œ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ M ÎÁ ÏÃÅÎËÅ ß ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ- ËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ’ ÉÓÔÉÎÎÁ Œ M^′ ÎÁ ÏÃÅÎËÅ ß^′, ÐÒÉ ËÏ- ÔÏÒÏÊ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ¸ ÅÓÔØ ËÌÁÓÓ, ÓÏÄÅÒ- ÖÁÝÉÊ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ¸ ÐÒÉ ÏÃÅÎËÅ ß. üÔÏ ÌÅÇËÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÆÏÒÍÕÌÙ ’. ▷ 111. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÁËÓÉÏÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄÌÑ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ œ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ

’ ∧ (x = y) → ’(y=x);

ÅÓÌÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ËÏÒÒÅËÔÎÁ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÜÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ, ÎÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ É ÞÉÓÔÏ ÓÉÎÔÁËÓÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÆÏÒÍÕÌÙ ’.)

112. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÅÏÒÉÑ T (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ Ó ÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÏÍ) ÉÍÅÅÔ ÍÏÄÅÌØ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ff, ÔÏ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ É ÍÏÄÅÌØ ÌÀÂÏÊ ÂÏÌØÛÅÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÏÄÅÌÉ ÍÏÖÎÏ ĂËÌÏÎÉÒÏŒÁÔØĄ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÅ.)

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ ÄÌÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ ÌÅÇ- ËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 50, Ó. 189) ÄÌÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 60 (ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ). åÓÌÉ ŒÓÑËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÅÏÒÉÉ T Œ ÓÉÇÎÁÔÕ- ÒÅ Ó ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ÉÍÅÅÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÍÏÄÅÌØ, ÔÏ É ÔÅÏÒÉÑ T ÉÍÅÅÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÍÏÄÅÌØ.

◁ ìÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÅÏÒÉÉ T ÏÓÔÁčÔ- ÓÑ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÙÍ ÐÒÉ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÉ ÁËÓÉÏÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÍÅÅÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÍÏÄÅÌØ). úÎÁÞÉÔ, É ŒÓÑ ÔÅ- ÏÒÉÑ T ÏÓÔÁčÔÓÑ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÊ ÐÒÉ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÉ ÁËÓÉ-

ÏÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (ŒÙŒÏÄ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÑ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÆÏÒÍÕÌ) É ÐÏÔÏÍÕ ÉÍÅÅÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÍÏÄÅÌØ. ▷ 113. ðÒÉÍÅÎÉŒ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎ ÄÏ ÌÉÎÅÊ- ÎÏÇÏ. (õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ËÁË ÍÏÄÅÌØ ÔÅÏÒÉÉ, Œ ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÅÓÔØ ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ, ÐÏÒÑÄÏË É ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, Á ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ É ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÍÅÖÄÕ ËÏÎ- ÓÔÁÎÔÁÍÉ. äÏÂÁŒÉÍ Ë ÎÅÊ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÓÒÁŒÎÉÍÏÓÔÉ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÆÏÒÍÕÌ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÐÒÏ- ÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ.)

114. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÐÏÌÑ k ÓÕÛÅÓÔŒÕÅÔ ÅÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ k^′, Œ ËÏÔÏ- ÒÏÍ ŒÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ k ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ. (õËÁÚÁÎÉÅ. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ËÏÒÎÑ Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ÄÁÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ ÆÏÒÍÕÌÙ. ìÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ÓÏŒÍÅÓÔÎÏ Ó ÁËÓÉ- ÏÍÁÍÉ ÐÏÌÑ, ÔÁË ËÁË ÍÏÖÎÏ ÐÏ ÏÞÅÒÅÄÉ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÉÔØ ËÏÒÎÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ.)

115. ðÕÓÔØ ` | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÆÏÒÍÕÌ Œ ÓÉÇÎÁÔÕ- ÒÅ Ó ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ’ ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÉÓÔÉÎÎÁ ŒÏ ŒÓÅÈ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÍÏÄÅÌÑÈ ` ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ŒÙŒÏÄÉÍÁ ÉÚ ` É ÁËÓÉÏÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÔÅ- ÏÒÅÍÙ 51 (Ó. 190) ÄÌÑ ÔÅÏÒÉÊ Ó ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ. éÎÏÇÄÁ ŒÏÏÂ- ÝÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔ ÔÏÌØËÏ ÔÁËÉÅ ÔÅÏÒÉÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ, ÁËÓÉ- ÏÍÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (ÉÈ ÞÉÓÌÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ) ÓÞÉÔÁ- ÀÔÓÑ ÞÁÓÔØÀ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ, Á ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÅÏÒÉÑ ÉÍÅÅÔ [ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ] ÍÏÄÅÌØ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏ- ÇÄÁ ÏÎÁ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÁ [ŒÍÅÓÔÅ Ó ÁËÓÉÏÍÁÍÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ]; ÆÏÒÍÕÌÁ ŒÙŒÏÄÉÍÁ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ` [É ÁËÓÉÏÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ] ÔÏ- ÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ŒÅÒÎÁ ŒÏ ŒÓÅÈ [ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ] ÍÏÄÅÌÑÈ ÔÅÏÒÉÉ ` É Ô. Ð.. (Œ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÓËÏÂËÁÈ ÕËÁÚÁÎÙ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÅÍÙÅ ÓÌÏŒÁ).

5.2. ðÏŒÙÛÅÎÉÅ ÍÏÝÎÏÓÔÉ

ôÅÏÒÅÍÁ ìÅŒÅÎÇÅÊÍÁ { óËÏÌÅÍÁ (ÒÁÚÄÅÌ 3.11, ÔÅÏÒÅ- ÍÁ 42) ÐÏÚŒÏÌÑÌÁ ÕÍÅÎØÛÁÔØ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ (ÏÎÁ ÕÔŒÅÒÖÄÁÌÁ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÉÎÔÅÒ- ÐÒÅÔÁÃÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÉÌÉ ÓÞčÔÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁÑ ÅÊ ÓÞčÔÎÁÑ ÐÏÄÓÔÒÕËÔÕÒÁ). œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÄÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ- ÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÂÏÌØÛÅÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀ- ÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ìÅŒÅÎÇÅÊ- ÍÁ { óËÏÌÅÍÁ.

ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÂÅÚ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ ÎÏÒÍÁÌØ- ÎÏÓÔÉ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÂÅÓÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏ: ËÁË ÕÖÅ ÇÏŒÏ- ÒÉÌÏÓØ ÎÁ Ó. 208, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÕÂÌÉÒÏŒÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÉÇ- ÎÁÔÕÒÙ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÐÒÅÄ- ÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÎÏÒ- ÍÁÌØÎÙ (ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÅÔÓÑ ËÁË ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎ- ÎÏÅ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÅ).

ôÅÏÒÅÍÁ 61 (ìÅŒÅÎÇÅÊÍÁ { óËÏÌÅÍÁ Ï ÐÏŒÙÛÅÎÉÉ ÍÏÝÎÏ- ÓÔÉ). ðÕÓÔØ A | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ œ Ó ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ B ⊃ A ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ, ÑŒÌÑÀÝÁÑÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ A.

(üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÎÁ Ó. 142, ÎÁÐÏÍ- ÎÉÍ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÈ É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØ- ÎÙÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ Œ B ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ÉÈ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ Œ A É ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ œ, ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉ- ÄÁÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ A, ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÉÓÔÉÎÎÙ Œ A É Œ B.)

◁ óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÔÅÏÒÉÊ É ÍÏÄÅÌÅÊ. ðÕÓÔØ A | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ œ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ œ_A, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ œ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅÍ ËÏÎÓÔÁÎÔ | ÐÏ ÏÄ- ÎÏÊ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A. üÔÁ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ ÉÍÅÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ Ó ÎÏÓÉ- ÔÅÌÅÍ A: ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ËÁÖÄÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÉÊ ÅÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. (œÏÚÍÏÖÎÏ, ÞÔÏ Œ œ ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ ÂÙ- ÌÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ËÏÎÓÔÁÎÔ É ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ A ÂÙÌ ÚÎÁÞÅ-

ÎÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ. ôÏÇÄÁ ÜÔÁ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÌÉÛÎÑÑ, ÎÏ É ŒÒÅÄÁ ÏÔ ÎÅč ÎÅÔ.)

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÏÒÉÀ Th_A(A), ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ œ_A, ÉÓÔÉÎÎÙÈ Œ A ÐÒÉ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅ- ÔÁÃÉÉ. œÓÑËÏÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ B ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁ- ÃÉÉ A ÂÕÄÅÔ ÍÏÄÅÌØÀ ÔÅÏÒÉÉ Th_A(A). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÚÁÍ- ËÎÕÔÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ’(a_1; : : : ; a_n) ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ œ_A ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔ a_1; : : : ; a_n ŒÍÅÓÔÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ ÉÚ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ ’(x_1; : : : ; x_n) ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ œ. (íÙ ÉÓ- ÐÏÌØÚÕÅÍ ÎÅ ŒÐÏÌÎÅ ËÏÒÒÅËÔÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, Œ ÞÁÓÔÎÏ- ÓÔÉ, ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a_1; : : : ; a_n ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ ÄÌÑ ÎÉÈ.) åč ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ Œ B (ÉÌÉ Œ A) ÒÁŒ- ÎÏÓÉÌØÎÁ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ’(x_1; : : : ; x_n) ÐÒÉ ÚÎÁÞÅÎÉ- ÑÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ x_1 → a_1; : : : ; x_n → a_n | ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏ- ÒÑ, ÓÌÅÄÕÅÔ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÌÅÍÍÏÊ 2 ÎÁ Ó. 169. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ŒÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ Th_A(A) ÂÕÄÕÔ ÉÓÔÉÎÎÙ É Œ B.

œÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ: ÌÀÂÁÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÔÅÏÒÉÉ Th_A(A) ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅ- ÎÉÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ A. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÎÏÒÍÁÌØ- ÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ B. ôÏÇÄÁ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A (ÔÏÞÎÅÅ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÜÔÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ) ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B. òÁÚÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Œ B, ÔÁË ËÁË ÆÏÒÍÕÌÁ a_1 ≠ a_2, ÉÓÔÉÎÎÁÑ Œ A, ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÉÓÔÉÎÎÏÊ É Œ B. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, A ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ B É ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÉÔØ ÅÇÏ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B. üÔÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÐÒÅ- ÄÉËÁÔÙ É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÉÍŒÏÌÙ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÀÔÓÑ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÁÔÏÍÁÒÎÙÅ ÆÏÒ- ÍÕÌÙ ŒÉÄÁ P (a_1; : : : ; a_n), Á ÔÁËÖÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ¬P (a_1; : : : ; a_n) É f(a_1; : : : ; a_n) = a, ÉÓÔÉÎÎÙÅ Œ A, ÉÓÔÉÎÎÙ É Œ B. éÓÔÉÎ- ÎÙÅ Œ A ÆÏÒÍÕÌÙ ŒÉÄÁ ’(a_1; : : : ; a_n) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ Th_A(A) É ÐÏÔÏÍÕ ÉÓÔÉÎÎÙ É Œ B; ÌÏÖÎÙÅ Œ A ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÍÅÀÔ ÏÔ- ÒÉÃÁÎÉÑ Œ Th_A(A) É ÐÏÔÏÍÕ ÌÏÖÎÙ Œ B.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÅŒÅÎ-

ÇÅÊÍÁ { óËÏÌÅÍÁ Ï ÐÏŒÙÛÅÎÉÉ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÐÏÓÔÒÏ- ÉÔØ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÍÏÄÅÌØ ÔÅÏÒÉÉ Th_A(A), ÉÍÅÀÝÕÀ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÔÁË: ÄÏ- ÂÁŒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÏŒÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ c_i É ÆÏÒÍÕÌÙ c_i ≠ c_j (ÄÌÑ ŒÓÅÈ i ≠ j) Ë ÔÅÏÒÉÉ Th_A(A). ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÂÕ- ÄÅÔ ÓÏŒÍÅÓÔÎÏÊ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÎÏÒÍÁÌØ- ÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ. (œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÌÀÂÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÞÁÓÔØ Åč ÉÍÅÅÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÍÏÄÅÌØ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÏŒÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ, É ÉÍ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÄÁÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ A.) ðÏÜÔÏÍÕ É ŒÓÑ ÔÅÏÒÉÑ ÉÍÅÅÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÍÏÄÅÌØ. œÓÅÍ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍ c_i ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ Œ ÜÔÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÒÁÚÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÓÔÉÎÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ c_i ≠ c_j ), ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ, ÅÓÌÉ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ËÏÎÓÔÁÎÔ.

üÔÏÔ ÖÅ ÐÒÉčÍ ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎ ÎÁÍÉ ÐÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅ- ÎÉÉ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ (Ó. 236). ▷ ðÒÉŒÅÄčÎÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÄÁčÔ ÏÃÅÎËÕ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÓÎÉ- ÚÕ. íÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ É Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÕÖÎÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ:

ôÅÏÒÅÍÁ 62. ðÕÓÔØ A | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÉÎ- ÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ œ (Ó ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ) É ÐÕÓÔØ fi | ÍÏÝÎÏÓÔØ, ÎÅ ÍÅÎØÛÁÑ ÍÏÝÎÏÓÔÅÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ œ É ÉÎÔÅÒ- ÐÒÅÔÁÃÉÉ A. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ B ⊃ A ÍÏÝÎÏÓÔÉ fi.

◁ íÏÝÎÏÓÔØ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ œ_A ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÉÚ ÍÏÝÎÏ- ÓÔÅÊ œ É A; ÐÏÓÌÅ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÑ ÎÏŒÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ Œ ËÏÌÉÞÅ- ÓÔŒÅ fi ÛÔÕË ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ ÍÏÝÎÏÓÔÉ fi, É ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 48 (Ó. 188) ÎÁÊÄčÔÓÑ ÍÏÄÅÌØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Th_A(A) ÍÏÝÎÏÓÔÉ fi. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ Åč Œ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÍÏÄÅÌØ (ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÑ) ÍÏÖÅÔ ÌÉÛØ ÕÍÅÎØÛÉÔØ ÍÏÝÎÏÓÔØ, ÎÏ fi ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Õ ÎÁÓ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÅÓÔØ. ▷

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÐÒÉčÍ (ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅ ËÏÎÓÔÁÎÔ) ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 63. åÓÌÉ ÔÅÏÒÉÑ (Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ Ó ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ) ÉÍÅÅÔ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÉÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÎÏÒ- ÍÁÌØÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ, ÔÏ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÎÏÒÍÁÌØ- ÎÕÀ ÍÏÄÅÌØ.

◁ äÏÂÁŒÉÍ Ë ÔÅÏÒÉÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÏŒÙÈ ËÏÎ-

ÓÔÁÎÔ É ÁËÓÉÏÍÙ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÏÎÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. ìÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÆÒÁÇÍÅÎÔ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÉÍÅÅÔ ÎÏÒÍÁÌØ- ÎÕÀ ÍÏÄÅÌØ (ŒÏÚØÍčÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÕÀ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÍÏ- ÄÅÌØ É ÐÒÏÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÅÍ Œ ÎÅÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ). ðÏ ÔÅÏÒÍÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ É ŒÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÉÍÅÅÔ ÎÏÒÍÁÌØ- ÎÕÀ ÍÏÄÅÌØ, ËÏÔÏÒÁÑ É ÂÕÄÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÍÏ- ÄÅÌØÀ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ. ▷

œÏÏÂÝÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÓÅÂÅ ÔÁËÏÊ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÏ- ÐÒÏÓ. ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÔÅÏÒÉÑ (ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÐÒÏÓÔÏ ÏÄ- ÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ). ëÁËÏŒÙ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÍÏÝÎÏÓÔÉ Åč ÎÏÒÍÁÌØ- ÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ? ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÄÌÑ ÔÅÏÒÉÊ Ó ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÉÇ- ÎÁÔÕÒÏÊ ŒÅÒÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÄŒÕÈ: ÌÉÂÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ ŒÏŒÓÅ ÎÅÔ, ÌÉÂÏ ÅÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ ŒÓÅÈ ÍÏÝÎÏÓÔÅÊ. üÔÏ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÔ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÅŒÅÎÇÅÊÍÁ { óËÏÌÅÍÁ ÏÂ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÐÏÄÍÏÄÅÌÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 42) É Ï ÐÏŒÙÛÅÎÉÉ ÍÏÝ- ÎÏÓÔÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 61).

þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÐÒÏ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÏÄÅ- ÌÅÊ? äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÍÏÝÎÏÓÔÅÊ Åč ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ. åÇÏ ÉÎÏ- ÇÄÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÓÐÅËÔÒÏÍ ÆÏÒÍÕÌÙ. üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÏ- ÖÅÔ ÂÙÔØ ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÓÌÏÖÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÎÁÐÒÉ- ÍÅÒ, ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌÙ, ŒÙÒÁÖÁÀÝÅÊ ÁËÓÉÏÍÙ ÐÏÌÑ, ÓÐÅËÔÒ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ.

116. (Á) õËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÓÐÅËÔÒ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÞčÔÎÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. (Â) õËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÓÐÅËÔÒ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÎÅÞčÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. (Œ) õËÁÖÉÔÅ ÆÏÒ- ÍÕÌÕ, ÓÐÅËÔÒ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÓÏÓÔÁŒÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

ìÀÂÏÐÙÔÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÓÐÅËÔÒÁ (ÐÒÉ- ŒÅÄčÎÎÁÑ Œ ËÎÉÇÅ ëÅÊÓÌÅÒÁ É þÜÎÁ ÐÏÄ ÎÏÍÅÒÏÍ 1 ÓÒÅÄÉ ĂÓÔÁÒÙÈ ÐÒÏÂÌÅÍ ÔÅÏÒÉÉ ÍÏÄÅÌÅÊĄ), ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÏ ÏËÁÚÁ- ÌÁÓØ ÓŒÑÚÁÎÁ Ó ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÓÌÏÖÎÏ- ÓÔÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ | ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÊ ĂÐÒÏÂÌÅÍÏÊ ÐÅÒÅÂÏ- ÒÁĄ. (ðÒÏÂÌÅÍÁ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÓÐÅËÔÒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ: ŒÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ (ÄÏ N) Ë ÓÐÅËÔÒÕ ÌÀÂÏÊ ÆÏÒÍÕ- ÌÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÐÅËÔÒÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ?)

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÉÍÅÒÁ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÏŒÙ- ÛÅÎÉÉ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÄÏËÁÖÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ (ÔÅÏÒÅÍÁ 40), ÎÅ ÐÒÏŒÏÄÑ ÜÌÉÍÉÎÁÃÉÀ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ. ðÕÓÔØ

ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁŒÎÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ Œ ÐÏÌÅ k^′, ÑŒÌÑÀÝÅÍ- ÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÐÏÌÑ k. ðÏËÁ- ÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ É Œ k. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒ- ÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ k^{′′} ⊃ k ÏÞÅÎØ ÂÏÌØÛÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ. ôÅÐÅÒØ k^′ ÍÏÖÎÏ ŒÌÏÖÉÔØ Œ k^{′′} (ÜÔÏ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÐÏ ÔÒÁÎÓ- ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÒÅËÕÒÓÉÉ: ÄÏÂÁŒÌÑÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÍÙ ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØÀ k^{′′}, ÄÏÂÁ- ŒÌÑÑ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÍÙ ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÂÏÌØÛÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔØÀ k^{′′}). úÎÁÞÉÔ, ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ Œ k^{′′}. ðÏ- ÓËÏÌØËÕ k^{′′} ÂÙÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ, ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ Œ k.

äÒÕÇÏÅ ÌÀÂÏÐÙÔÎÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÏŒÙÛÅ- ÎÉÉ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÔÁËÏŒÏ. îÁÚÏŒčÍ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ŒÏÚÒÁ- ÓÔÁÀÝÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ x_1 ¡ x_2 ¡ : : : ¡ x_n É y_1 ¡ ¡ y_2 ¡ : : : ¡ y_n ÎÁÊÄčÔÓÑ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÊ x_i Œ y_i (ÐÒÉ ŒÓÅÈ i = 1; : : : ; n).

ôÅÏÒÅÍÁ 64. äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÎÁÊ- ÄčÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÁ- ËÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ.

◁ íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (É ŒÏÏÂÝÅ ÌÀÂÏÅ ÓÞčÔÎÏÅ ÐÌÏÔÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ) ÏÄ- ÎÏÒÏÄÎÏ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ÎÁ- ÂÏÒÁÍÉ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÁŒ- ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ (ÄÏÂÁŒÌÑÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÏÞÅÒčÄÎÏ Ó ÔÏÊ ÉÌÉ ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ). äÒÕÇÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ÜÔÏÍ | ŒÓÐÏÍÎÉÔØ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, É ŒÚÑÔØ ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ.

äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÓÐÏÓÏÂ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÁŒÔÏ- ÍÏÒÆÉÚÍÏŒ Ó n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ ŒÉÄÅ ÆÕÎËÃÉÉ f_n Ó 2n + 1 ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ: f(z; x_1; : : : ; x_n; y_1; : : : ; y_n) ÏÚÎÁ- ÞÁÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ, Œ ËÏÔÏÒÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ z ÐÒÉ ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍÅ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÍ x_i Œ y_i. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ Q ËÁË ÉÎÔÅÒÐÒÅ- ÔÁÃÉÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ, ŒËÌÀÞÁÀÝÅÊ ÐÏÒÑÄÏË É ŒÓÅ f_i. ðÏ ÔÅ- ÏÒÅÍÅ Ï ÐÏŒÙÛÅÎÉÉ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÕÀ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ ÌÀÂÏÊ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÍÏÝÎÏ- ÓÔÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÆÕÎËÃÉÊ f_n ŒÙÒÁÖÁÅÀÔÓÑ ÆÏÒ-

ÍÕÌÁÍÉ, ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ. ▷

5.3. ðÏÌÎÙÅ ÔÅÏÒÉÉ

œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÐÏÐÙÔÁÅÍÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÚÉÒÏŒÁÔØ ÕÖÅ ÉÚŒÅÓÔÎÙÅ ÎÁÍ ÐÏÎÑÔÉÑ É ÆÁËÔÙ.

• îÁÞÎčÍ Ó ÎÁÐÏÍÉÎÁÎÉÊ. óÉÇÎÁÔÕÒÏÊ ÍÙ ÎÁÚÙŒÁÌÉ ÎÁÂÏÒ ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÈ É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ. óÒÅÄÉ ÆÏÒÍÕÌ ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ŒÙÄÅÌÑÀÔ ÚÁÍËÎÕ- ÔÙÅ (ÆÏÒÍÕÌÙ ÂÅÚ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ). óÉÇÎÁÔÕÒÁ ÉÍÅ- ÅÔ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÆÏÒÍÕ- ÌÙ ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÂÙŒÁÀÔ ÉÓÔÉÎÎÙÍÉ É ÌÏÖÎÙÍÉ. ðÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÄÁÎ- ÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÉÅÊ Œ ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁ- ÔÕÒÅ. íÏÄÅÌØÀ ÔÅÏÒÉÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÔÅÏÒÉÉ ÉÓÔÉÎÎÙ. ôÅÏÒÉÑ ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏŒÍÅÓÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÍÏÄÅÌØ.

• ôÅÏÒÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÉÅÊ Ó ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ŒËÌÀÞÁÅÔ Œ ÓÅÂÑ ÁËÓÉÏÍÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (Á Åč ÓÉÇÎÁÔÕ- ÒÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÉÍŒÏÌ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ). éÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÔÅ- ÏÒÉÉ Ó ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÅÔÓÑ ËÁË ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏŒ ÎÏÓÉÔÅÌÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ. óÏŒÍÅÓÔÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ Ó ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ÉÍÅÅÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÍÏÄÅÌØ (ÐÏÌÕÞÁÅÍÕÀ ÉÚ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÅÊ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÀ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ).

• çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ’ ŒÙŒÏÄÉÍÁ Œ ÔÅ- ÏÒÉÉ T (ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÔÅÏÒÉÉ T ), ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÕ- ÌÁ ’ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÁËÓÉÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ É ÆÏÒÍÕÌ ÔÅÏÒÉÉ T ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÁÍ ŒÙŒÏÄÁ. (ïÂÏÚÎÁ- ÞÅÎÉÅ: T ⊢ ’.)

æÏÒÍÕÌÁ ’ ŒÙŒÏÄÉÍÁ Œ ÔÅÏÒÉÉ T ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ- ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Œ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ ÎÅ- ËÏÔÏÒÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ŒÉÄÁ ø → ’, ÇÄÅ ø | ËÏÎSSÀÎËÃÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÆÏÒÍÕÌ ÉÚ T .

æÏÒÍÕÌÁ ’ ÓÅÍÁÎÔÉÞÅÓËÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ T , ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÉÓÔÉÎÎÁ Œ ÌÀÂÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÔÅÏÒÉÉ T (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: T ⊨ ’). óÅÍÁÎÔÉÞÅÓËÏÅ ÓÌÅÄÏŒÁÎÉÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ŒÙ- ŒÏÄÉÍÏÓÔÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 51, Ó. 190). œÚÑŒ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ’ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÏÖÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ⊥ (ÓËÁÖÅÍ, ÏÔÒÉ- ÃÁÎÉÅ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÉ), ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÐÏÎÑÔÉÑÍ ÐÒÏÔÉŒÏ- ÒÅÞÉŒÏÓÔÉ (T ⊢⊥) É ÎÅÓÏŒÍÅÓÔÎÏÓÔÉ (T ⊨⊥, T ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÍÏÄÅÌÅÊ). œ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ŒÙŒÏÄÉ- ÍÁ ÌÀÂÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ).

• îÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÁÑ ÔÅÏÒÉÑ T ÐÏÌÎÁ (Œ ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÇÎÁ- ÔÕÒÅ), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ’ ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÌÉÂÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ’, ÌÉÂÏ Åč ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ ¬’ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ ÉÚ T .

• äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ M ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ œ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ M, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÕÀ Th(M) É ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ŒÓÅÈ ÉÓÔÉÎÎÙÈ Œ M ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÆÏÒ- ÍÕÌ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ œ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÜÔÁ ÔÅÏÒÉÑ ÐÏÌÎÁ (ÏÄÎÁ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ ’ É ¬’ ÅÊ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ). äŒÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅ- ÔÁÃÉÉ M_1 É M_2 ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, ÅÓÌÉ Th(M_1) = Th(M_2).

• ôÅÏÒÉÑ T ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÉÒÕÅÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ T^′ ÔÅÏÒÅÍ ÔÅ- ÏÒÉÉ T , ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÙŒÏÄÑÔÓÑ ŒÓÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÉÚ T (ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ, ÉÍÅÀÝÁÑ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍ).

• ôÅÏÒÉÑ Ó ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ, ÉÍÅÀÝÁÑ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÉÌÉ ÓÞčÔ- ÎÕÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÞÎÏÊ Œ ÓÞčÔ- ÎÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ Åč ÓÞčÔÎÙÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÍÏ- ÄÅÌÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. ëÁÔÅÇÏÒÉÞÎÏÓÔØ Œ ÄÁÎÎÏÊ ÎÅÓÞčÔ- ÎÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

• ôÅÏÒÉÑ Ó ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÏÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÒÅÛÉ- ÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ, ŒÙŒÏÄÉÍÁ ÌÉ ÏÎÁ Œ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÉÌÉ ÎÅÔ.

117. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅ Ë ÔÅÏÒÉÉ ÌÀÂÏÊ Åč ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍ.

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔØ Ë ÐÒÉÍÅÒÁÍ, ÓÄÅÌÁÅÍ ÄŒÁ ÐÒÏ- ÓÔÙÈ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ.

ôÅÏÒÅÍÁ 65 (ËÒÉÔÅÒÉÊ ìÏÓÑ { œÏÏÔÁ). îÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉ- ŒÁÑ ÔÅÏÒÉÑ T Ó ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ Œ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÉÌÉ ÓÞčÔÎÏÊ ÓÉÇ- ÎÁÔÕÒÅ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÁÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ É ËÁÔÅÇÏÒÉÞÎÁÑ Œ ÓÞčÔÎÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ, ÐÏÌÎÁ.

◁ ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ ’ É ¬’ ÎÅ ŒÙ- ŒÏÄÉÍÁ Œ ÔÅÏÒÉÉ T . ôÏÇÄÁ ÏÂÅ ÔÅÏÒÉÉ T ∪ {¬’} É T ∪ {’} ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÙ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 47 (Ó. 188) ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÓÞčÔ- ÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÓÞčÔÎÙÍÉ ÐÏÓÌÅ ÆÁËÔÏÒÉ- ÚÁÃÉÉ (ÐÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÍÏÄÅÌÑÍ), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÔÅÏ- ÒÉÑ T ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ. üÔÉ ÓÞčÔÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ (Œ ÓÉÌÕ ËÁÔÅÇÏÒÉÞÎÏÓÔÉ). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Œ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÉÓÔÉÎÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ¬’, Á Œ ÄÒÕÇÏÊ | ÆÏÒÍÕÌÁ ’, ÔÁË ÞÔÏ ÏÎÉ ÄÁÖÅ ÎÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ (ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 3.9, ÞÔÏ ÔÁËÏÇÏ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ). ▷

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ É ÏÂÝÁÑ ÆÏÒÍÁ ËÒÉÔÅÒÉÑ ìÏÓÑ { œÏÏÔÁ:

ôÅÏÒÅÍÁ 66. îÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÁÑ ÔÅÏÒÉÑ Ó ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ Œ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÉÌÉ ÓÞčÔÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÁÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ É ËÁÔÅÇÏÒÉÞÎÁÑ Œ ÄÁÎÎÏÊ ÎÅÓÞčÔÎÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ff, ÐÏÌÎÁ.

◁ ðÕÓÔØ ÔÅÏÒÉÑ T ÎÅ ÐÏÌÎÁ É Ë ÎÅÊ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÓÏÅÄÉ- ÎÉÔØ ÂÅÚ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÑ ÌÀÂÕÀ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ ’ É ¬’. òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÓÞčÔÎÙÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ ÔÅÏÒÉÊ T ∪ {’} É T ∪ {¬’}. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 62 ÕŒÅÌÉÞÉÍ ÉÈ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÄÏ ff É ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ. ▷

118. õÓÌÏŒÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÉÌÉ ÓÞčÔÎÏÓÔÉ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ Œ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÍÏÖÎÏ ÏÓÌÁÂÉÔØ. ëÁË ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ?

œÏÔ ÐÒÉÍÅÒ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 66. ôÅÏÒÉÑ ÁÌÇÅÂÒÁ- ÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÌÅÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0 ËÁÔÅÇÏÒÉÞÎÁ Œ ÌÀÂÏÊ ÎÅÓÞčÔÎÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ. (üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ Ó ÉÓ- ÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ÐÏÎÑÔÉÑ ÂÁÚÉÓÁ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ: ÔÁËÏÅ ÐÏÌÅ ÉÍÅÅÔ ÂÁÚÉÓ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÁÌÇÅÂÒÁ-

ÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÏÝÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÎÁ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ŒÓÅ- ÇÏ ÐÏÌÑ, Á ÄŒÁ ÐÏÌÑ Ó ÒÁŒÎÏÍÏÝÎÙÍÉ ÂÁÚÉÓÁÍÉ ÔÒÁÎÓÃÅÎ- ÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÜÔÁ ÔÅÏÒÉÑ ÐÏÌ- ÎÁ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÏ ÓÏ ÚÎÁÍÅ- ÎÉÔÏÊ (É ÔÒÕÄÎÏÊ!) ÔÅÏÒÅÍÏÊ íÏÒÌÉ; ÜÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÉÑ Ó ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ, ËÁÔÅÇÏÒÉÞÎÁÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÎÅÓÞčÔÎÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ, ËÁÔÅÇÏÒÉÞÎÁ É ŒÏ ŒÓÅÈ ÎÅÓÞčÔÎÙÈ ÍÏÝÎÏÓÔÑÈ. (ðÏÄÒÏÂÎÏ Ï ÔÅÏÒÅÍÅ íÏÒÌÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÅÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ÕÞÅÂÎÉËÅ ëÅÊÓÌÅÒÁ É þÜÎÁ [13].)

ôÅÏÒÅÍÁ 67. ëÏÎÅÞÎÏ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÉÒÕÅÍÁÑ ÐÏÌÎÁÑ ÔÅÏ- ÒÉÑ Œ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ.

◁ ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ’. âÕÄÅÍ ÐÅÒÅ- ÂÉÒÁÔØ ŒÓÅ ŒÙŒÏÄÙ Œ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ É ÐÒÏŒÅ- ÒÑÔØ, ÎÅ ÏÂÎÁÒÕÖÉÌÁÓØ ÌÉ ŒÙŒÏÄÉÍÏÓÔØ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÆÏÒ- ÍÕÌ ’ ÉÌÉ ¬’ ÉÚ ËÏÎSSÀÎËÃÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÁËÓÉÏÍ ÔÅÏ- ÒÉÉ T . òÁÎÏ ÉÌÉ ÐÏÚÄÎÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ ÏËÁÖÅÔÓÑ ŒÙŒÏÄÉÍÏÊ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÔÅÏÒÉÑ ÐÏÌÎÁ), É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÕÚÎÁÅÍ, ËÁËÁÑ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ ŒÙŒÏÄÉÍÁ Œ ÔÅÏÒÉÉ. ▷

üÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÎÅËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÏ Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÎÅ ÄÁčÔ ÎÉËÁËÏÊ ÏÃÅÎËÉ ÎÁ ŒÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔ- ÍÁ. ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ ËÏ- ÎÅÞÎÏÊ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÔÅÏÒÉÉ; ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÁ ÉÍÅÌÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÅ ÉÌÉ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÁË- ÓÉÏÍ (ÓÍ. [5]).

ðÒÏÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÍ ŒÓÅ ÜÔÉ ÐÏÎÑÔÉÑ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ (Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ ÕÖÅ ÏÂÓÕÖÄÁŒÛÉÈÓÑ ÎÁÍÉ) ÐÒÉÍÅÒÁÈ.

ðÌÏÔÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÐÏ- ÒÑÄËÁ É ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÏÒÉÀ ÐÌÏÔÎÙÈ ÌÉÎÅÊ- ÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÂÅÚ ÐÅÒŒÏÇÏ É ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ŒËÌÀÞÁÅÔ Œ ÓÅÂÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÁËÓÉÏÍÙ:

• ÁËÓÉÏÍÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅ ÐÏÒÑÄ- ËÁ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÎÁ ÒÁŒÎÙÅ);

• ∀x (x ⩽ x) (ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏÓÔØ ÐÏÒÑÄËÁ);

• ∀x∀y∀z ((x ⩽ y) ∧ (y ⩽ z) → (x ⩽ z))

(ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔØ ÐÏÒÑÄËÁ);

• ∀x∀y ((x ⩽ y) ∧ (y ⩽ x) → (x = y))

(ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÐÏÒÑÄËÁ);

• ∀x∀y ((x ⩽ y) ∨ (y ⩽ x)) (ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÐÏÒÑÄËÁ);

• ∀x∃y (y ¿ x) (ÎÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ; (y ¿ x) ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅÍ ÄÌÑ ¬(y ⩽ x) ÉÌÉ ÄÌÑ (x ⩽ y)∧¬(x = y) | ÐÒÉ ÎÁÌÉÞÉÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÁËÓÉÏÍ ÜÔÏ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ);

• ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÁËÓÉÏÍÁ ÐÒÏ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ;

• ∀x∀y ((x ¡ y) → ∃z ((x ¡ z) ∧ (z ¡ y)) (ÐÌÏÔÎÏÓÔØ).

òÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÞčÔÎÕÀ ÍÏÄÅÌØ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ, Á ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ | ÎÅÓÞčÔÎÕÀ. ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÕÐÏÍÉÎÁÌÉ, ÜÔÁ ÔÅÏÒÉÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÞÎÁ Œ ÓÞčÔÎÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ, ŒÓÅ Åč ÓÞčÔÎÙÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. ïÔÓÀÄÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 65 ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÐÏÌÎÁ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Œ ÎÅÊ ŒÙŒÏÄÑÔÓÑ ŒÓÅ ÉÓÔÉÎÎÙÅ Œ Q (ÉÌÉ Œ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÍÏÄÅÌÉ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Œ R) ÆÏÒÍÕÌÙ Åč ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ (Œ ÓÁ- ÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ ’ É ¬’ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÁ ÉÓÔÉÎÎÁ É ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÁ ŒÙŒÏÄÉÍÁ, É ŒÙŒÏÄÉÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÉÓ- ÔÉÎÎÏÊ). îÁËÏÎÅÃ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 67 ÜÔÁ ÔÅÏÒÉÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ.

äÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÈ ÖÅ ÆÁËÔÏŒ ÄÁčÔ ÜÌÉÍÉÎÁ- ÃÉÑ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ (ÔÅÏÒÅÍÁ 30, Ó. 115). ëÁË ÍÙ ÏÔÍÅÞÁÌÉ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 3.6, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ’ ÎÁÛÅÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ’^′, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁÑ ’ Œ ÌÀÂÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÔÅÏÒÉÉ ÐÌÏÔÎÙÈ ÌÉ- ÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÂÅÚ ÐÅÒŒÏÇÏ É ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ðÏÜÔÏÍÕ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ’ ↔ ’^′ (Ó ËŒÁÎÔÏ- ÒÁÍÉ ŒÓÅÏÂÝÎÏÓÔÉ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ. åÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ’ ÂÙÌÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ, ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ’^′ ÂÕÄÅÔ ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÅÎÎÏ ÉÓÔÉÎÎÏÊ ÉÌÉ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ ÌÏÖÎÏÊ. œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Œ ÔÅÏÒÉÉ ŒÙŒÏÄÉÍÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ’, ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕ- ÞÁÅ | Åč ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÔÅÏÒÉÑ ÐÏÌÎÁ.

óËÁÚÁÎÎÏÅ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ É ÔÁË: ÍÙ ÄÏËÁ- ÚÁÌÉ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÔÅÏÒÉÉ Th(Q; =; ¡), ÐÒÅÄSSÑŒÉŒ ÓÐÉÓÏË ÁËÓÉÏÍ.

119. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÔÅÏÒÉÑ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÞÎÏÊ Œ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ËÏÎÔÉÎÕÕÍ.

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ (ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ íÏÒÌÉ), ÞÔÏ ÔÅÏÒÉÑ ÐÌÏÔ- ÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÂÅÚ ÐÅÒŒÏÇÏ É ÐÏ- ÓÌÅÄÎÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ËÁÔÅÇÏÒÉÞÎÏÊ ÎÉ Œ ËÁËÏÊ ÎÅ- ÓÞčÔÎÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ.

120. îÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÅÏÒÅÍÙ íÏÒÌÉ, ÕËÁÖÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÎÅ- ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÐÌÏÔÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÚÁ- ÄÁÎÎÏÊ ÎÅÓÞčÔÎÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ.

121. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÔÅÏÒÉÉ Th([0; 1]; =; ¡) É Th([0; +∞); =; ¡) ËÏÎÅÞÎÏ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÉÒÕÅÍÙ, ÐÏÌÎÙ É ÒÁÚÒÅ- ÛÉÍÙ. âÕÄÕÔ ÌÉ ÏÎÉ ËÁÔÅÇÏÒÉÞÎÙÍÉ Œ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ËÏÎÔÉÎÕÕÍ?

122. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÏÒÉÀ ÐÌÏÔÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ (ÎÅ ÄÏÂÁŒÌÑÑ ÁËÓÉÏÍ ÐÒÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ É ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ). âÕÄÅÔ ÌÉ ÏÎÁ ËÁÔÅÇÏÒÉÞÎÁ Œ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÍÏÝÎÏÓÔÉ? ÐÏÌÎÁ? ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ?

ôÅÏÒÉÑ Th(Z; =; S; 0) œ ÜÔÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ÍÙ ÄÅÊÓÔŒÕÅÍ Œ ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ, ÎÁÞÁŒ Ó ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ (ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ Ó ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏÍ, ÆÕÎËÃÉÅÊ ÐÒÉÂÁŒÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ É ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ 0) É ÐÏÓÔÒÏÉŒ ÑŒÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÁËÓÉÏÍ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒÓÐÏÍÎÉÍ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ ÜÌÉÍÉÎÁÃÉÉ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 3.6 (ÔÅÏÒÅ- ÍÁ 28). ëÁËÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÄÏÌÖÎÁ ÏÂÌÁÄÁÔØ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÑÚÙËÁ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÉÓÐÏÌØÚÏ- ŒÁÎÎÙÅ ÐÒÉ ÜÌÉÍÉÎÁÃÉÉ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ, ÂÙÌÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ- ÍÉ? ðÏÍÉÍÏ ÁËÓÉÏÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÆÕÎË- ÃÉÑ S ÂÙÌÁ ÂÉÅËÃÉÅÊ É ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ

: : : ; S^{−1}(S^{−1}(x)); S^{−1}(x); x; S(x); S(S(x)); : : :

ÂÙÌÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÜÌÉÍÉÎÁÃÉÑ ËŒÁÎÔÏ- ÒÏŒ ÄÁčÔ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÕÀ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ŒÏ ŒÓÅÈ ÍÏ- ÄÅÌÑÈ ÔÁËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ:

• ÁËÓÉÏÍÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ;

• ∀x∀y ((S(x) = S(y)) → (x = y));

• ∀x∃y (S(y) = x);

• ∀x ¬(x = S(x));

• ∀x ¬(x = S(S(x)));

• ∀x ¬(x = S(S(S(x)))) É Ô. Ä.

ïÇÒÁÎÉÞÉŒÁÑÓØ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ, ÍÙ (ËÁË É Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ) ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ Th(Z; =; S; 0) ÓÏŒÐÁÄÁ- ÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ŒÓÅÈ ÆÏÒÍÕÌ, ŒÙŒÏÄÉÍÙÈ ÉÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎ- ÎÙÈ ÁËÓÉÏÍ, ÔÁË ÞÔÏ ÔÅÏÒÉÑ Ó ÜÔÉÍÉ ÁËÓÉÏÍÁÍÉ ÐÏÌÎÁ. ïÎÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ (ËÁË ÌÀÂÁÑ ÐÏÌÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ Ó ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÁËÓÉÏÍ; ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÑŒÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÁčÔÓÑ ÜÌÉÍÉÎÁÃÉÅÊ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ).

œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ, ÜÔÁ ÔÅÏÒÉÑ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÞÎÏÊ Œ ÓÞčÔÎÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ | ÎÁÐÒÉ- ÍÅÒ, Z+Z ÑŒÌÑÅÔÓÑ Åč ÍÏÄÅÌØÀ, ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÊ ÉÓÈÏÄÎÏÊ.

123. ïÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ÍÏÄÅÌÉ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ.

124. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÔÅÏÒÉÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÞÎÁ Œ ÌÀÂÏÊ ÎÅ- ÓÞčÔÎÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ.

ðÏËÁÖÅÍ Œ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÔÅÏÒÉÑ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÉÒÕÅÍÏÊ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ÉÍÅÅÔ- ÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ F ÔÅÏÒÅÍ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÅÄÕÀÔ ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ. ëÁÖÄÁÑ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ F ŒÙŒÏÄÉÍÁ ÉÚ ÁËÓÉÏÍ, É ÜÔÏÔ ŒÙŒÏÄ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÁËÓÉÏÍ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÁËÓÉÏÍÙ (ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÅ Œ ŒÙŒÏÄÅ ÆÏÒÍÕÌ ÉÚ F ) ŒÏÏÂ- ÝÅ ÌÉÛÎÉÅ. á ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË: Œ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎ- ÎÏÊ ÉÚ ÏÓÔÁÔËÏŒ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ N, ŒÅÒÎÙ ŒÓÅ ÁËÓÉÏÍÙ, ËÒÏÍÅ S^N (x) ≠ x; S^{2N} (x) ≠ x; : : : , ÐÏÜÔÏÍÕ ÜÔÉ ÁËÓÉÏÍÙ ÎÅ ÓÌÅ- ÄÕÀÔ ÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ.

125. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÏÅ ÎÁÍÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÎÏ- ÓÉÔ ÏÂÝÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ: ÅÓÌÉ ÔÅÏÒÉÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ, ÎÏ ËÏÎÅÞÎÏ ÁË- ÓÉÏÍÁÔÉÚÉÒÕÅÍÁ, ÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ Åč ËÏÎÅÞÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ŒÓÅÊ ÔÅÏÒÉÉ (ÉÍÅÅÔ ÔÅ ÖÅ ÔÅÏÒÅÍÙ).

ôÅÏÒÉÑ Th(Z; =; ¡; S; 0) þÔÏ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÄÏÂÁŒÉÍ Ë ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ, ÐÏÍÉÍÏ ÐÒÉÂÁŒÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÅÝč É ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÁ? ëÁË ÍÙ

ŒÉÄÅÌÉ (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 29 É ÚÁÄÁÞÕ ÐÏÓÌÅ ÎÅ- ÇÏ, Ó. 113), ÜÌÉÍÉÎÁÃÉÑ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ŒÏÚÍÏÖ- ÎÁ. äÌÑ ÐÒÉÄÁÎÉÑ ÚÁËÏÎÎÏÓÔÉ ÎÁÍ ÎÕÖÎÙ ÔÁËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ (ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ): ÏÎÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ- ŒÏ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ (ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÊ Ó ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÆÕÎËÃÉÉ S) É ÎÅ- ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÅÄÛÅÓÔŒÕÀÝÉÊ. œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÐÒÅÄÙÄÕ- ÝÅÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ, ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÁËÓÉÏÍ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÅÏÒÉÑ Th(Z; =; ¡; S; 0) ËÏÎÅÞÎÏ ÁËÓÉÏÍÁ- ÔÉÚÉÒÕÅÍÁ, Á ÔÁËÖÅ (ËÁË É Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ) ÐÏÌÎÁ, ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ, ÎÏ ÎÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÞÎÁ Œ ÓÞčÔÎÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ.

íÏÖÎÏ ÏÂÏÊÔÉÓØ É ÂÅÚ ÜÌÉÍÉÎÁÃÉÉ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ, ÒÁÓ- ÓÕÖÄÁÑ ÉÎÁÞÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÏÒÉÀ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎ- ÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ É ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ É ÏÐÉÛÅÍ ŒÓÅ Åč ÍÏÄÅÌÉ. éÍÅÎÎÏ, ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÌÀ- ÂÁÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ M ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ Z × A, ÇÄÅ A | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (ÐÏÒÑÄÏË ÎÁ ÐÁÒÁÈ ÔÁËÏŒ: ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÒÁŒÎÉŒÁÀÔÓÑ A-ËÏÍ- ÐÏÎÅÎÔÙ, Á Œ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ | Z-ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ.) œ ÓÁ- ÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ x É y ÌÅÖÁÔ ĂŒ ÏÄÎÏÊ ÇÁÌÁËÔÉËÅĄ, ÅÓÌÉ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ. (ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÎÏ- ÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, É ÎÁÛÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÇÁÌÁËÔÉËÉ.) äÁÌÅÅ ÐÒÏŒÅÒÑÅÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÇÁÌÁËÔÉËÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ Z (ËÁË ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ) É ÞÔÏ ÎÁ ÇÁÌÁËÔÉËÁÈ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏÒÑÄÏË.

ôÅÐÅÒØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÉÇÒÙ üÒÅÎÆÏÊÈÔÁ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 3.9, ÔÅÏÒÅÍÁ 37) ÍÙ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÍÏÄÅ- ÌÉ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ. ïÔÓÀÄÁ ÚÁ- ËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÉÑ ÐÏÌÎÁ (ËÁË Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅ- ÍÙ 65, ÇÄÅ ÍÙ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÕÀ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÍÏÄÅÌÅÊ, Á ÎÅ ÉÈ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ).

126. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÉÑ Th(Z;=; ¡; S; 0) ÎÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÞ- ÎÁ ÎÉ Œ ËÁËÏÊ ÎÅÓÞčÔÎÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ.

127. âÕÄÅÔ ÌÉ ÔÅÏÒÉÑ Th(Z;=; ¡) ËÏÎÅÞÎÏ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÉÒÕ- ÅÍÏÊ? ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÊ? ËÁÔÅÇÏÒÉÞÎÏÊ?

128. âÕÄÅÔ ÌÉ ÔÅÏÒÉÑ Th(N; =; ¡) ËÏÎÅÞÎÏ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÉÒÕ-

ÅÍÏÊ? ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÊ? ËÁÔÅÇÏÒÉÞÎÏÊ?

ôÅÏÒÉÑ Th(Q; =; ¡; +; 0; 1) üÔÕ ÔÅÏÒÉÀ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÉ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 3.6, Ó. 118.

íÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÄŒÕÍÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ 0 É 1, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÌÀ- ÂÕÀ ÁÔÏÍÁÒÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÚÎÁ- ÍÅÎÁÔÅÌÀ É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÃÅÌÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ ÞÅÒÅÚ 0 É 1.

íÙ ÈÏÔÉÍ ÕËÁÚÁÔØ ÎÁÂÏÒ ÑŒÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÁËÓÉÏÍ ÜÔÏÊ ÔÅ- ÏÒÉÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÆÏÒÍÕÌ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÙŒÏÄÑÔÓÑ ŒÓÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ. ëÁË É Œ ÐÒÅÄÙÄÕ- ÝÉÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ, ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÐÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÏŒÁŒ ÐÒÏ- ÃÅÓÓ ÜÌÉÍÉÎÁÃÉÉ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ É ŒÙÑŒÉŒ ŒÓÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÙÅ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ. (œÓÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅ- ÍÙÅ ÎÁÍÉ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ, Á ÁËÓÉÏÍÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ ŒËÌÀÞÁÀÔÓÑ Œ ÓÔÒÏÉÍÕÀ ÎÁÍÉ ÔÅÏÒÉÀ.)

ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÎÁÍ ŒÁÖÎÏ, ÞÔÏ ÐÏ ÓÌÏÖÅÎÉÀ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÁÂÅÌÅŒÕ ÇÒÕÐÐÕ (É 0 ÑŒÌÑÅÔÓÑ Åč ÎÕÌčÍ). üÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÈ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔØ ÞÌÅÎÙ Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ Œ ÄÒÕÇÕÀ. äÌÑ ÏÐÅÒÁÃÉÊ Ó ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÚÎÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÒÑ- ÄÏË ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ É ÞÔÏ ÏÎ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎ ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ (ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ ÉÚ x ¡ y ÓÌÅÄÕÅÔ x + z ¡ y + z). ëÒÏÍÅ ÔÏ- ÇÏ, ÍÙ ÕÍÎÏÖÁÌÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ É ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÁ ÒÁÃÉÏÎÁÌØ- ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. þÔÏÂÙ ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÚÁËÏÎÎÏ, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÚÎÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÍÏÊ: ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ a ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ x + x = a; x + x + x = a; x + x + x + x = a; : : : ÉÍÅÀÔ ÒÅÛÅÎÉÑ. (œ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÔÁËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ËÁË ÌÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ.) îÁËÏÎÅÃ, ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÚÎÁÔØ, ÞÔÏ 1 ¿ 0.

ëÒÏÍÅ ÜÔÉÈ ÁËÓÉÏÍ (ËÏÔÏÒÙÈ ÓÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ) ÍÙ ÐÒÉ ÜÌÉÍÉÎÁÃÉÉ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀ- ÂÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ’ ÅÓÔØ ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ’^′, ËÏÔÏÒÁÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ’ Œ ÌÀÂÏÊ ÄÅÌÉÍÏÊ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ, ÉÓÔÉÎÎÁÑ Œ ÓÔÁÎ- ÄÁÒÔÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ (Œ Q), ÉÓÔÉÎÎÁ Œ ÌÀÂÏÊ ÄÅÌÉÍÏÊ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ, É ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÓÞčÔÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÁËÓÉÏÍ ÄÌÑ ÔÅÏÒÉÉ Th(Q; =; ¡; +; 0; 1).

129. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÔÅÏÒÉÑ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÁËÓÉ- ÏÍÁÔÉÚÉÒÕÅÍÏÊ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÄÅÌÉÍÏÓÔØ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÇÒÕÐ- ÐÙ ÎÁ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p ÎÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÎÁ ŒÓÅ ÍÅÎØ- ÛÉÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ | ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÚÎÁ- ÍÅÎÁÔÅÌØ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔ Ó p.)

130. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÔÅÏÒÉÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ.

131. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÔÅÏÒÉÑ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÞÎÏÊ. 132. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÉÑ Th(Q; =; +; 0) ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÁ- ÔÅÇÏÒÉÞÎÏÊ Œ ÓÞčÔÎÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ, ÎÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÞÎÁ Œ ÌÀÂÏÊ ÎÅ- ÓÞčÔÎÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ. (õËÁÚÁÎÉÅ: Åč ÍÏÄÅÌÉ | ŒÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.)

áÒÉÆÍÅÔÉËÁ ðÒÅÓÂÕÒÇÅÒÁ œ ÒÁÚÄÅÌÅ 3.7 ÍÙ ÚÁÎÉÍÁÌÉÓØ ÜÌÉÍÉÎÁÃÉÅÊ ËŒÁÎÔÏ- ÒÏŒ Œ ÔÅÏÒÉÉ (Z; =; ¡; +; 0; 1), ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÔÒÅÂÏŒÁÌÁ ÄÏÂÁ- ŒÌÅÎÉÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ (ÓÒÁŒÎÉÍÏÓÔØ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ N ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÃÅÌÙÈ N ¿ 1).

ðÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÏŒÁŒ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÍÏÖÎÏ ÉÚŒÌÅÞØ ÉÚ ÎÅÇÏ ÑŒÎÕÀ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÁÃÉÀ ÄÌÑ ÔÅÏÒÉÉ (Z; =; ¡; +; 0; 1) (ÂÅÚ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ). ëÁËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÏ- ÒÑÄËÁ É ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ? îÁÍ ŒÁÖÎÏ, ÞÔÏ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÂÅÌÅŒÕ ÇÒÕÐÐÕ, ÞÔÏ ÐÏÒÑÄÏË ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎ ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÞÔÏ x + 1 ÅÓÔØ ÎÅ- ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÚÁ x ÜÌÅÍÅÎÔ. œ ÌÀÂÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÏÄÇÒÕÐÐÕ ÄÅÌÑÝÉÈÓÑ ÎÁ N ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏŒ (ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÃÅÌÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ N ¿ 1) É ÓÒÁŒÎÉŒÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÜÔÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ. îÏ ÜÔÏÇÏ ÍÁÌÏ: ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÅÝč ÉÍÅÔØ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÄÅÌÉÔØ ÎÁ N Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ. üÔÏ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÁËÓÉÏÍÏÊ (ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ N | ÓŒÏÑ ÁËÓÉÏÍÁ): ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ÒÏŒÎÏ ÏÄÉÎ ÉÚ N ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ x; x − 1; x − 2; : : : ; x − N + 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ N.

íÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÛÁÇÉ ÜÌÉÍÉÎÁÃÉÉ ËŒÁÎÔÏ- ÒÏŒ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏÓÔØ Œ ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ. ðÒÏ- ŒÅÒÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ÃÅ- ÌÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÏÞÅÍÕ, ÓËÁÖÅÍ, a ≡ b (mod 3) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ a + a ≡ b + b (mod 6)? ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÅÒ- ŒÏÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ a − b = u + u + u ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ u, Á ŒÔÏÒÏÅ | ÞÔÏ (a − b) + (a − b) = v + v + v + v + v + v ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ v, É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ Œ ÕÐÏ-

ÒÑÄÏÞÅÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÉÚ x + x = 0 ÓÌÅÄÕÅÔ x = 0 (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ x ¿ 0 ÓÌÅÄÕÅÔ x+x ¿ x ¿ 0). îÁÉÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÊ ÛÁÇ | ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÂÏÒÁ. úÄÅÓØ ÎÁÄÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ŒÓÅ ÓÌÕÞÁÉ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ y ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÁŒÙÈ ÞÁÓÔÅÊ. œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÓÌÕÞÁÅŒ ÍÙ ÚÁÍÅÎÑÌÉ y ÎÁ ÐÅÒŒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÐÒÁŒÙÈ ÞÁÓÔÅÊ, ŒÓÔÒÅÞÁÀÝÉÊÓÑ ÐÒÉ ÄŒÉÖÅÎÉÉ ÛÁÇÁÍÉ D (ËÁË ÏÐÉÓÁÎÏ ÎÁ Ó. 123). üÔÕ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ ÍÏÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ËÁË ÄÅÌÅÎÉÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ (ÄÏ ÂÌÉÖÁÊÛÅÊ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ) ÎÁ D Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ; ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁÛÉÍÉ ÁËÓÉÏÍÁÍÉ.

133. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÉÑ (Z;=; ¡; +; 0; 1) ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ. 134. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÔÅÏÒÉÑ ÎÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÞÎÁ Œ ÓÞčÔÎÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ É ÏÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ Åč ÓÞčÔÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ŒÉÄ Z× A, ÇÄÅ A | ÄÅÌÉÍÁÑ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ.)

135. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÔÅÏÒÉÑ ÎÅ ËÏÎÅÞÎÏ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÉÒÕ- ÅÍÁ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ Z× A, ËÏÇÄÁ Œ A ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÍÅÎØÛÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ p, ÎÏ ÎÅ ÎÁ p.)

áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÐÏÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0 ôÅÏÒÅÍÁ 34 ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÜÌÉÍÉÎÁÃÉÉ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ Œ ÐÏÌÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÏÔ- ÍÅÞÁÌÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 38 ÎÁ Ó. 142), ÜÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÄÁčÔ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÕÀ ŒÏ ŒÓÅÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕ- ÔÙÈ ÐÏÌÑÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ËÁË ÏÂÙÞ- ÎÏ, ÔÅÏÒÉÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÌÅÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ- ÓÔÉËÉ 0 ÐÏÌÎÁ. (åč ÁËÓÉÏÍÙ ÔÁËÏŒÙ: ÁËÓÉÏÍÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÁËÓÉÏÍÙ ÐÏÌÑ, ÓÞčÔÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n ¿ 0 Ó ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ, Á ÔÁËÖÅ ÓÞčÔÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ŒÉÄÁ 1 + 1 + 1 + : : : + 1 ≠ 0.) üÔÁ ÔÅÏÒÉÑ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÔÅÏÒÉÅÊ ÐÏÌÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉ- ÓÅÌ.

äÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÏÌÎÏÔÙ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÒÉÔÅÒÉÑ ìÏÓÑ { œÏÏÔÁ (ÔÅÏÒÅÍÁ 66, Ó. 217) É ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ.

136. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÉÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏ- ÌÅÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0 ÎÅ ËÁÔÅÇÏÒÉÞÎÁ Œ ÓÞčÔÎÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ,

ÎÏ ËÁÔÅÇÏÒÉÞÎÁ Œ ÌÀÂÏÊ ÎÅÓÞčÔÎÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÁÌ- ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÌÅ ÉÍÅÅÔ ÂÁÚÉÓ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁÄ Q; ÅÓÌÉ ÐÏÌÅ ÎÅÓÞčÔÎÏ, ÔÏ ÂÁÚÉÓ ÒÁŒÎÏÍÏÝÅÎ ÐÏÌÀ.)

137. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÉÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏ- ÌÅÊ ÄÁÎÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p ÐÏÌÎÁ.

138. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ Œ ÓÉÇÎÁÔÕ- ÒÅ (=; +; ×) ÉÓÔÉÎÎÁ Œ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÌÑÈ ÈÁÒÁË- ÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0, ÔÏ ÏÎÁ ÉÓÔÉÎÎÁ É ŒÏ ŒÓÅÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕ- ÔÙÈ ÐÏÌÑÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ.

œÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÐÏÌÑ

âÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ, ËÁËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ŒÅÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÅÁÌØÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ- ÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ôÁÒÓËÏÇÏ { úÁÊÄÅÎÂÅÒÇÁ (ÒÁÚÄÅÌ 3.8). äÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÓÓÙÌÁÌÉÓØ ÎÁ ÒÁÚÎÙÅ ÆÁËÔÙ ÉÚ ÁÎÁÌÉÚÁ (ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ, ÔÅÏÒÅÍÁ òÏÌÌÑ, ÁÓÉÍÐÔÏÔÉËÁ ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎÏŒ). ïÄÎÁËÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÐÏÌÑ | ËÁË ÇÏŒÏÒÑÔ, ÐÏÌÅ ÄÏÌÖ- ÎÏ ÂÙÔØ ĂŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÍĄ.

ðÏÌÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÁ ÎčÍ ÚÁÄÁÎ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË, ÐÒÉÞčÍ ÏÎ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎ ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ (x ¡ y ŒÌÅÞčÔ x + z ¡ y + z) É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ (x; y ¿ 0 ŒÌÅÞčÔ xy ¿ 0).

139. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÐÏÌÅ ÉÍÅÅÔ ÈÁ- ÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ 0 É ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÍ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍ ÐÏÌÅ ÓÕÍÍÁ ËŒÁ- ÄÒÁÔÏŒ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÒÁŒÎÑÔØÓÑ −1.

õÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÐÏÌÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÚÁÍËÎÕ- ÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÉÍÅÀÝÉÊ ÎÁ ËÏÎÃÁÈ ÏÔÒÅÚËÁ ÒÁÚÎÙÅ ÚÎÁËÉ, ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ. (ïÔÍÅÔÉÍ Œ ÓËÏÂËÁÈ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÐÏÌÑ, ÓÍ. ÕÞÅÂÎÉË ŒÁÎ ÄÅÒ œÁÒÄÅÎÁ [4]; ÍÙ ŒÙÂÒÁÌÉ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÏÅ ÄÌÑ ÎÁ- ÛÉÈ ÃÅÌÅÊ.)

íÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÚÁ- ÍËÎÕÔÏÓÔÉ Œ ŒÉÄÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÔÅÐÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅ- ÎÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÏÊ. îÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÍÎÏÇÏ ÆÏÒ- ÍÕÌ | ÐÏ ÏÄÎÏÊ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. îÁÐÒÉ-

ÍÅÒ, ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÓÔÅÐÅÎÉ 2 ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ

(u ¡ v) ∧ (a ≠ 0) ∧ ((au^2 + bu + c)(av^2 + bc + c) ¡ 0) →

→ ∃x ((u ¡ x) ∧ (x ¡ v) ∧ (ax^2 + bx + c = 0)):

ôÅÏÒÉÑ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÁËÓÉÏÍ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÐÏÌÑ (Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÁËÓÉÏÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ) É ÜÔÉÈ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÁË- ÓÉÏÍ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÉÅÊ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏ- ÌÅÊ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÐÏÌÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÆÁËÔÙ Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ É ÉÈ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÄÎÙÈ. ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÁÌÇÅÂÒÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎ- ÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÕÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÅ ËÁË ÐÒÅÄÅÌ, Á ÞÉÓÔÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ: (x^n)^′ = nx^{n−1} (ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉ- ÔÅÌØÎÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ n), ÄÁÌÅÅ ÐÏ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ. óÔÅÐÅÎØ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÄÎÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ÍÅÎØÛÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÓÁÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. œÙÐÏÌÎÅÎÙ ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÐÒÁŒÉÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ- ÒÏŒÁÎÉÑ (ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ, ÐÒÁŒÉÌÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÑ, ÆÏÒÍÕÌÁ ôÅÊÌÏÒÁ).

ôÅÐÅÒØ ÏÔÍÅÔÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÐÏÒÑÄËÏÍ. ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Œ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÔÏÞËÅ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ, Á ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÅÇÏ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÂÏÌØÛÅ ÎÕÌÑ. ôÏÇÄÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÏÎ ÐÏÌÏÖÉ- ÔÅÌÅÎ ÓÐÒÁŒÁ É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ ÓÌÅŒÁ. (œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ôÅÊÌÏÒÁ É ÏÃÅÎËÉ, ÐÏËÁÚÙŒÁÀÝÉÅ, ÞÔÏ ŒÂÌÉÚÉ ÎÕÌÑ ÚÎÁË ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ.)

óÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ É ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÚÎÁËÁ: ÅÓÌÉ Œ ËÁ- ËÏÊ-ÔÏ ÔÏÞËÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ, ÔÏ É Œ ÄÏÓÔÁÔÏÞ- ÎÏ ÂÌÉÚËÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÏÎ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ. óÌÏŒÁ ĂÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÉÈĄ ÐÏÎÉÍÁÀÔÓÑ Œ ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ (∃” ¿ 0), ÔÏÌØËÏ ÔÅÐÅÒØ ” | ÎÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÏÌÑ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ É ÄÏ- ËÁÚÁÔØ ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØ- ÛÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÚÎÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ- ÓÑ ÅÇÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ (ÏÂÙÞÎÙÅ ÏÃÅÎËÉ ŒÐÏÌÎÅ ÇÏÄÑÔÓÑ).

âÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄ- ÎÁÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (x) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (a; b), ÔÏ ÏÎ ÎÅÕÂÙŒÁÅÔ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b]. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË. äÏ-

ÂÁŒÉŒ Ë ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁËÉÈ-ÔÏ ÔÏÞÅË c; d ÜÔÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÁ c ¡ d, P (c) ¿ 0, P (d) ¡ 0 É ÐÏÔÏÍÕ P ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (c; d) (ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ).

þÉÓÌÏ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (Œ ÌÀÂÏÍ ÐÏÌÅ) ËÏÎÅÞÎÏ, ÐÏ- ÜÔÏÍÕ ÓÒÅÄÉ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P (x) ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (c; d) ÅÓÔØ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ËÏÒÅÎØ ff. óÌÅŒÁ ÏÔ ff ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P ÄÏÌ- ÖÅÎ ÂÙÔØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÏÒÅÎØ ÐÅÒŒÙÊ), ÎÏ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ŒÂÌÉÚÉ ff É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ (ÔÁË ËÁË P^′(ff) ¿ 0 ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ).

ôÅÐÅÒØ ÌÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ ÎÁ (a; b) ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÎÁ [a; b]: ÅÓÌÉ ÂÙ Œ ÄŒÕÈ ÔÏÞËÁÈ ÏÎ ÐÒÉÎÉÍÁÌ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÔÏ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÏÎ ÂÙÌ ÂÙ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ (ÞÅÇÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÌÑ ÎÅÐÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ).

óÌÅÄÓÔŒÉÅ: ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÉÍÅ- ÅÔ ËÏÒÎÅÊ ÎÁ (a; b), ÌÉÂÏ ÓÔÒÏÇÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ, ÌÉÂÏ ÓÔÒÏÇÏ ÕÂÙŒÁÅÔ ÎÁ [a; b]. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÓŒÏÊÓÔŒÏ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ É Ë ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ, ÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏ ÏÎÁ ÌÉÂÏ ŒÓÀÄÕ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, ÌÉÂÏ ŒÓÀÄÕ ÏÔÒÉ- ÃÁÔÅÌØÎÁ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÔÅÏÒÅÍÁ òÏÌÌÑ (ÍÎÏ- ÇÏÞÌÅÎ Ó ÒÁŒÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ËÏÎÃÁÈ ÏÔÒÅÚËÁ ÉÍÅÅÔ ÎÕÌØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ).

ðÏÓÌÅ ÔÁËÏÊ ÔÒÅÎÉÒÏŒËÉ ÎÁÛÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÒÏ ÚÎÁËÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÏÇÏ ÐÏÌÑ. ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ (ÔÏÞÎÅÅ, ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÏÓÔÁÔËÁ) ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÑ, É ÞÔÏ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ (ËÏÔÏÒÙÅ ÂÙÌÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ) ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ Œ ÌÀÂÏÍ ÐÏÌÅ.

éÔÁË, ÜÌÉÍÉÎÁÃÉÑ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ ÄÁčÔ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÒÁŒÎÏ- ÓÉÌØÎÕÀ ÉÓÈÏÄÎÏÊ Œ ÌÀÂÏÍ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÐÏÌÅ. ïÔÓÀÄÁ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÉÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÌÅÊ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÔÅÏÒÉÅÊ ÕÐÏ- ÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÐÏÌÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÐÏÔÏÍÕ ÐÏÌÎÁ, Á ÔÁËÖÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ, É ÞÔÏ ŒÓÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÐÏÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

5.4. îÅÐÏÌÎÙÅ É ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÙÅ ÔÅÏÒÉÉ

ðÒÅÄÙÄÕÝÉÊ ÒÁÚÄÅÌ ÍÏÇ ÓÏÚÄÁÔØ ŒÐÅÞÁÔÌÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÎÁ- ÕÇÁÄ ŒÚÑÔÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÓËÏÒÅÅ ŒÓÅÇÏ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÐÏÌÎÏÊ, ÒÁÚÒÅ- ÛÉÍÏÊ, Á ŒÏÚÍÏÖÎÏ, É ËÏÎÅÞÎÏ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÉÒÕÅÍÏÊ. üÔÏ ÓÏŒÓÅÍ ÎÅ ÔÁË.

ïÔËÕÄÁ ŒÏÏÂÝÅ ÂÅÒÕÔÓÑ Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅ- ÓËÉÅ ÔÅÏÒÉÉ? éÎÏÇÄÁ ÍÙ ÐÙÔÁÅÍÓÑ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÁËÓÉÏÍÁÔÉ- ÞÅÓËÉ ÔÅÏÒÉÀ ËÁËÏÊ-ÔÏ ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ (ÓËÁÖÅÍ, ÔÅÏÒÉÀ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÕÍÎÏÖÅ- ÎÉÅÍ). œ ÄÒÕÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÍÙ ÓÔÁÒÁÅÍÓÑ ŒÙÄÅÌÉÔØ ÏÂÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÁËÓÉÏÍÙ ÇÒÕÐ- ÐÙ ÆÉËÓÉÒÕÀÔ ÏÂÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÇÒÕÐÐ, É Ó ÓÁ- ÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÎÅ ÄÏÌÖÎÁ É ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÎÏÊ. ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ É ÐÒÏ ÔÅÏÒÉÀ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ | ÐÏÌÎÏÔÁ ÔÁËÏÊ ÔÅ- ÏÒÉÉ ÏÚÎÁÞÁÌÁ ÂÙ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ (ÉÌÉ ÇÒÕÐÐÙ) ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÏÄÎÉÍÉ É ÔÅÍÉ ÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, ŒÙÒÁÖÁÅÍÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ. üÔÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÅ ÔÁË.

þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ, ÔÏ É ÄÌÑ ÎÉÈ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÔÅÏÒÉÉ ÎÅ ŒÓÅÇÄÁ ÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍÉ. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÐÒÉÍÅÒ | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉ- ÅÍ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ. äÌÑ ÎÉÈ ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÆÏÒ- ÍÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ (ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÏÊ). åč ÁËÓÉÏÍÙ ŒËÌÀÞÁÀÔ Œ ÓÅÂÑ ÏÂÙÞÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÓÌÏÖÅ- ÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, Á ÔÁËÖÅ ÁËÓÉÏÍÙ ÉÎÄÕËÃÉÉ. ïÐÙÔ ÐÏ- ËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ, Œ ËÏÔÏ- ÒÏÍ ÒÅÞØ ÉÄčÔ ÔÏÌØËÏ Ï ËÏÎÅÞÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÁÈ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÚÁÐÉÓÁÎÏ Œ ŒÉÄÅ ŒÙŒÏÄÁ ÉÚ ÁËÓÉÏÍ ÜÔÏÊ ÔÅÏ- ÒÉÉ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÎÏÇÉÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÉÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÏÂSSÅËÔÙ (ÓËÁÖÅÍ, ŒÁÖÎÅÊÛÕÀ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉ- ÓÅÌ ı-ÆÕÎËÃÉÀ òÉÍÁÎÁ), ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÙ É ÐÏÇÒÕÖÅÎÙ Œ ÜÔÕ ÆÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÔÅÏÒÉÀ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÜÔÁ ÔÅÏÒÉÑ ÎÅÐÏÌÎÁ (É ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÎÁ, ËÁË ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ Œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ).

óÒÅÄÉ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÎÅÐÏÌÎÙÈ ÔÅÏÒÉÊ ÂÙŒÁÀÔ ÒÁÚ- ÒÅÛÉÍÙÅ É ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÙÅ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÅÏÒÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏ

ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ, ÔÅÏÒÉÑ ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ, Á ÔÅÏÒÉÑ ÇÒÕÐÐ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÁ. ðÏÄÒÏÂ- ÎÙÊ ÒÁÓÓËÁÚ ÏÂ ÜÔÏÍ ÄÁÌÅËÏ ŒÙÈÏÄÉÔ ÚÁ ÒÁÍËÉ ÎÁÛÅÊ ËÎÉÖËÉ; ÎÁÐÉÓÁÎÎÙÊ í. ï. òÁÂÉÎÏÍ ÏÂÚÏÒ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀ- ÝÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Œ ÓÐÒÁŒÏÞÎÉËÅ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁ- ÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÅ (ÞÁÓÔØ III, ôÅÏÒÉÑ ÒÅËÕÒÓÉÉ [26], ÇÌÁŒÁ 4).

íÙ ÖÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÔÒÅÍÑ ÐÒÉÍÅÒÁÍÉ (ÔÅÏÒÉÑ ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÁ, ÔÅÏÒÉÑ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐ, ÆÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÁ).

ôÅÏÒÉÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÄŒÕÍÅÓÔÎÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, É ÔÅÏÒÉÀ, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÔÒčÈ ÁËÓÉÏÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (ÒÅÆÌÅËÓÉŒÎÏÓÔØ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞ- ÎÏÓÔØ É ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔØ). üÔÉ ÁËÓÉÏÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÉÓØ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 5.1; ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Õ ÎÁÓ ÎÅÔ ÄÒÕÇÉÈ ÐÒÅÄÉËÁÔ- ÎÙÈ É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ (É ÓŒÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÎÉÍÉ ÁËÓÉÏÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ).

íÏÄÅÌÑÍÉ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. îÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ÍÏÄÅÌÑÍÉ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ; ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÉËÁËÏÊ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕ- ÒÙ ÎÅÔ, ÔÁËÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÍÏÝÎÏÓÔØÀ (Ó ÔÏÞ- ÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ). ôÅÏÒÅÍÁÍÉ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÂÕÄÕÔ ÆÏÒÍÕÌÙ Ó ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ, ÉÓÔÉÎÎÙÅ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ ÌÀÂÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 68. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍ ÔÅÏÒÉÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÑŒ- ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍ.

◁ úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ Œ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÍÏÖÅÔ ÚÁŒÉÓÅÔØ ÏÔ Åč ÍÏÝÎÏÓÔÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÏÒ- ÍÕÌÁ ∃x∃y¬(x = y) ÌÏÖÎÁ Œ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ É ÉÓÔÉÎÎÁ ŒÏ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÜÌÉÍÉ- ÎÁÃÉÉ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ Œ ÞÉÓÔÏÍ ŒÉÄÅ ÚÄÅÓØ ÎÅÐÒÉÍÅÎÉÍÁ.

îÏ ÉÄÅÑ ÏÓÔÁčÔÓÑ ÔÏÊ ÖÅ. ïÔ ÞÅÇÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ (Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ)? œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ (ŒÁÖÎÏ, ËÁËÉÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ÒÁŒÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, Á ËÁËÉÅ ÎÅÔ). œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÏÔ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÏÄÅÌÉ. (åÓÌÉ ÂÙ ÜÔÏÊ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÎÅ ÂÙÌÏ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ-

ÎÕÀ ÄÁÎÎÏÊ ŒÏ ŒÓÅÈ ÍÏÄÅÌÑÈ ÔÅÏÒÉÉ.)

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÏÒÍÕÌÁ ∃z (¬(z = x) ∧ ¬(z = y)) ÐÒÉ x = y ÉÓÔÉÎÎÁ ŒÏ ŒÓÅÈ ÍÏÄÅÌÑÈ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÄŒÕÈÜÌÅÍÅÎÔÎÏÊ, Á ÐÒÉ x ≠ y ÉÓÔÉÎÎÁ ŒÏ ŒÓÅÈ ÍÏÄÅÌÑÈ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÔÒčÈÜÌÅ- ÍÅÎÔÎÏÊ. íÏÖÎÏ ÏÖÉÄÁÔØ, ÞÔÏ ÍÏÄÅÌÉ Ó ÂÏÌØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÎÅÏÔÌÉÞÉÍÙ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ É ÏÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ.

ìÅÍÍÁ. éÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ ÑÚÙËÁ Ó ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ, ÓÏ- ÄÅÒÖÁÝÅÊ k ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ É ÉÍÅÀÝÅÊ ËŒÁÎÔÏÒÎÕÀ ÇÌÕÂÉ- ÎÕ l, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÅÍ, ËÁËÉÅ ÉÚ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ ÒÁŒÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, Á ÔÁËÖÅ ÍÏÝÎÏÓÔØÀ ÎÏÓÉÔÅÌÑ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ŒÓÅ ÍÏÝ- ÎÏÓÔÉ, ÂÏÌØÛÉÅ k + l, ÏÄÉÎÁËÏŒÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ ÐÒÏŒÏÄÉÔÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÐÏ- ÓÔÒÏÅÎÉÀ ÆÏÒÍÕÌÙ. äÌÑ ÁÔÏÍÁÒÎÏÊ (É ŒÏÏÂÝÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÏÊ) ÆÏÒÍÕÌÙ ÍÏÝÎÏÓÔØ ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ÉÇÒÁÅÔ ÒÏ- ÌÉ. åÓÌÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌ ’ É , ÔÏ ÏÎÏ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ’ ∧ , ’ ∨ , ’ → É ¬’. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÆÁËÔ: ËŒÁÎÔÏÒÎÁÑ ÇÌÕ- ÂÉÎÁ (ÞÉÓÌÏ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ) É ÞÉÓÌÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ Õ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ Õ ŒÓÅÊ ÆÏÒÍÕÌÙ.

óÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ | ËÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÁÞÉÎÁÅÔ- ÓÑ Ó ËŒÁÎÔÏÒÁ. ëÏÇÄÁ, ÓËÁÖÅÍ, ÆÏÒÍÕÌÁ

∃x’(x; x_1 ; : : : ; x_k)

Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ x_1; : : : ; x_k ÂÕÄÅÔ ÉÓÔÉÎÎÏÊ (Œ ÄÁÎÎÏÊ ÉÎ- ÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÐÒÉ ÄÁÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ)? äÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÐÏÐÒÏÂÏŒÁÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ x ÚÎÁÞÅÎÉÑ x_1; : : : ; x_k Á ÔÁËÖÅ ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÊ. (œÓÅ ÔÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÉÞÅÍ ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ.) éÓ- ÔÉÎÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ ’(x; x_1; : : : ; x_k ) ÐÒÉ x = x_i ÏÐÒÅÄÅÌÑ- ÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ÍÅÖÄÕ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ É ÍÏÝÎÏÓÔØÀ ÍÏÄÅÌÉ (ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ; ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÞÉ- ÓÌÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ ÕŒÅÌÉÞÉÌÏÓØ ÎÁ 1, Á ËŒÁÎÔÏÒÎÁÑ ÇÌÕÂÉ- ÎÁ ÕÍÅÎØÛÉÌÁÓØ ÎÁ 1, ÔÁË ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÏÓÔÁÌÁÓØ ÐÒÅÖÎÅÊ). óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÏÔÌÉÞÎÏÇÏ ÏÔ ŒÓÅÈ x_i, ÏÐÒÅÄÅÌÑ- ÅÔÓÑ ÍÏÝÎÏÓÔØÀ ÍÏÄÅÌÉ É ÞÉÓÌÏÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÓÒÅÄÉ x_1; : : : ; x_k (ÔÏ ÅÓÔØ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÓÞčÔÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ

ŒÉÄÁ x_i = x_j ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÄÅÌÉ ŒÓÅÈ ÍÏÝÎÏÓÔÅÊ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó k + 1, ŒÅÄÕÔ ÓÅÂÑ ÏÄÉÎÁËÏŒÏ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ ’(x; x_1; : : : ; x_k) ÐÒÉ x =∈ {x_1; : : : ; x_k} ÐÏ ÐÒÅÄÐÏ- ÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÔÁËÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ ŒÉ- ÄÁ x_i = x_j É ÍÏÝÎÏÓÔØÀ ÍÏÄÅÌÉ.

ëŒÁÎÔÏÒ ŒÓÅÏÂÝÎÏÓÔÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ (Á ÍÏÖÎÏ ÅÇÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ ÞÅÒÅÚ ËŒÁÎÔÏÒ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ É ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ). ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÕËÁ- ÚÙŒÁÅÔ ÓÐÏÓÏÂ ÕÚÎÁÔØ, ÂÕÄÅÔ ÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÓÔÉÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ËÁËÉÅ Åč ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ÒÁŒÎÙ É ËÁËÏŒÁ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÎÏÓÉÔÅÌÑ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÐÏÓÏÂ ÐÒÏŒÅÒÑÔØ ÉÈ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÏÝ- ÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ŒÙŒÏÄÉÍÏÓÔØ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ. ▷ 140. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÏÒÉÀ, Œ ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÅÓÔØ ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ É ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÙÈ ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ, Á ÁËÓÉÏÍÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (ŒËÌÀÞÁÑ ÕÓÔÏÊÞÉ- ŒÏÓÔØ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ËÁË Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 5.1). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÔÅÏÒÉÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ.

üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅ ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÙÈ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ Œ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÎÅ ÄÅÌÁÅÔ ÔÅÏÒÉÀ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÅ- ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÊ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ (ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÁËÓÉÏÍ) ÍÏÖÅÔ ÐÒÅŒÒÁÔÉÔØ ÒÁÚÒÅ- ÛÉÍÕÀ ÔÅÏÒÉÀ Œ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÕÀ: ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÏÂÁŒÉŒ ËÏ- ÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ Ë ÔÅÏÒÉÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÕÀ ÔÅÏÒÉÀ (ËÁË ŒÉÄÎÏ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ þčÒÞÁ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÏ- ÂÌÅÍÙ ÔÏÖÄÅÓÔŒÁ ÄÌÑ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐ, ÓÍ. [5]). äÏÂÁŒÌÅÎÉÅ ÏÄ- ÎÏÇÏ ÄŒÕÍÅÓÔÎÏÇÏ ÐÒÅÄÉËÁÔÎÏÇÏ ÓÉÍŒÏÌÁ ÔÁËÖÅ ÄÁčÔ ÎÅ- ÒÁÚÒÅÛÉÍÕÀ ÔÅÏÒÉÀ.

ôÅÏÒÉÑ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐ

îÁÛ ŒÔÏÒÏÊ ÐÒÉÍÅÒ | ÔÅÏÒÉÑ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐ. åč ÓÉÇÎÁ- ÔÕÒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ É ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÄŒÕÍÅÓÔÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÓÉÍŒÏÌÁ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ; ÒÅ- ÚÕÌØÔÁÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ x É y ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ (xy).

ôÅÏÒÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÁËÓÉÏÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (ŒËÌÀÞÁÑ ËÏÒ- ÒÅËÔÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ: (x_1 = x_2) ∧ (y_1 = y_2) → (x_1y_1 =

= x_2y_2); ÍÙ ÏÐÕÓËÁÅÍ ŒÎÅÛÎÉÅ ËŒÁÎÔÏÒÙ ŒÓÅÏÂÝÎÏÓÔÉ) É ÁËÓÉÏÍÙ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔÉ

∀x∀y∀z ((xy)z = x(yz)):

îÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÏÌÕ- ÇÒÕÐÐÁÍÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 69. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍ ÔÅÏÒÉÉ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐ (ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ, ÉÓÔÉÎÎÙÈ ŒÏ ŒÓÅÈ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁÈ) ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏ.

◁ îÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ËÏÎËÒÅÔÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÚÁÄÁÎÉÑ ÐÏ- ÌÕÇÒÕÐÐ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ. ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÁÌÆÁŒÉÔÏÍ. üÌÅÍÅÎÔÙ ÅÇÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÂÕËŒÁÍÉ, Á ËÏÎÅÞ- ÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÕËŒ | ÓÌÏŒÁÍÉ (ÄÁÎÎÏÇÏ ÁÌÆÁ- ŒÉÔÁ). îÁ ÓÌÏŒÁÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÑ (ÐÒÉ- ÐÉÓÙŒÁÎÉÑ), ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÌÕ- ÇÒÕÐÐÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓŒÏÂÏÄÎÏÊ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÏÊ. üÔÁ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁ ÉÍÅÅÔ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ | ÐÕÓÔÏÅ ÓÌÏ- ŒÏ, ÐÒÉÐÉÓÙŒÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ë ÌÀÂÏÍÕ ÓÌÏŒÕ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ.

ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎ ÁÌÆÁŒÉÔ A, Á ÔÁËÖÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÁÒ ÓÌÏŒ (X_1; Y_1); : : : ; (X_n; Y_n) ÜÔÏÇÏ ÁÌÆÁŒÉÔÁ. äŒÁ ÓÌÏŒÁ ÁÌÆÁŒÉÔÁ A ÎÁÚÏŒčÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÄÎÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅŒÒÁÔÉÔØ Œ ÄÒÕÇÏÅ, ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ ÄÅÌÁÑ ÚÁÍÅÎÙ ÐÏÄÓÌÏŒ ŒÉÄÁ X_i ↔ Y_i. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ É ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÐÒÉÐÉÓÙŒÁÎÉÑ ËÏÒ- ÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ËÌÁÓÓÁÈ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ É ÁÓÓÏÃÉ- ÁÔÉŒÎÁ. ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁ. åč ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÏÌÕÇÒÕÐ- ÐÏÊ Ó ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ ÉÚ A É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ X_i = Y_i.

141. óËÏÌØËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ a É b É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ a^2 = ~, b^2 = ~, ab = ba (ÞÅÒÅÚ ~ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÅÍ ÐÕÓÔÏÅ ÓÌÏŒÏ)? (ïÔŒÅÔ: 4; ÜÔÏ ÇÒÕÐÐÁ (Z=2Z) × (Z=2Z).)

éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ É ÓÏÏÔ- ÎÏÛÅÎÉÑ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÌÏŒ (ŒÙÑÓ- ÎÉÔØ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÌÉ ÄŒÁ ÄÁÎÎÙÈ ÓÌÏŒÁ ÏÄÎÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉ- ÍÏÊ (ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ ÓÍ. Œ [5]). íÙ ÓÅÊÞÁÓ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ

ŒÏÐÒÏÓ ÍÏÖÎÏ ÓŒÅÓÔÉ Ë ŒÏÐÒÏÓÕ Ï ŒÙŒÏÄÉÍÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏ- ÒÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐ, ÔÁË ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÂÙ ÏÎÁ ÂÙÌÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÊ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØ ÂÙ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ŒÅÓØÍÁ ÅÓÔÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ; ÍÙ ÐÏÑÓÎÉÍ ÅÇÏ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ. ðÕÓÔØ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÕÚÎÁÔØ, ÂÕÄÕÔ ÌÉ ÓÌÏŒÁ bb É a ÒÁŒÎÙ Œ ÐÏÌÕ- ÇÒÕÐÐÅ Ó ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ a É b É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ab = aa É bab = b. (äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÕÚÎÁÔØ, ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÉÚ ÓÌÏŒÁ bb ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÌÏŒÏ a Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÚÁÍÅÎ ÐÏÄÓÌÏŒ ab ↔ aa É bab ↔ b.) ëÁË ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÜÔÏÔ ŒÏÐÒÏÓ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÆÏÒÍÕÌ? îÁÐÉÛÅÍ ÔÁËÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ:

∀a∀b ((ab = aa) ∧ (bab = b) → (bb = a)):

ïÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐ (ÉÓÔÉÎÎÁ ŒÏ ŒÓÅÈ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁÈ, ŒÙŒÏÄÉÍÁ ÉÚ ÁËÓÉÏÍ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐ) ÔÏ- ÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÌÏŒÁ bb É a ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ Œ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ É ÓÏÏÔÎÏ- ÛÅÎÉÑÍÉ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÏÄÎÏ ÓÌÏŒÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÄÒÕÇÏÇÏ ÚÁÍÅÎÁÍÉ, ÔÏ ÜÔÉ ÚÁÍÅÎÙ (Œ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ab = aa É bab = a) ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔ É bb = a, ÔÁË ÞÔÏ ÎÁÐÉÓÁÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÓÔÉÎÎÁ ŒÏ ŒÓÅÈ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁÈ.

îÁÐÒÏÔÉŒ, ÅÓÌÉ ÓÌÏŒÏ a ÎÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ bb ÚÁÍÅÎÏÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÅ ÉÓÔÉÎÎÁ: ÎÁÄÏ ŒÚÑÔØ ËÁË ÒÁÚ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÕ Ó ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ a É b É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ab = aa É bab = b, ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎ- ÎÏÊ a ÓÞÉÔÁÔØ ËÌÁÓÓ ÓÌÏŒÁ a, Á ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ b ÓÞÉÔÁÔØ ËÌÁÓÓ ÓÌÏŒÁ b. ôÏÇÄÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÔÅÒÍÁ ab ÂÕÄÅÔ ËÌÁÓÓ ÓÌÏŒÁ ab, ÒÁŒÎÙÊ ËÌÁÓÓÕ ÓÌÏŒÁ aa ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÐÏ- ÌÕÇÒÕÐÐÙ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÉ ÔÁËÏÊ ÏÃÅÎËÅ ÂÕÄÅÔ ÉÓÔÉÎÎÏ É ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ bab = b. á ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ bb = a ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÉÓÔÉÎÎÏ, ÔÁË ËÁË ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÔÅÒÍÁ bb ÅÓÔØ ËÌÁÓÓ ÓÌÏŒÁ bb, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÔÅÒÍÁ a ÅÓÔØ ËÌÁÓÓ ÓÌÏŒÁ a, Á ÜÔÉ ËÌÁÓÓÙ ÒÁÚ- ÌÉÞÎÙ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÀÂÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÐÒÏŒÅÒÑÀÝÉÊ ÉÓ- ÔÉÎÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌ Œ ËÌÁÓÓÅ ŒÓÅÈ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐ, ÍÏÖÎÏ ÂÙ- ÌÏ ÂÙ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÄÌÑ ÐÒÏŒÅÒËÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄŒÕÈ ÓÌÏŒ Œ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ.

á ÓÒÅÄÉ ÔÁËÉÈ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐ ÅÓÔØ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÙÅ. ▷ ôÅÏÒÉÑ ÇÒÕÐÐ (Œ ËÏÔÏÒÏÊ, ÐÏÍÉÍÏ ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔÉ, ÅÓÔØ ÅÝč ÁËÓÉÏÍÙ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ É ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ), ÔÁËÖÅ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÁ, ÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÇÏ ÓÌÏÖÎÅÅ, ÞÅÍ ÄÌÑ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐ. üÔÏ É ÎÅ ÕÄÉŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÕÐÐ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ ÎÅ- ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÔÅÏÒÉÉ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐ, ËÁË ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ.

142. ðÕÓÔØ ÔÅÏÒÉÑ T ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ, Á ÔÅÏÒÉÑ T^′ ÔÏÊ ÖÅ ÓÉÇ- ÎÁÔÕÒÙ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ T ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÁË- ÓÉÏÍ. ôÏÇÄÁ ÔÅÏÒÉÑ T^′ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØ- ÎÙÅ ÁËÓÉÏÍÙ ÓÏÅÄÉÎÑÅÍ ËÏÎSSÀÎËÃÉÑÍÉ É ÐÏÍÅÝÁÅÍ Œ ÐÏÓÙÌËÕ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ.)

äÏÂÁŒÌÅÎÉÅ ÁËÓÉÏÍ ÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÕÀ ÔÅ- ÏÒÉÀ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ËÁË ÍÙ ÕÖÅ ÕÐÏÍÉÎÁÌÉ, ÜÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ÇÒÕÐÐ ÐÒÉ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÉ ÁËÓÉÏÍÙ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔÉ.

æÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÁ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó ÏÐÅÒÁÃÉ- ÑÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÕÀ ÔÅÏÒÉÀ Th(N; =; +; ×), ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÉÓÔÉÎÎÙÈ (Œ ÎÁÔÕ- ÒÁÌØÎÏÍ ÒÑÄÕ) ÆÏÒÍÕÌ ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ. üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÐÏÌÎÏ. íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ (ÓÍ. [5]), ÞÔÏ ÏÎÏ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏ (É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÎÅÁÒÉÆÍÅÔÉÞÎÏ, ËÁË ÇÏŒÏÒÉÔ ÔÅÏÒÅÍÁ ôÁÒÓËÏÇÏ).

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÉÑ Th(N; =; +; ×) ÎÅ ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÉÒÕÅÍÏÊ. (œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÜÔÁ ÔÅÏ- ÒÉÑ ÐÏÌÎÁ É ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÁ, É ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÔÅÏÒÅ- ÍÕ 67.) âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÜÔÏ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍ ÜÔÏÊ ÔÅÏ- ÒÉÉ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÙ ŒÙŒÏÄÉÌÉÓØ ŒÓÅ ÄÒÕÇÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ. ïÔ- ÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÁËÓÉÏÍ ÆÏÒÍÁÌØ- ÎÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ÔÁËÖÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÏÊ ðÅÁÎÏ (ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÐÌÀÓ ÁËÓÉÏÍÙ ÉÎ- ÄÕËÃÉÉ), ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÎÏÊ: ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÉÓÔÉÎÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÎÅŒÙŒÏÄÉÍÙÅ Œ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ. üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÊ ÔÅÏÒÅ-

ÍÙ çčÄÅÌÑ Ï ÎÅÐÏÌÎÏÔÅ.

143. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÌØÚÑ ÄÏÂÁŒÉÔØ Ë ÑÚÙËÕ ÔÅÏÒÉÉ Th(N; =; +; ×) ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ŒÙÒÁÚÉÍÙÈ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÈÏÄÉÌÁ ÜÌÉÍÉÎÁÃÉÑ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ. (õËÁ- ÚÁÎÉÅ: ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÁÑ ÉÅÒÁÒÈÉÑ ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÅÔÓÑ ÎÉËÁËÉÍ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÕÒÏŒÎÅÊ.)

144. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÎÁ- ÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ: ÐÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ’ ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÍÏÖÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅ- ÓËÉ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ’^′ Ó ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: ’ ÉÓÔÉÎÎÁ Œ Z ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ’^′ ÉÓÔÉÎÎÁ Œ N. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ ÍÏÖÎÏ ËÏÄÉÒÏŒÁÔØ ÐÁÒÁÍÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ.)

145. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ: ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÜÌÅÍÅÎÔÁÒ- ÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. (õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÂÙ Œ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÂÙÌ ÐÏÒÑÄÏË, ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÓÏŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÏ. þÔÏÂÙ ÅÇÏ ŒŒÅ- ÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ ìÁÇÒÁÎÖÁ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ŒÓÑ- ËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÞÅÔÙÒčÈ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ.)

âÕÄÅÔ ÌÉ ÔÅÏÒÉÑ Th(N; =; +; ×) ËÁÔÅÇÏÒÉÞÎÏÊ Œ ÓÞčÔ- ÎÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ? äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÉÍÅÅÔ ÌÉ ÏÎÁ ÓÞčÔÎÕÀ ÍÏÄÅÌØ, ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÕÀ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ? òÁÎØÛÅ, ÄÌÑ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÙÈ ÓÉÔÕÁÃÉÊ, ÎÁÍ ÕÄÁŒÁÌÏÓØ ÕËÁÚÁÔØ ÔÁËÉÅ ÍÏÄÅÌÉ ÑŒÎÏ. ôÅÐÅÒØ ÜÔÏ ÎÅ ÕÄÁÓÔÓÑ, ÎÏ ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÏÅ ÏÂÝÅÅ ÒÁÓÓÕ- ÖÄÅÎÉÅ, ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÀÝÅÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ. (ïÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÀ, ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÏÍÕ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 5.2.)

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌ E_0(x), E_1(x), E_2(x); : : : Ó ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ x, ÇÄÅ E_i(x) | ÌÀ- ÂÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ, ŒÙÒÁÖÁÀÝÁÑ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÏ x = i. (åÓÌÉ ÂÙ Õ ÎÁÓ Œ ÑÚÙËÅ ÂÙÌÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ 1, ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÓÞÉÔÁÔØ E_i(x) ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ x = 1 + 1 + : : : + 1, Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÏÉÔ ÔÅÒÍ Ó i ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ.)

äÏÂÁŒÉÍ Ë ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ ÎÏŒÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ c É ÒÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÔÅÏÒÉÀ, ÐÏÌÕÞÁÅÍÕÀ ÉÚ Th(N; =; +; ×) ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅÍ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÆÏÒÍÕÌ ¬E_i(c) (ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÍÙ ÄÏ- ÂÁŒÌÑÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ c ≠ 0; c ≠ 1; : : : , ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÅ ÐÏÄÈÏÄÑ-

ÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ). ìÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÌÕÞÅÎ- ÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÉÍÅÅÔ ÍÏÄÅÌØ (ŒÏÚØÍčÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÎÁÔÕ- ÒÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ É Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ c ŒÙÂÅÒÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÅ ÞÉÓÌÏ). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ (ÔÅÏÒÅÍÁ 50 Ï ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ), É ŒÓÑ ÜÔÁ ÔÅÏÒÉÑ ÓÏŒÍÅÓÔÎÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Åč ÓÞčÔÎÕÀ ÎÏÒ- ÍÁÌØÎÕÀ ÍÏÄÅÌØ É ÚÁÂÕÄÅÍ Ï ÓÉÍŒÏÌÅ c; ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÅËÏÔÏ- ÒÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ (=; +; ×). ïÎÁ ÂÕÄÅÔ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍÕ ÒÑ- ÄÕ (ŒÓÅ ÉÓÔÉÎÎÙÅ Œ N ÆÏÒÍÕÌÙ ÂÕÄÕÔ ÉÓÔÉÎÎÙ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏ- ÅÎÉÀ, Á ŒÓÅ ÌÏÖÎÙÅ ÂÕÄÕÔ ÌÏÖÎÙ, ÔÁË ËÁË ÉÈ ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ ÉÓÔÉÎÎÙ).

ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÊ ÎÁ- ÔÕÒÁÌØÎÏÍÕ ÒÑÄÕ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ, ËÏ- ÔÏÒÙÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ c Œ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ. ïÎ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔØ ÎÉ Œ ËÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ i, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ (ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÐÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ) ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ ÆÏÒ- ÍÕÌÙ, E_i(i) ÉÓÔÉÎÎÏ Œ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ ÒÑÄÕ É E_i(c) ÌÏÖÎÏ Œ ÎÏŒÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ.

146. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ, ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ ÓÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ.

5.5. äÉÁÇÒÁÍÍÙ É ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ

œ ÒÁÚÄÅÌÅ 5.2 ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅ- ÎÉÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ A ÓÕÔØ ÍÏÄÅÌÉ ÔÅÏÒÉÉ Th_A(A). á ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑÈ (ÂÅÚ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÁÒÎÏÓÔÉ)? ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÔÕÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁ, ÔÏÌØËÏ ÔÅÏÒÉÑ ÂÕÄÅÔ ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÏÊ.

ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ A ÓÉÇÎÁÔÕ- ÒÙ œ (ŒËÌÀÞÁÀÝÅÊ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ). ëÁË É Œ ÐÒÏÛÌÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ œ_A, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÄÏÂÁŒÌÅ- ÎÉÅÍ Ë œ ËÏÎÓÔÁÎÔ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ A. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ŒÓÅ ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÉÇÎÁ- ÔÕÒÙ œ_A, ÉÓÔÉÎÎÙÅ Œ A. üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÉÁ- ÇÒÁÍÍÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ A É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ D(A).

œÓÑËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ B ⊃ A (Œ ËÏÔÏÒÏÍ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄ-

ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÄÅÌØÀ ÔÅÏÒÉÉ D(A). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅ- ÌÅ, ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÉÚ D(A) ÎÉËÁË ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÐÒÉÓÕÔÓÔŒÉÑ ÉÌÉ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÒÁÚ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ ÉÚ A ÔÅ ÖÅ ÓÁÍÙÅ). ïÂÒÁÔÎÏ, ÌÀÂÕÀ ÍÏÄÅÌØ B ÔÅÏÒÉÉ D(A) ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ A, ÅÓÌÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ a ∈ A ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ Œ B. (ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ A ÎÅ ÓËÌÅÉŒÁÀÔÓÑ | ÆÏÒ- ÍÕÌÁ a_1 ≠ a_2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÏÊ.)

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÇÏÔÏŒÙ ÄÁÔØ ÏÔŒÅÔ ÎÁ ÔÁËÏÊ ŒÏÐÒÏÓ. ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ A ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ œ É ÎÅËÏ- ÔÏÒÁÑ ÔÅÏÒÉÑ T (Ó ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ) ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ. œ ËÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ B ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ A, ÑŒÌÑ- ÀÝÅÅÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÍÏÄÅÌØÀ ÔÅÏÒÉÉ T ?

ôÅÏÒÅÍÁ 70. îÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ A ÓÉÇÎÁÔÕ- ÒÙ œ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÁ ÄÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÔÅ- ÏÒÉÉ T (Ó ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ˝_1-ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ œ, ŒÙŒÏÄÉÍÙÅ ÉÚ T , ÉÓÔÉÎÎÙ Œ A.

◁ åÓÌÉ ˝_1-ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÓÔÉÎÎÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ, ÔÏ ÏÎÁ ÉÓÔÉÎÎÁ É Œ ÐÏÄÓÔÒÕËÔÕÒÅ (ÏÂÌÁÓÔØ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÏÂÅÇÁÀÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ Œ ËŒÁÎÔÏÒÁÈ ŒÓÅÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÔÏÌØËÏ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ). åÓÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ B ÉÎÔÅÒÐÒÅ- ÔÁÃÉÉ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÄÅÌØÀ ÔÅÏÒÉÉ T , ÔÏ ŒÓÅ ˝_1-ÆÏÒÍÕÌÙ, ŒÙŒÏÄÉÍÙÅ ÉÚ T , ÉÓÔÉÎÎÙ Œ B, Á ÐÏÔÏÍÕ É Œ A.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ ÏÂÒÁÔÎÏÅ: ÅÓÌÉ Œ A ÉÓÔÉÎÎÙ ŒÓÅ ˝_1-ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÆÏÒÍÕÌ ÉÚ T , ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÓËÏÍÏÅ ÒÁÓ- ÛÉÒÅÎÉÅ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÓËÁÚÁÎÎÏÍÕ ŒÙÛÅ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁ- ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÉÑ D(A) ∪ T ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÁ. åÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, ÔÏ ÉÚ T ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÁÑ ÆÏÒ- ÍÕÌÁ ’(a_1; : : : ; a_n), ÌÏÖÎÁÑ Œ A. îÏ Œ ÆÏÒÍÕÌÙ ÔÅÏÒÉÉ T ËÏÎÓÔÁÎÔÙ a_1; : : : ; a_n ÎÅ ŒÈÏÄÑÔ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅ- ÎÉÔØ ÎÁ ÓŒÅÖÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ x_1; : : : ; x_n É ŒÙŒÅÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÕ ’(x_1; : : : ; x_n) É ÚÁÔÅÍ ∀x_1∀x_2 : : : ∀x_n ’(x_1; : : : ; x_n) ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÎÁÛÌÉ ˝_1-ÔÅÏÒÅÍÕ ÔÅÏÒÉÉ T , ËÏÔÏÒÁÑ ÌÏÖ- ÎÁ Œ A (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÆÏÒÍÕÌÁ ’(a_1; : : : ; a_n) ÌÏÖÎÁ), ŒÏÐÒÅËÉ ÎÁÛÅÍÕ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ. ▷ òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÉÍÅÒ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ. ðÕÓÔØ F | ÍÎÏÖÅÓÔ- ŒÏ Ó ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÁ ÎčÍ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ. œ ËÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÅÇÏ ÍÏÖ- ÎÏ ŒÌÏÖÉÔØ Œ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ? óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅ- ÍÅ 70, ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ Œ F ŒÙ- ÐÏÌÎÑÌÉÓØ ŒÓÅ ˝_1-ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÁËÓÉÏÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐ- ÐÙ (ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÈ Œ ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ Ó ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ). îÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÁËÓÉÏÍ ÓÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ˝_1-ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ. ôÁËÏŒÙ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓŒÏÊÓÔŒÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒ- ÎÏÓÔÉ É ÁÓÓÏÃÉÁÔÉŒÎÏÓÔÉ. äÒÕÇÉÅ ÁËÓÉÏÍÙ (ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁ- ÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ É ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ) ÎÅ ÌÅÖÁÔ Œ ˝_1 (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÁË- ÓÉÏÍÁ Ï ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ÅÄÉÎÉÃÙ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ∃e∀x : : : ). ðÏ- ÜÔÏÍÕ ÏÎÉ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÙ ŒÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ Œ F . îÏ ÉÈ ˝_1-ÓÌÅÄ- ÓÔŒÉÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÁŒÉÌÏ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ

∀x∀y∀z ((xy = xz) → (y = z));

ÄÏÌÖÎÙ ŒÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ. œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÉÈ ÔÒčÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ: ŒÓÑËÁÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒ- ÎÁÑ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁ Ó ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÌÏÖÅÎÁ Œ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ.

147. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. (õËÁÚÁÎÉÅ. üÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÇÒÕÐÐÙ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ËÌÁÓÓÙ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ŒÙÒÁÖÅÎÉÊ ŒÉ- ÄÁ x − y, ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ, ËÏÇÄÁ ÏÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÅ- ÒÅÈÏÄÑÔ Ë ÃÅÌÙÍ. œ ÏÂÝÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÜÔÕ ÇÒÕÐÐÕ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÇÒÕÐÐÏÊ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ.)

œÏÔ ÅÝč ÏÄÉÎ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ. œ ËÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ K ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÌÏÖÅÎÏ Œ ÐÏÌÅ? ôÅÏÒÅÍÁ 70 ÔÒÅÂÕÅÔ, ÞÔÏÂÙ Œ K ŒÙÐÏÌ- ÎÑÌÉÓØ ŒÓÅ ˝_1-ÔÅÏÒÅÍÙ ÔÅÏÒÉÉ ÐÏÌÅÊ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ˝_1-ÓŒÏÊÓÔŒÁ: ÏÔ- ÓÕÔÓÔŒÉÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ:

∀x∀y ((xy = 0) → ((x = 0) ∨ (y = 0))):

œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÌØÃÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÌÏÖÅÎÏ Œ ÐÏÌÅ.

148. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. (õËÁÚÁÎÉÅ. üÔÏ ÐÏÌÅ ÎÁ- ÚÙŒÁÀÔ ÐÏÌÅÍ ÞÁÓÔÎÙÈ ; ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØ- ÎÙÅ ÄÒÏÂÉ ŒÉÄÁ m=n ÐÒÉ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÈ ÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÁ É ÏÐÅÒÁÃÉÊ.)

îÅ ŒÓÅÇÄÁ, ÏÄÎÁËÏ, ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÐÒÏÓÔÙÅ ËÒÉÔÅÒÉÉ ŒÌÏÖÉÍÏÓÔÉ. íÙ ÎÅ ÚÒÑ ÔÒÅÂÏŒÁÌÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÓÔÉ: ÉÚ- ŒÅÓÔÎÙÊ ÓÏŒÅÔÓËÉÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÓÔ É ÌÏÇÉË á. é. íÁÌØÃÅŒ ÄÏ- ËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÎÅ ŒÓÑËÏÅ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÅ ËÏÌØÃÏ ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅ- ÌÅÊ ÎÕÌÑ ŒËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÔÅÌÏ É ÞÔÏ ÎÉËÁËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉ- ÓÌÏ ˝_1-ÆÏÒÍÕÌ ÎÅ ÄÁÀÔ ËÒÉÔÅÒÉÑ ŒÌÏÖÉÍÏÓÔÉ ÐÏÌÕÇÒÕÐ- ÐÙ Œ ÇÒÕÐÐÕ (ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ ÓÍ. Œ ËÎÉÇÅ ëÕÒÏÛÁ [14], ÇÌÁŒÁ II, ÐÁÒÁÇÒÁÆ 5).

íÙ ÚÎÁÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ËÏÇÄÁ ÄÁÎÎÕÀ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ ÍÏÖ- ÎÏ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ÄÏ ÍÏÄÅÌÉ ÄÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ. üÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÌÅÇËÏ ÏÔŒÅÔÉÔØ É ÎÁ ÔÁËÏÊ ŒÏÐÒÏÓ: ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÏ- ÄÅÌØ ÄÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ É Åč ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÍÏÄÅ- ÌØÀ ÄÒÕÇÏÊ ÔÅÏÒÉÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 71. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ÄŒÅ ÔÅÏÒÉÉ (Ó ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ) T_1 É T_2 ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ. ôÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ:

(Á) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÔÅÏÒÉÉ T_1 É Åč ÒÁÓ- ÛÉÒÅÎÉÅ, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÍÏÄÅÌØÀ ÔÅÏÒÉÉ T_2;

(Â) ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ T_1 ÓÏ ŒÓÅÍÉ ˝_1-ÔÅÏÒÅÍÁÍÉ ÔÅÏÒÉÉ T_2 ÓÏŒÍÅÓÔÎÏ;

(Œ) ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ T_2 ÓÏ ŒÓÅÍÉ ˚_1-ÔÅÏÒÅÍÁÍÉ ÔÅÏÒÉÉ T_1 ÓÏŒÍÅÓÔÎÏ.

◁ ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ (Á) ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÓÌÅ- ÄÕÀÔ (Â) É (Œ). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ M_1 ⊂ M_2 | ÍÏÄÅÌÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÔÅÏÒÉÊ, ÔÏ Œ M_1 ÉÓÔÉÎÎÙ ŒÓÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÔÅÏÒÉÉ T_1 É ŒÓÅ ˝_1-ÔÅÏÒÅÍÙ ÔÅÏÒÉÉ T_2 (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÉ ÎÁ- ÓÌÅÄÕÀÔÓÑ ÉÚ M_2), Á Œ M_2 ÉÓÔÉÎÎÙ ŒÓÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÔÅÏÒÉÉ T_2 É ŒÓÅ ˚_1-ÔÅÏÒÅÍÙ ÔÅÏÒÉÉ T_1.

ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ (Â) É (Œ) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, Á ÔÁËÖÅ ÔÁËÏÍÕ ÓŒÏÊÓÔŒÕ: ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ˚_1-ÔÅÏÒÅÍÙ ∃x_1 : : : ∃x_n ’ ÔÅÏÒÉÉ T_1 É ÏÔÒÉ- ÃÁÀÝÅÊ Åč ˝_1-ÔÅÏÒÅÍÙ ∀x_1 : : : ∀x_n ¬’ ÔÅÏÒÉÉ T_2. ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÅÏÒÉÑ T_1 ÎÅÓÏŒÍÅÓÔÎÁ Ó ˝_1-ÓÌÅÄÓÔŒÉÑÍÉ ÔÅÏ- ÒÉÉ T_2. œ ÜÔÏÍ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÉ ÕÞÁÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ˝_1-ÆÏÒÍÕÌ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÏÂSSÅÄÉÎÉÔØ Œ ÏÄÎÕ (ÓÍ. ÒÁÚ- ÄÅÌ 4.7, Ó. 197). ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ˝_1-ÆÏÒÍÕÌÁ, ÏÎÁ ÂÕÄÅÔ ŒÙŒÏ- ÄÉÍÁ Œ ÔÅÏÒÉÉ T_2, Á Åč ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ | Œ T_1.

îÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÉÚ ÓŒÏÊÓÔŒ (Â) É (Œ) ŒÌÅÞčÔ (Á). úÄÅÓØ ÎÁÍ ÐÒÉÄčÔÓÑ ÎÁÒÕÛÉÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ É ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÉÍÅÎÎÏ (Â). ðÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÅÓÔØ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁ- ÃÉÑ M_1, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÓÔÉÎÎÙ ŒÓÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÔÅÏÒÉÉ T_1 É ŒÓÅ ˝_1-ÔÅÏÒÅÍÙ ÔÅÏÒÉÉ T_2. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 70 ÎÁÊÄčÔÓÑ Åč ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ M_2, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÍÏÄÅÌØÀ T_2, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁ- ÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ. ▷

íÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÙÔÁÔØÓÑ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÞÁŒ Ó ÍÏÄÅÌÉ ÔÅÏÒÉÉ T_2, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÓÔÉÎÎÙ ŒÓÅ ˝_1-ÔÅÏÒÅÍÙ ÔÅÏÒÉÉ T_1, É ÐÙÔÁÔØÓÑ ŒÙÄÅÌÉÔØ Œ ÎÅÊ ÐÏÄÓÔÒÕËÔÕÒÕ, ÑŒÌÑÀÝÕÀÓÑ ÍÏÄÅÌØÀ ÔÅÏÒÉÉ T_1. ïÄÎÁËÏ ÜÔÏÔ ÐÌÁÎ ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ 70 ÄÌÑ ÐÏÄÓÔÒÕËÔÕÒ ÎÅŒÅÒÅÎ.

149. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÁ ÔÁËÁÑ ÓÉÔÕÁÃÉÑ: ŒÓÅ ˚1-ÔÅÏ- ÒÅÍÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÅÏÒÉÉ T ÉÓÔÉÎÎÙ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁ- ÃÉÉ M, ÎÏ M ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÏÄÓÔÒÕËÔÕÒÙ, ÑŒÌÑÀÝÅÊÓÑ ÍÏÄÅÌØÀ ÔÅÏÒÉÉ T . (õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÏÒÉÀ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏ- ÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÂÅÚ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. œÓÅ Åč ˚1-ÓÌÅÄ- ÓÔŒÉÑ ŒÅÒÎÙ Œ N + Z, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÉÚ Z, ÐÏÜÔÏÍÕ Œ ÓÉÌÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ŒÅÒÎÙ É Œ N.)

œÏÔ ÅÝč ÏÄÎÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÈ Œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÒÅ- ÚÕÌØÔÁÔÏŒ. ôÅÏÒÉÀ T ÎÁÚÙŒÁÀÔ ˝_1-ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÉÒÕÅÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ˝_1-ÆÏÒÍÕÌ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÙ- ŒÏÄÑÔÓÑ ŒÓÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÔÅÏÒÉÉ T É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ A ÓÉÇÎÁ- ÔÕÒÙ œ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅ- ÔÁÃÉÉ B ÔÏÊ ÖÅ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ, ÅÓÌÉ B ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ A, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÏÓÉÔÅÌØ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ A ÅÓÔØ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÏÓÉÔÅÌÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ B É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ É ÐÒÅÄÉ- ËÁÔÎÙÅ ÓÉÍŒÏÌÙ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÀÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏŒÏ ÎÁ ÁÒÇÕ- ÍÅÎÔÁÈ ÉÚ A. (äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÞÔÏÂÙ ÚÁÄÁÔØ ËÁËÕÀ- ÌÉÂÏ ÐÏÄÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÄÁÎÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ B, ÎÕÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÏÓÉÔÅÌÑ B, ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÉÇÎÁÔÕÒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ.)

ôÅÏÒÅÍÁ 72 (ìÏÓÑ { ôÁÒÓËÏÇÏ). ôÅÏÒÉÑ ˝_1-ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÉ- ÒÕÅÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÕÓÔÏÊÞÉŒÁ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÐÏÄÓÔÒÕËÔÕÒÁÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÇÄÁ ÌÀÂÁÑ ÐÏÄÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÌÀÂÏÊ Åč ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ Åč

ÍÏÄÅÌØÀ.

◁ ïÞÅŒÉÄÎÏ, ˝_1-ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÉÒÕÅÍÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÕÓÔÏÊÞÉ- ŒÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÐÏÄÓÔÒÕËÔÕÒÁÍ (ŒÓÅ ÆÏÒÍÕ- ÌÙ ÉÚ Åč ˝_1-ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÁÃÉÉ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÉÓÔÉÎÎÙÍÉ). ïÂ- ÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ T | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ, ÕÓÔÏÊÞÉŒÁÑ ÏÔ- ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÐÏÄÓÔÒÕËÔÕÒÁÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ T_1 ŒÓÅÈ ˝_1-ÆÏÒÍÕÌ, ŒÙŒÏÄÉÍÙÈ Œ T . ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÔÅÏÒÅÍÙ T ŒÙŒÏÄÑÔÓÑ ÉÚ T_1. ðÕÓÔØ ËÁËÁÑ-ÔÏ ÆÏÒ- ÍÕÌÁ ’ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ ÉÚ T , ÎÏ ÎÅ ÉÚ T_1. ôÏÇÄÁ ÔÅÏÒÉÑ T_1 +¬’ ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÁ É ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 71 ÎÁÊÄčÔÓÑ (ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ) ÍÏÄÅÌØ ÔÅÏÒÉÉ {¬’} É Åč ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÍÏÄÅ- ÌØÀ ÔÅÏÒÉÉ T , ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ. ▷ 150. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ÕÓÔÏÊÞÉŒÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ- ÎÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÐÏÄÓÔÒÕËÔÕÒÁÍ, ÔÏ ÏÎÁ ŒÙŒÏÄÉÍÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ˝1-ÆÏÒÍÕÌÅ ÔÏÊ ÖÅ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ.

óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞ- ÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏ ˚_1-ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÉÒÕÅÍÙÅ ÔÅÏÒÉÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 73. ôÅÏÒÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ˚_1-ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÉÒÕÅÍÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÕÓÔÏÊÞÉŒÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑÍ.

151. ðÒÏŒÅÄÉÔÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ (ÄÁŒ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ).

152. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ÕÓÔÏÊÞÉŒÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ- ÎÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑÍ, ÔÏ ÏÎÁ ŒÙŒÏÄÉÍÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ˚1-ÆÏÒÍÕÌÅ ÔÏÊ ÖÅ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ.

ôÅÏÒÅÔÉËÏ-ÍÏÄÅÌØÎÙÅ ËÒÉÔÅÒÉÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ É ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÆÏÒÍÕÌ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ˝_2-ÆÏÒÍÕÌ (ÔÏ ÅÓÔØ ÆÏÒÍÕÌ ÔÉÐÁ ∀∃). ôÁËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÅ ÕÓÔÏÊÞÉŒÙ ÎÉ ÏÔ- ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ, ÎÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÄÓÔÒÕËÔÕÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÂ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÉ ÎÁÉ- ÂÏÌØÛÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ Œ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ. ïÎÏ ÚÁ- ÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ∀∃-ÆÏÒÍÕÌÙ. éÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÅÇÏ Œ ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÏŒÓÅ ÎÅ ŒÌÅÞčÔ ÅÇÏ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ Œ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ É Œ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑÈ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ËÏÅ-ÞÔÏ ÏÂ ÜÔÏÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÉ ÓËÁÚÁÔØ ÍÏÖÎÏ: ÅÓÌÉ ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÃÅÐÉ M_0 ⊂ M_1 ⊂ M_2 ⊂ : : : ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÔÏ É ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ∪_iM_i ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ (ÐÒÏŒÅÒØÔÅ). éÍÅÎÎÏ ÜÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ,

ËÁË ÍÙ ŒÓËÏÒÅ ÕŒÉÄÉÍ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔ ˝_2-ÆÏÒÍÕÌÙ.

ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

M_0 ⊂ M_1 ⊂ M_2 ⊂ : : :

ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ (Œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÄÒÕÇÉÅ ÎÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ- ŒÁÅÍ) ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ œ, ÐÒÉÞčÍ M_i ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ M_{i+1} (ÐÒÅÄÉËÁÔÙ É ÆÕÎËÃÉÉ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁ- ÎÙ). ôÏÇÄÁ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÃÅÐÉ ÉÎÔÅÒ- ÐÒÅÔÁÃÉÊ ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ (ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ) ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÅÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ œ. (ðÏÄÏÂÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ Œ ÔÅ- ÏÒÉÉ ÐÏÌÅÊ, ËÏÇÄÁ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÐÏÌÑ: ÍÙ ÒÁÓÛÉÒÑÅÍ ÐÏÌÅ, ÄÏÂÁŒÌÑÑ ÐÏ ÏÞÅÒÅÄÉ ËÏÒÎÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ, Á ÐÏÔÏÍ ÂÅÒčÍ ÏÂSSÅÄÉÎÅ- ÎÉÅ ÜÔÉÈ ÐÏÌÅÊ.)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ˝_2-ÆÏÒÍÕÌÁ ÕÓÔÏÊÞÉŒÁ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÃÅÐÅÊ: ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÉÓÔÉÎÎÁ ŒÏ ŒÓÅÈ M_i, ÔÏ ÏÎÁ ÉÓÔÉÎÎÁ É Œ ÉÈ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÉ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ ∀x∃y ’(x; y) Ó ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ ’(x; y) ÉÓ- ÔÉÎÎÁ ŒÏ ŒÓÅÈ M_i. ôÏÇÄÁ ÏÎÁ ÉÓÔÉÎÎÁ É Œ ÉÈ ÏÂSSÅÄÉÎÅ- ÎÉÉ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÌÀÂÏÅ x ÉÚ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÐÒÉÎÁÄÌÅ- ÖÉÔ ËÁËÏÍÕ-ÔÏ M_i, É Œ ÔÏÍ ÖÅ ÓÁÍÏÍ M_i ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÅ y. (åÓÌÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÅÓËÏÌØËÏ, ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.)

ðÏÜÔÏÍÕ É ÌÀÂÁÑ ÔÅÏÒÉÑ, ÉÍÅÀÝÁÑ ˝_2-ÁËÓÉÏÍÁÔÉ- ÚÁÃÉÀ, ÕÓÔÏÊÞÉŒÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ. ïÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÁËÖÅ ŒÅÒÎÏ:

ôÅÏÒÅÍÁ 74 (þÜÎÁ { ìÏÓÑ { óÕÛËÏ). ôÅÏÒÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ˝_2-ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÉÒÕÅÍÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÕÓÔÏÊÞÉŒÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÃÅ- ÐÅÊ (ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÌÀÂÏÊ ÃÅÐÉ Åč ÍÏÄÅÌÅÊ ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ Åč ÍÏÄÅÌØÀ).

◁ äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÐÏÎÑÔÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ M_2 ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ M_1, ÅÓÌÉ M_1 ⊂ M_2 É Œ M_2 ÉÓÔÉÎÎÙ ÔÅ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÙ Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ ÉÚ M_1, ÞÔÏ É Œ M_1. (ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: M_1 ≺ M_2.)

153. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ M1 ≺ M2 ≺ M3, ÔÏ M3 ÅÓÔØ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ M1.

ìÅÍÍÁ ôÁÒÓËÏÇÏ. ïÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÃÅÐÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÒÁÓ- ÛÉÒÅÎÉÊ M_1 ≺ M_2 ≺ M_3 ≺ : : : ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÍÏÄÅÌÅÊ ÃÅÐÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. ðÕÓÔØ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍ ÆÏÒÍÕ- ÌÙ ’ ÐÒÉÄÁÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ËÁËÏÍ-ÌÉÂÏ ÉÚ M_i. îÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÉÓÔÉÎ- ÎÁ ÉÌÉ ÌÏÖÎÁ Œ M_i É Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÉ ÃÅÐÉ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ M. (éÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ÌÅÍÍÙ ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÉÓÔÉÎÎÁ ÉÌÉ ÌÏÖÎÁ ŒÏ ŒÓÅÈ M_i; M_{i+1}; : : : ) üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏ- ÅÎÉÀ ÆÏÒÍÕÌÙ ’. äÌÑ ÁÔÏÍÁÒÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÏÎÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ; ÄÌÑ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÉÎÄÕËÃÉÑ ÔÁËÖÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÁŒ- ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ | ÜÔÏ ËŒÁÎÔÏÒÙ. ðÕÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ ’ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ËŒÁÎÔÏ- ÒÁ ∃¸. åÓÌÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ¸ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÕÖÅ Œ M_i, ÔÏ ÏÎÏ ÇÏÄÉÔÓÑ É ÄÌÑ M (ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ ÉÎÄÕË- ÃÉÉ). œ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ: ÅÓÌÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÅ ¸ ÎÁÊÄčÔÓÑ Œ M, ÔÏ ÏÎÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ M_j ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ j, ÐÏÜÔÏÍÕ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÓÔÉÎÎÁ Œ M_j (ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕË- ÃÉÉ). ïÓÔÁčÔÓÑ ŒÓÐÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ M_j ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÏ M_i.

ëÁË ŒÓÅÇÄÁ, ËŒÁÎÔÏÒ ŒÓÅÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËŒÁÎÔÏÒÁ ÓÕÛÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ (ÉÌÉ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÄŒÏÊ- ÓÔŒÅÎÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ). ìÅÍÍÁ ôÁÒÓËÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ôÅÐÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ þÜÎÁ { ìÏÓÑ { óÕÛËÏ. ðÒÅÄ- ÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÉÑ T ÕÓÔÏÊÞÉŒÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂSSÅÄÉ- ÎÅÎÉÑ ÃÅÐÅÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ T^′ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ˝_2-ÔÅÏ- ÒÅÍ T . îÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÍÏÄÅÌØ T^′ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÄÅÌØÀ T .

äÌÑ ÜÔÏÇÏ, ÎÁÞÁŒ Ó ÌÀÂÏÊ ÍÏÄÅÌÉ M^′ ÔÅÏÒÉÉ T^′, ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÃÅÐØ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÊ

M^′ = M_0 ⊂ M_1 ⊂ M_2 ⊂ M_3 ⊂ : : : ;

Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÞÅÒÅÄÕÀÔÓÑ ÍÏÄÅÌÉ ÔÅÏÒÉÉ T^′ (ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ M_0; M_2; M_4; : : : ), ËÏÔÏÒÙÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÒÁÓ- ÛÉÒÅÎÉÑÍÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ, É ÍÏÄÅÌÉ ÔÅÏÒÉÉ T (ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁ- ÃÉÉ M_1; M_3; M_5; : : : ; ÏÎÉ, ŒÐÒÏÞÅÍ, ÔÁËÖÅ ÂÕÄÕÔ ÍÏÄÅÌÑÍÉ

ÔÅÏÒÉÉ T^′).

ïÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ M_i ÂÕÄÅÔ ÍÏÄÅÌØÀ ÔÅÏÒÉÉ T , ÔÁË ËÁË ÜÔÁ ÔÅÏÒÉÑ ÕÓÔÏÊÞÉŒÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏ ÌÅÍÍÅ ôÁÒÓËÏÇÏ ÜÔÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑÍ M_0; M_2; M_4; : : : ðÏÜÔÏÍÕ ŒÓÅ ÏÎÉ, ŒËÌÀÞÁÑ ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÍÏÄÅÌØ M^′ = M_0, ÂÕÄÕÔ ÍÏÄÅÌÑÍÉ ÔÅÏÒÉÉ T , ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÒÅÂÕÅÍÕÀ ÃÅÐØ. éÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ M_0 = M^′ ÕÖÅ ÅÓÔØ. âÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÃÅÐØ ÐÏ ÛÁÇÁÍ, ÐÒÏ- ÄÏÌÖÁÑ Åč ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÎÁ ÄŒÁ ÚŒÅÎÁ ŒÐÅÒčÄ. œÏÚÍÏÖ- ÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÏÂÅÓÐÅÞÉŒÁÅÔ ÔÁËÁÑ ÌÅÍÍÁ:

ìÅÍÍÁ Ï ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ. åÓÌÉ ŒÓÅ ˝_2-ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÔÅÏÒÉÉ T ÉÓÔÉÎÎÙ Œ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ A, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ Åč ÒÁÓ- ÛÉÒÅÎÉÑ A ⊂ B ⊂ C ÔÁË, ÞÔÏÂÙ B ÂÙÌÏ ÍÏÄÅÌØÀ ÔÅÏ- ÒÉÉ T , Á C ÂÙÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ A.

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÌÅÍÍÕ Ï ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ, ÐÏËÁ- ÖÅÍ (ÈÏÔÑ ÜÔÏ ÎÁÍ É ÎÅ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ), ÞÔÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ- ŒÁÎÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ. ðÕÓÔØ A ⊂ B ⊂ C, ÐÒÉÞčÍ C | ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ A. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅ ˝_2-ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅ, ÉÓÔÉÎÎÏÅ Œ B, ÉÓÔÉÎÎÏ É Œ A. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ∀x∃y’(x; y) Ó ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÏÊ ÆÏÒÍÕ- ÌÏÊ ’ ÉÓÔÉÎÎÏ Œ B. ðÒÏŒÅÒÉÍ ÅÇÏ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ Œ A. åÓÌÉ ÏÎÏ ÌÏÖÎÏ ÐÒÉ x = a, ÔÏ ∃y ’(a; y) ÌÏÖÎÏ É Œ A, É Œ C (ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÓÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ) É ÐÏÔÏÍÕ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÓÔÉÎÎÙÍ Œ B (ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÑËÏÅ y ÉÚ B ÌÅÖÉÔ É Œ C).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ Ï ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ. þÔÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÏÔ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ B ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ A, ÞÔÏÂÙ ÍÏÖ- ÎÏ ÂÙÌÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ C Ó ÔÒÅÂÕÅÍÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ? óŒÏÊ- ÓÔŒÁ ÜÔÉ ÓÏÓÔÏÑÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ C ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÍÏÄÅÌØÀ ÔÅ- ÏÒÉÉ Th_A(A) É ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ B. ëÁË ÒÁÚ ÐÒÏ ÜÔÏ ÇÏŒÏÒÉÔ ÔÅÏÒÅÍÁ 70, ÎÁÄÏ ÌÉÛØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ œ Œ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ŒÚÑÔØ ÎÁÛÕ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ œ Ó ÄÏÂÁŒÌÅÎÎÙÍÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ ÄÌÑ A (ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÌÉ Åč œ_A), Á Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÔÅÏÒÉÉ T ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 70 ŒÚÑÔØ Th_A(A), ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ- ŒÏ ŒÓÅÈ ÉÓÔÉÎÎÙÈ Œ A ÆÏÒÍÕÌ Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ ÉÚ A.

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÕËÁÚÁÎÎÙÊ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 70 ËÒÉÔÅÒÉÊ, ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÄÏ-

ËÁÚÁÔØ, ÔÁË: ÎÁÊÄčÔÓÑ ÍÏÄÅÌØ B ÔÅÏÒÉÉ T , ËÏÔÏÒÁÑ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ A É Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÓÔÉÎÎÙ ŒÓÅ ˝_1-ÆÏÒ- ÍÕÌÙ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ œ_A, ŒÙŒÏÄÉÍÙÅ ÉÚ Th_A(A). œÓÐÏÍÉÎÁÑ ÍÅÔÏÄ ÄÉÁÇÒÁÍÍ, ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÓÏ- ŒÍÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÅÏÒÉÉ T Ó D(A) É ÓÏ ŒÓÅÍÉ ˝_1-ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ- ÍÉ ÔÅÏÒÉÉ Th(A) Œ ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ œ_A. œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ D(A) ÍÏÖÎÏ É ÎÅ ÕÐÏÍÉÎÁÔØ ÑŒÎÏ, ÔÁË ËÁË ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ Th_A(A).

éÔÁË, ÏÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÉÑ T ÓÏŒÍÅÓÔÎÁ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ˝_1-ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ ÉÚ A, ÉÓÔÉÎÎÙÍÉ Œ A. åÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, ÉÚ T ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ˚_1-ÆÏÒÍÕÌÁ

∃fi_1 : : : ∃fi_m ¬’(a_1; : : : ; a_n; fi_1; : : : ; fi_m);

ÌÏÖÎÁÑ Œ A. ëÏÎÓÔÁÎÔÙ a_1; : : : ; a_n ÎÅ ŒÈÏÄÑÔ Œ ÔÅÏÒÉÀ T , ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÚ T ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ É ÆÏÒÍÕÌÁ

∀ff_1 : : : ∀ff_n∃fi_1 : : : ∃fi_m ¬’(ff_1; : : : ; ff_n; fi_1; : : : ; fi_m);

ËÏÔÏÒÁÑ ÂÕÄÅÔ ŒÙŒÏÄÉÍÏÊ ÉÚ T ÆÏÒÍÕÌÏÊ ËÌÁÓÓÁ ˝_2, ÌÏÖ- ÎÏÊ Œ A, Á ÔÁËÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ÎÅ ÂÙŒÁÅÔ ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ.

ìÅÍÍÁ Ï ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ (Á Ó ÎÅÊ É ÔÅÏÒÅÍÁ þÜÎÁ { ìÏ- ÓÑ { óÕÛËÏ) ÄÏËÁÚÁÎÁ. ▷

154. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ÕÓÔÏÊÞÉŒÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ- ÎÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÃÅÐÅÊ, ÔÏ ÏÎÁ ŒÙŒÏÄÉÍÏ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ˝2-ÆÏÒÍÕÌÅ ÔÏÊ ÖÅ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ.

155. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄŒÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÏÄÎÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ.

5.6. õÌØÔÒÁÆÉÌØÔÒÙ É ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØ

œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÄÁÄÉÍ ÐÒÑÍÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅ- ÏÒÅÍÙ Ï ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 50, Ó. 189).

ðÕÓÔØ S | ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Á F | ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÓÅ- ÍÅÊÓÔŒÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ S. óÅÍÅÊÓÔŒÏ F ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÆÉÌØÔÒÏÍ ÎÁ S, ÅÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ (ÄÌÑ ÎÁÇÌÑÄÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÚ F ÍÙ ÎÁÚÙŒÁÅÍ ÄÁÌÅÅ ÂÏÌØÛÉÍÉ):

• ∅ ∉ F (ÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÏÌØÛÉÍ);

• A ∈ F; B ∈ F ⇒ A ∩ B ∈ F (ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÂÏÌØ- ÛÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ | ÓÎÏŒÁ ÂÏÌØÛÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ); ÏÔÓÀ- ÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÂÏÌØ- ÛÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ | ÂÏÌØÛÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÂÏÌØÛÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ;

• A ∈ F; A ⊂ B ⇒ B ∈ F (ÌÀÂÏÅ ÎÁÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÂÏÌØ- ÛÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÏÌØÛÉÍ); ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕ- ÅÔ, ÞÔÏ ŒÓč ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÏÌØÛÉÍ.

äÏÐÏÌÎÅÎÉÑ Ë ÂÏÌØÛÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÁ- ÚŒÁÔØ ÍÁÌÙÍÉ. (ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ ÎÉ ÂÏÌØÛÉÍ, ÎÉ ÍÁÌÙÍ; ÜÔÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔ ÆÉÌØÔÒÙ ÏÔ ÕÌØ- ÔÒÁÆÉÌØÔÒÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ŒÓËÏÒÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ.)

ôÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÆÉÌØÔÒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ S. äÒÕÇÏÊ ÐÒÉ- ÍÅÒ | ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ S, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÎÅËÏ- ÔÏÒÙÊ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ s ∈ S. ôÁËÏÊ ÆÉÌØÔÒ ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍ. ôÒÅÔÉÊ ÐÒÉÍÅÒ: ÐÕÓÔØ S ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ- ÇÄÁ ÆÉÌØÔÒÏÍ ÂÕÄÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ËÏËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ S, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ËÏ- ÎÅÞÎÏ. (äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÁÌÙÍÉ ÂÕÄÕÔ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ.) ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÐÒÉÍÅÒ | ÉÚ ÁÎÁÌÉÚÁ: ÆÉÌØÔÒÏÍ ÎÁ R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÉËÓÉ- ÒÏŒÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ a, ÔÏ ÅÓÔØ ŒÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ a ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÏÊ.

156. ðÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÉÌØÔÒÁ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÍÁÌÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ É ÂÏÌØÛÉÍ, É ÍÁÌÙÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÂÏÌØÛÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ (ÐÏ ÂÏÌØÛÏÍÕ, É ÐÏ- ÔÏÍÕ ÎÅÐÕÓÔÏÍÕ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ). îÏ, ËÁË ÍÙ ÕÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÉ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ ÎÉ ÂÏÌØÛÉÍ, ÎÉ ÍÁÌÙÍ. åÓÌÉ ÔÁËÉÈ ĂÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈĄ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÎÅÔ, ÆÉÌØÔÒ ÎÁÚÙŒÁ- ÀÔ ÕÌØÔÒÁÆÉÌØÔÒÏÍ.

éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÕÌØÔÒÁÆÉÌØÔÒÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÆÉÌØÔÒ ÎÁ S Ó ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: A ∈ F ÉÌÉ S \ A ∈ F ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ

ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ⊂ S.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÌÀÂÏÊ ÇÌÁŒÎÙÊ ÆÉÌØÔÒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÌØÔÒÁ- ÆÉÌØÔÒÏÍ. æÉÌØÔÒÙ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÎÁÛÉÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÎÅ ÂÙÌÉ ÕÌØÔÒÁÆÉÌØÔÒÁÍÉ.

157. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÌÀÂÏÊ ÕÌØÔÒÁ- ÆÉÌØÔÒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁŒÎÙÍ.

158. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÎÅÇÌÁŒÎÙÊ ÕÌØÔÒÁÆÉÌØÔÒ ÓÏÄÅÒ- ÖÉÔ ŒÓÅ ËÏËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

159. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÕÌØÔÒÁÆÉÌØÔÒ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁŒ- ÎÙÍ, ÔÏ ŒÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ A ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ É ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ A △ B ËÏÎÅÞÎÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÕÌØÔÒÁÆÉÌØÔÒÁ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ- ŒÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÕÌØÔÒÁÆÉÌØÔÒÙ | ÜÔÏ ÆÉÌØ- ÔÒÙ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ (ÍÁËÓÉÍÁÌØ- ÎÙÅ ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ). äÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ. åÓÌÉ ÆÉÌØÔÒ F ÎÅ ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ, ÔÏ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÂÏÌØÛÉÊ ÆÉÌØÔÒ F^′. ôÏÇÄÁ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ A ∈ F^′ \ F É ÅÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÄÏ S ÎÅ ÐÒÉÎÁÄ- ÌÅÖÉÔ F (ÉÎÁÞÅ É A, É ÅÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÌÉ ÂÙ ÆÉÌØÔÒÕ F^′). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, F ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÌØÔÒÁ- ÆÉÌØÔÒÏÍ.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ ÆÉÌØÔÒ F ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÌØÔÒÁÆÉÌØ- ÔÒÏÍ, É ÎÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A, ÎÉ ÅÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ S \ A ÎÅ ÐÒÉ- ÎÁÄÌÅÖÁÔ F . äÏÂÁŒÉÍ Ë F ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÉÄÁ A ∩ B (ÄÌÑ ŒÓÅÈ B ∈ F ) É ŒÓÅ ÉÈ ÎÁÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÆÉÌØÔÒ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÅÍÕ ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ, ÔÁË ËÁË ÉÎÁÞÅ ÂÙ A ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÌÏÓØ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏÍ ÉÚ F É S \ A ÓÏÄÅÒÖÁÌÏ ÂÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÚ F ÐÏÔÏÍÕ ÌÅÖÁÌÏ ÂÙ Œ F . ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÆÉÌØ- ÔÒÁ ÏÞÅŒÉÄÎÙ; ÎÏŒÙÊ ÆÉÌØÔÒ (Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ) ÓÏÄÅÒÖÉÔ A É ÐÏÔÏÍÕ ÒÁÓÛÉÒÑÅÔ F .

ôÅÏÒÅÍÁ 75. œÓÑËÉÊ ÆÉÌØÔÒ F ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ S ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ÄÏ ÕÌØÔÒÁÆÉÌØÔÒÁ F^′ ⊃ F .

◁ äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÅËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÏ: ÍÙ ÎÅ ÐÒÅÄSSÑŒÌÑÅÍ ÔÁËÏÇÏ ÆÉÌØÔÒÁ, Á ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÍ ÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÌÅÍÍÙ ãÏÒÎÁ (ÓÍ. [6]). îÕÖ- ÎÏ ÔÏÌØËÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÌÀÂÏÊ ÃÅÐÉ ÆÉÌØ- ÔÒÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÉÌØÔÒÏÍ (ÞÔÏ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ).

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÐÏËÁ ÆÉÌØÔÒ ÎÅ ÓÔÁÎÅÔ ÕÌØÔÒÁÆÉÌØ- ÔÒÏÍ, ÍÙ ÂÅÒčÍ ĂÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÅĄ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É ÒÁÓÛÉÒÑ- ÅÍ ÆÉÌØÔÒ, ÏÂSSÑŒÌÑÑ ÅÇÏ ÂÏÌØÛÉÍ, ÐÏŒÔÏÒÑÑ ÜÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ ÐÏ ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔÎÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ. ▷

160. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÅÓÔØ ÎÅÇÌÁŒÎÙÊ ÕÌØÔÒÁÆÉÌØÔÒ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÒÁÓÛÉÒÉÍ ÆÉÌØÔÒ ËÏËÏ- ÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÄÏ ÕÌØÔÒÁÆÉÌØÔÒÁ.)

íÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÅÂÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ S ËÁË ÇÏÌÏÓÕÀÝÉÈ (ËÏÔÏÒÙÅ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ŒÏÚÄÅÒÖÉŒÁÀÔÓÑ ÏÔ ÇÏ- ÌÏÓÏŒÁÎÉÑ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÆÉÌØÔÒ ÎÁ S ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÒÅÇÌÁÍÅÎÔ: ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÏÇÏÌÏÓÏŒÁŒÛÉÈ ĂÚÁĄ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÏÌØÛÉÍ. áËÓÉÏÍÙ ÆÉÌØÔÒÁ ÔÏÇÄÁ ÚŒÕÞÁÔ ÔÁË: ÒÅÛÅÎÉÅ, ÐÒÏÔÉŒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÓÅ, ÐÒÉÎÑÔÏ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏ- ÖÅÔ; ÅÓÌÉ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÄŒÕÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔÓÑ, ÔÏ ÏÎÉ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔÓÑ É Œ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔÉ; ÎÁËÏÎÅÃ, ÐÒÉÎÑÔÏÅ ÒÅÛÅ- ÎÉÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÔŒÅÒÇÎÕÔÏ, ÅÓÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÇÏÌÏ- ÓÏŒÁŒÛÉÈ ÐÒÏÔÉŒ ÎÅÇÏ ÐÅÒÅÄÕÍÁÌÉ.

óŒÏÊÓÔŒÏ ÕÌØÔÒÁÆÉÌØÔÒÁ ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ ÑÓÎÙÊ ÓÍÙÓÌ: ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ŒÏÐÒÏÓÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÎÑÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ (ÏÄÎÏ ÉÚ ÄŒÕÈ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÍÎÅÎÉÊ ÎÁÂÉÒÁÅÔ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÏ). çÌÁŒÎÙÅ ÕÌØÔÒÁÆÉÌØÔÒÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÄÉËÔÁÔÕÒÅ (ÓÕ- ÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÍÎÅÎÉÅ ÌÉÛØ ÏÄÎÏÇÏ ÇÏÌÏÓÕÀÝÅÇÏ); ÚÁÄÁÞÁ 157 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÇÏÌÏÓÕÀÝÉÈ ÌÀÂÙÅ ÄÒÕÇÉÅ ÓÐÏÓÏÂÙ ÎÅ ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÐÒÉÎÑÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÏ ÎÅËÏ- ÔÏÒÙÍ ŒÏÐÒÏÓÁÍ.

õÌØÔÒÁÆÉÌØÔÒÙ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÌÀÂÏÐÙÔÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ. œÏÔ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÇÒÕ ÄŒÕÈ ÕÞÁÓÔÎÉËÏŒ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎÉ ÐÏ ÏÞÅÒÅÄÉ ÏÂSS- ÑŒÌÑÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ĂÓŒÏÉÍÉĄ. îÁ ÐÅÒ- ŒÏÍ ÛÁÇÅ ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÊ ÉÇÒÕ ÏÂSSÑŒÌÑÅÔ ÓŒÏÉÍÉ ÞÉÓÌÁ ÏÔ ÎÕÌÑ ÄÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n_1, ÎÁ ŒÔÏÒÏÍ ÛÁÇÅ ÅÇÏ ÐÒÏ- ÔÉŒÎÉË ÐÒÉÓŒÁÉŒÁÅÔ ÞÉÓÌÁ ÏÔ n_1 (ÎÅ ŒËÌÀÞÁÑ ÅÇÏ) ÄÏ ÎÅ- ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ n_2 (ŒËÌÀÞÁÑ ÅÇÏ), ÚÁÔÅÍ ÐÅÒ- ŒÙÊ ÉÇÒÏË ÐÒÉÓŒÁÉŒÁÅÔ ÞÉÓÌÁ ÏÔ n_2 ÄÏ n_3 É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. ðÁÒÔÉÑ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ É ÄÅÌÉÔ ÎÁÔÕÒÁÌØ- ÎÙÊ ÒÑÄ ÍÅÖÄÕ ÐÅÒŒÙÍ É ŒÔÏÒÙÍ (ÎÁ ÄŒÁ ŒÚÁÉÍÎÏ ÄÏÐÏÌ-

ÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ). œÙÉÇÒÙŒÁÅÔ ÔÏÔ, ÞØč ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÂÏÌØÛÏÅ (ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÆÉÌØÔÒÕ).

åÓÌÉ ÜÔÏÔ ÆÉÌØÔÒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÌØÔÒÁÆÉÌØÔÒÏÍ, ÔÏ Œ ÜÔÏÊ ÉÇÒÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÉÞØÅÊ. åÓÌÉ ÕÌØÔÒÁÆÉÌØÔÒ ÇÌÁŒÎÙÊ, ÔÏ ÉÇÒÁ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÁ | ÐÏÂÅÖÄÁÅÔ ÔÏÔ, ËÔÏ ÚÁ- ÈŒÁÔÉÔ ÒÅÛÁÀÝÅÅ ÞÉÓÌÏ, É ÐÏÔÏÍÕ ÐÅÒŒÙÊ ÍÏÖÅÔ ÇÁÒÁÎ- ÔÉÒÏŒÁÔØ ŒÙÉÇÒÙÛ ÎÁ ÐÅÒŒÏÍ ÖÅ ÈÏÄÕ.

ôÅÏÒÅÍÁ 76. åÓÌÉ ÕÌØÔÒÁÆÉÌØÔÒ ÎÅÇÌÁŒÎÙÊ, ÔÏ ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÉÇÒÏËÏŒ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ŒÙÉÇÒÙÛÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ. (óÔÒÁÔÅ- ÇÉÑ | ÜÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ, ÐÒÅÄÐÉÓÙŒÁÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÈÏÄ Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÉÓÔÏÒÉÉ ÉÇÒÙ. óÔÒÁÔÅÇÉÑ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ŒÙ- ÉÇÒÙÛÎÏÊ, ÅÓÌÉ Åč ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ŒÙÉÇÒÙÛ ÐÒÉ ÌÀÂÏÊ ÉÇÒÅ ÐÒÏÔÉŒÎÉËÁ.)

◁ ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÁ ÉÇÒÏËÁ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÏÄ- ÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÉÍÅÔØ ŒÙÉÇÒÙÛÎÙÅ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ. (þÔÏ ÂÕÄÅÔ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÏÂÁ ÉÍÉ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ?) ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ŒÙÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ ÉÍÅÅÔ ÏÄÉÎ, ÔÏ Åč ÉÍÅÅÔ É ŒÔÏÒÏÊ. óÏŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Õ ÈÏÄÑÝÅÇÏ ŒÔÏ- ÒÙÍ ÅÓÔØ ŒÙÉÇÒÙÛÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ, ÔÏ É ÐÅÒŒÙÊ ÍÏÖÅÔ ÅÊ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ (ÏÎ ÄÏÌÖÅÎ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÓÅÂÑ ŒÔÏÒÙÍ, ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ ÐÅÒŒÙÊ ÎÁ ÐÅÒŒÏÍ ÈÏÄÕ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ŒÚÑÌ).

îÅ ÓÔÏÌØ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ŒÙÉÇÒÙÛÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÐÅÒŒÏÇÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÁ ŒÔÏÒÙÍ, ÎÏ É ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ | ÐÏ- ÓËÏÌØËÕ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÅ ŒÌÉÑÀÔ ÎÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖ- ÎÏÓÔØ ÕÌØÔÒÁÆÉÌØÔÒÕ (ÚÁÄÁÞÁ 159), ŒÔÏÒÏÊ ÍÏÖÅÔ ÚÁÂÙÔØ ÐÒÏ ÈÏÄ, Ó ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁÓØ ÉÇÒÁ, É ŒÏÏÂÒÁÚÉÔØ ÓÅÂÑ ÐÅÒ- ŒÙÍ. (üÔÏ ÓÄÅÌÁÅÔ ÅÇÏ ÐÅÒŒÙÊ ÈÏÄ ÂÅÓÓÍÙÓÌÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÜÔÏÔ ÈÏÄ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÍÅÎØÛÅ ÈÏÄÁ ÐÒÏÔÉŒÎÉËÁ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕ- ÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÌÀÂÏÊ ÈÏÄ, Á ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ ÎÁÞÁÔØ ÐÒÉ- ÍÅÎÑÔØ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÈÏÄÁ.) ▷

161. ðÒÏŒÅÄÉÔÅ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ.

óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ Ó ÐÏÍÏ- ÝØÀ ÕÌØÔÒÁÆÉÌØÔÒÏŒ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÐÏÎÑ- ÔÉÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÊ.

ðÕÓÔØ M_s | ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ (ÏÄ- ÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ) ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ œ, ÉÎÄÅËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏÍ S (ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ s ∈ S ÉÍÅÅÔÓÑ ÓŒÏÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁ-

ÃÉÑ M_s). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÊ ∏ s∈S M_s:

üÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÎÏÓÉÔÅÌÑ ÂÕÄÕÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀ- ÝÉÅ c ËÁÖÄÙÍ ÉÎÄÅËÓÏÍ s ∈ S ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÎÔÅÒ- ÐÒÅÔÁÃÉÉ M_s. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÎÏÓÉÔÅÌØ ÓÔÒÏÉÍÏÊ ÉÎÔÅÒ- ÐÒÅÔÁÃÉÉ ÂÕÄÅÔ ÄÅËÁÒÔÏŒÙÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ŒÓÅÈ M_s.

æÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÉÍŒÏÌÙ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ ÌÅÇËÏ: ÏÎÉ ÐÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ ÏÔÄÅÌØÎÏ Œ ËÁÖÄÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ. éÍÅÎÎÏ ÔÁË ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐ ÉÌÉ ËÏÌÅÃ Œ ÁÌÇÅ- ÂÒÅ. ïÓÔÁčÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÅ ÓÉÍŒÏÌÙ. œ ÁÌÇÅ- ÂÒÅ ÄŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ËÏÌÅÃ ÉÌÉ ÇÒÕÐÐ ÓÞÉÔÁ- ÀÔÓÑ ÒÁŒÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÉÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÒÁŒÎÙ. ðÏ ÁÎÁ- ÌÏÇÉÉ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÄŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ s → a_s É s → b_s ÄÅÌÁÀÔ ÉÓÔÉÎÎÙÍ ÄŒÕÍÅÓÔÎÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ P , ÅÓÌÉ P (a_s; b_s) ÉÓÔÉÎÎÏ Œ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ M_s ÄÌÑ ŒÓÅÈ s. (íÙ ŒÚÑÌÉ ÄŒÕ- ÍÅÓÔÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ ÄÌÑ ÐÒÉÍÅÒÁ, ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ É ÄÌÑ ÓÉÍŒÏÌÏŒ ÌÀÂÏÊ ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.)

äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÄŒÕÈ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ (ÉÎ- ÄÅËÓÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S ÒÁŒÎÏ {1; 2}, ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ ÅÓÔØ (=; ⩽)) ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË ÎÁ ÐÁÒÁÈ: ⟨a_1; a_2⟩ ⩽ ⩽ ⟨b_1; b_2⟩, ÅÓÌÉ a_1 ⩽ a_2 É b_1 ⩽ b_2. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ÐÏÒÑÄÏË ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ÄŒÕÈ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÕÖÅ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÍ (ÅÓÌÉ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÓÏ- ÓÔÏÑÔ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ).

îÁÍ ÜÔÏ ÎÅ ÎÒÁŒÉÔÓÑ: ÍÙ ÈÏÔÉÍ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÊ ÏÂÌÁÄÁÌÏ ÂÙ ŒÓÅÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, ËÏ- ÔÏÒÙÍÉ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. œŒÅÄčÍ ÐÏÎÑÔÉÅ ÆÉÌØ- ÔÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ (ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÄÁÎÎÏÇÏ ÆÉÌØÔÒÁ). ðÕÓÔØ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÉÎÄÅËÓÏŒ S ÚÁÄÁÎ ÆÉÌØÔÒ F . éÚÍÅ- ÎÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ É ÂÕÄÅÍ ÓÞÉ- ÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ s → a_s; s → b_s; : : : ÄÅÌÁÀÔ ÉÓÔÉÎ- ÎÙÍ ÐÒÅÄÉËÁÔ P , ÅÓÌÉ P (a_s; b_s; : : : ) ÉÓÔÉÎÎÏ ĂÄÌÑ ÂÏÌØ- ÛÉÎÓÔŒÁ sĄ, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {s | P (a_s; b_s; : : : )} ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÆÉÌØÔÒÕ F . œ ÏÓÔÁÌØÎÏÍ (ÎÏÓÉÔÅÌØ, ÆÕÎË- ÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÉÍŒÏÌÙ) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÓÔÁčÔÓÑ ÐÒÅÖÎÉÍ.

þÔÏ ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ Œ ÆÉÌØÔÒÏŒÁÎÎÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÊ? äŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ (ÔÏ ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÉÎÄÅËÓÏŒ) ÒÁŒÎÙ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ĂÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕĄ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÎÄÅË- ÓÏŒ, ÇÄÅ ÏÎÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÆÉÌØÔÒÕ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ. þÔÏÂÙ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ, ÎÕÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ËÌÁÓÓÙ ÒÁŒ- ÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ | ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ, ÓËÁÖÅÍ, ÄÌÑ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ L_2 ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ Ó ËŒÁÄÒÁÔÏÍ ÆÕÎËÃÉÊ, ÇÄÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÅ ÓÁÍÉ ÆÕÎËÃÉÉ, Á ÉÈ ËÌÁÓÓÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÑ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ.

162. þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÐÒÏ ÆÉÌØÔÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÏ ÇÌÁŒÎÏÍÕ ÆÉÌØÔÒÕ?

œÅÒÎčÍÓÑ Ë ÎÁÛÅÍÕ ÐÒÉÍÅÒÕ: ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. âÕÄÅÔ ÌÉ ÏÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏ- ÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ? üÔÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÆÉÌØÔÒÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÆÉÌØÔÒ ÓÏÓÔÏÉÔ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ S, ÔÏ ÆÉÌØÔÒÏŒÁÎ- ÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÍ ÒÁÎÅÅ, É ÌÉ- ÎÅÊÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ. îÏ ÅÓÌÉ ÆÉÌØÔÒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÌØÔÒÁÆÉÌØÔÒÏÍ, ÔÏ ÂÕÄÅÔ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ s → a_s É s → b_s Œ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ É ÄŒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {s | a_s ⩽ b_s} É {s | a_s ⩾ b_s}. œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÉ ÏÎÉ ÐÏËÒÙ- ŒÁÀÔ ŒÓč S, É ÐÏÔÏÍÕ (ÅÓÌÉ Õ ÎÁÓ ÕÌØÔÒÁÆÉÌØÔÒ) ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÉÍ (ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅ ÂÏÌØÛÏÅ, ÔÁË ÍÁÌÏÅ, ÅÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÂÏÌØÛÏÅ É ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ).

163. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÆÉÌØÔÒÏŒÁÎÎÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ÎÏÒ- ÍÁÌØÎÙÈ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ É ÐÒÅÄÉËÁÔÙ ËÏÒÒÅËÔÎÙ ÏÔ- ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÑ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ): ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ÎÁ ÒÁŒÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÒÅÖÎÉÍ ÐÏÞÔÉ ŒÓÀÄÕ, Á ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ.

üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÁË: ÁËÓÉ- ÏÍÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÉÓÔÉÎÎÙ Œ ÆÉÌØÔÒÏŒÁÎÎÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÊ. äÌÑ ÕÌØÔÒÁÆÉÌØÔÒÏŒ ŒÅÒÎÏ É ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ: ÌÀÂÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ, ÉÓÔÉÎÎÁÑ ŒÏ ŒÓÅÈ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑÈ, ÉÓÔÉÎÎÁ Œ ÆÉÌØÔÒÏŒÁÎÎÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÕÌØÔÒÁÆÉÌØÔÒÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÉÅ ÕÌØÔÒÁÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ (ÆÉÌØÔÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÕÌØÔÒÁ-

ÆÉÌØÔÒÁ) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÉÎÔÅÒÅÓ ÄÌÑ ÌÏÇÉËÉ.

íÙ ÓÅÊÞÁÓ ÄÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ. ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÎÁÄÏ ÐÒÅÄŒÁÒÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÉÔØ ÅÇÏ ÎÁ ÆÏÒÍÕÌÙ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 77 (ìÏÓÑ ÏÂ ÕÌØÔÒÁÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑÈ). ðÕÓÔØ ÐÁ- ÒÁÍÅÔÒÁÍÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ’ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ a; b; : : : ïÎÁ ÂÕÄÅÔ ÉÓÔÉÎÎÏÊ Œ ÕÌØÔÒÁÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ∏ s∈S M_s ÐÒÉ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÑÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ ff; fi; : : : ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏ- ÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÅÈ s, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ’ ÉÓÔÉÎÎÁ Œ M_s ÐÒÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ ff_s; fi_s; : : : , ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÕÌØÔÒÁ- ÆÉÌØÔÒÕ.

îÁÇÌÑÄÎÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ- ŒÁÔØ ÔÁË: ÇÏÌÏÓÏŒÁÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÏÄÉÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÐÏ ÁÔÏ- ÍÁÒÎÙÍ ŒÏÐÒÏÓÁÍ, Á ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÆÏÒÍÕÌ. äÌÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÐÒÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ÍÏÖÎÏ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÇÏŒÏÒÉÔØ, É ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÓÔÉÎÎÁ Œ ÕÌØÔÒÁÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÉÓÔÉÎÎÁ Œ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÅ (Ó ÔÏÞ- ËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÕÌØÔÒÁÆÉÌØÔÒÁ) ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÓÔÉÎÎÁ ŒÏ ŒÓÅÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑÈ, ÔÏ ÏÎÁ ÉÓ- ÔÉÎÎÁ É Œ ÕÌØÔÒÁÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ. üÔÏ ŒÁÖÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÓÌÕÖÉŒÁÅÔ ÏÓÏÂÏÇÏ ÕÐÏÍÉÎÁÎÉÑ:

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. õÌØÔÒÁÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÍÏÄÅÌÅÊ ÎÅ- ËÏÔÏÒÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÄÅÌØÀ ÔÏÊ ÖÅ ÔÅÏÒÉÉ.

◁ äÏËÁÖÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ ìÏÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÆÏÒÍÕÌÙ. äÌÑ ÁÔÏÍÁÒÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÏÎÏ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ.

ðÕÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ ’ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎSSÀÎËÃÉÅÊ ÄŒÕÈ ÄÒÕÇÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ∧ȷ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÕÖÅ ŒÅÒÎÏ. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÅÈ ÉÎÄÅËÓÏŒ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ’ ÉÓÔÉÎÎÏ, ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÔÅÈ ÉÎÄÅËÓÏŒ, ÇÄÅ ÉÓÔÉÎÎÙ É ȷ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÔÁËÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÕÌØÔÒÁÆÉÌØ- ÔÒÁ: ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÏÌØÛÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÂÁ ÏÎÉ ÂÏÌØÛÉÅ. ïÎÏ ÎÅÐÏÓÒÅÄ- ÓÔŒÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÉÌØÔÒÁ (ÚÄÅÓØ ÎÅŒÁÖ- ÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÌØÔÒÁÆÉÌØÔÒ), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÓÏÄÅÒ- ÖÉÔÓÑ Œ ÏÂÏÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ.

äÌÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÚŒÕÞÉÔ

ÔÁË: ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ S ∪ T ÄŒÕÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÂÏÌØÛÏÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ S É T ÂÏÌØÛÏÅ. œ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ (ÅÓÌÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÂÏÌØ- ÛÏÅ, ÔÏ É ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÔÁËÏŒÏ) ÜÔÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÑ ÆÉÌØÔÒÁ. œ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÎÁÄÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÕÌØÔÒÁÆÉÌØÔÒÁ: ÅÓÌÉ S ∪ T ÂÏÌØÛÏÅ, Á ÏÂÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ S É T | ÎÅÔ, ÔÏ ÏÎÉ ÍÁÌÙÅ, ÉÈ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ ÂÏÌØÛÉÅ, ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÊ ÂÏÌØÛÏÅ, É ÎÅ ÐÅÒÅÓÅ- ËÁÅÔÓÑ Ó S ∪ T , ÞÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ.

ðÕÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ ’ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ¬. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅ- ÓÔÏ ÔÁËÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ: (’ ÉÓÔÉÎÎÁ Œ ÕÌØÔÒÁÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ) ⇔ ⇔ ( ÌÏÖÎÁ Œ ÎčÍ) ⇔ (ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÎÄÅËÓÏŒ ÔÅÈ ÓÏ- ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ÇÄÅ ÉÓÔÉÎÎÁ, ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÏÌØÛÉÍ) ⇔ ⇔ (ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁÌÙÍ) ⇔ (ÅÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅ- ÎÉÅ ÂÏÌØÛÏÅ) ⇔ (ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÏÍÅÒÏŒ ÔÅÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ÇÄÅ ÌÏÖÎÁ (ÔÏ ÅÓÔØ ’ ÉÓÔÉÎÎÁ), ÂÏÌØÛÏÅ).

éÍÐÌÉËÁÃÉÑ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÕÖÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÍ ÓÌÕÞÁÑÍ ( → ȷ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ¬ ∨ ȷ); ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÓÒÁÚÕ ÚÁÍÅ- ÎÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ÎÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÕÀ ÂÅÚ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ.

îÁÉÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÅÎ ÓÌÕÞÁÊ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ. íÏÖÎÏ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÉÔØÓÑ ËŒÁÎÔÏÒÏÍ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ (ËŒÁÎÔÏÒ ŒÓÅÏÂÝÎÏ- ÓÔÉ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÅÍÕ É Ë ÏÔÒÉÃÁÎÉÑÍ). ïÎ ÒÁÚÂÉÒÁÅÔ- ÓÑ ÔÁË (ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÎÅ ŒÐÏÌÎÅ ËÏÒÒÅËÔÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁ- ÞÅÎÉÑ | ÎÁÄÅÅÍÓÑ, ÏÎÉ ÎÅ ŒÙÚÏŒÕÔ ÐÕÔÁÎÉÃÙ). ðÕÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ ∃x ’(x; y; z; : : : ) ÉÓÔÉÎÎÁ Œ ÕÌØÔÒÁÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ x: s → x_s, ÄÌÑ ËÏ- ÔÏÒÏÊ ’(x; y; z; : : : ) ÉÓÔÉÎÎÏ Œ ÕÌØÔÒÁÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ. ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÂÏÌØ- ÛÉÎÓÔŒÁ s ÆÏÒÍÕÌÁ ’(x_s; y_s; z_s; : : : ) ÉÓÔÉÎÎÁ Œ M_s. îÏ ÔÏ- ÇÄÁ ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÉÎÄÅËÓÏŒ s É ÆÏÒÍÕÌÁ ∃x ’(x; y; z; : : : ) ÉÓÔÉÎ- ÎÁ Œ M_s, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. ïÂÒÁÔÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÁÎÁ- ÌÏÇÉÞÎÏ: ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÁ s ÎÁÊÄčÔÓÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÀÝÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ x_s, ÔÏ ÜÔÉ x_s ÍÏÖÎÏ ÓÏÂÒÁÔØ Œ ÆÕÎËÃÉÀ (ÄÏÏÐÒÅÄÅÌÉŒ Åč ËÁË ÕÇÏÄÎÏ ÎÁ ÍÁÌÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÏÓÔÁÌØ- ÎÙÈ s), É ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏÍÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ x Œ ÕÌØ- ÔÒÁÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ ìÏÓÑ ÄÏËÁÚÁÎÁ. ▷ íÙ ÕÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÉ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÉÎ- ÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÊ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ. îÏ ÔÅÏÒÅÍÁ ìÏÓÑ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ Œ ÕÌØÔÒÁÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ÎÏÒÍÁÌØ- ÎÙÈ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÊ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÁËÓÉÏÍÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (ÐÏ- ÓËÏÌØËÕ ÏÎÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ Œ ËÁÖÄÏÍ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅ), É ÐÏ- ÔÏÍÕ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, É ËÌÁÓÓÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÕÖÅ ÄÁÀÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÉÎÔÅÒ- ÐÒÅÔÁÃÉÀ (Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ÉÓÔÉÎÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ), ËÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 5.1.

ôÅÏÒÅÍÁ ìÏÓÑ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÄÁÔØ ÐÒÑÍÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 50, Ó. 189). ïÎÁ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ŒÓÑËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÆÏÒÍÕÌ T ÓÏŒÍÅÓÔÎÏ (ÉÍÅÅÔ ÍÏ- ÄÅÌØ), ÔÏ É ŒÓč ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ T ÓÏŒÍÅÓÔÎÏ.

íÏÄÅÌØ ÄÌÑ ŒÓÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ T ÓÔÒÏÉÔÓÑ ËÁË ÕÌØÔÒÁ- ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ. éÎÄÅËÓÁÍÉ ÂÕÄÕÔ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ T . äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ ÂÕ- ÄÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÝÁÑ ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÍÏÄÅÌØ. ôÅÐÅÒØ ÎÁÄÏ ÐÒÁ- ŒÉÌØÎÏ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÆÉÌØÔÒ ÎÁ ÓÅÍÅÊÓÔŒÅ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ T . îÁÍ ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ËÁÖÄÏ- ÇÏ t ∈ T ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÓÏÄÅÒÖÁ- ÝÉÈ t, ÂÙÌÏ ÂÙ ÂÏÌØÛÉÍ. (œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÅÏÒÅÍÁ ìÏÓÑ ÇÁ- ÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ t ÂÕÄÅÔ ÉÓÔÉÎÎÏ Œ ÕÌØÔÒÁÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ.)

ëÁË ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÁËÏÊ ÆÉÌØÔÒ? äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËÏÎÅÞ- ÎÏÇÏ T^′ ⊂ T ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ S(T^′) ŒÓÅÈ ËÏÎÅÞ- ÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ T^′. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÐÅÒÅÓÅÞÅ- ÎÉÅ ÔÁËÉÈ ÓÅÍÅÊÓÔŒ ÓÎÏŒÁ ÂÕÄÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏÍ ÔÁËÏÇÏ ŒÉ- ÄÁ (S(T^′) ∩ S(T^{′′}) = S(T^′ ∪ T^{′′})), ÔÁË ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÄÏÂÁ- ŒÌÅÎÉÑ ŒÓÅÈ ÎÁÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÐÏÌÕÞÉÔ- ÓÑ ÆÉÌØÔÒ. ïÓÔÁčÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ÜÔÏÔ ÆÉÌØÔÒ ÄÏ ÕÌØÔÒÁ- ÆÉÌØÔÒÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 75. ôÅÏÒÅÍÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ðÏÕÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÓÌÅÄÉÔØ ÄÏ ËÏÎÃÁ, ÞÔÏ ÄÁčÔ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ÐÒÉÍÅ- ÒÁ. œÓÐÏÍÎÉÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÎÁ Ó. 236. ïÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÏ ÔÅÏÒÅÍÕ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ. óÏÞÅÔÁÑ ÅÇÏ Ó ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÍ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏÍ ÔÅÏÒÅÍÙ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ (É ËÏÅ-ÞÔÏ ÕÐÒÏÓÔÉŒ), ÐÏÌÕÞÁÅÍ

ÔÁËÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ËÁË ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ (=; +; ×). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÌØÔÒÁÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ^∗N ÓÞčÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÁËÉÈ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÊ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ËÁËÏ- ÇÏ-ÌÉÂÏ ÎÅÇÌÁŒÎÏÇÏ ÕÌØÔÒÁÆÉÌØÔÒÁ. ôÅÏÒÅÍÁ ìÏÓÑ ÇÏŒÏ- ÒÉÔ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÂÕÄÕÔ ÉÓÔÉÎÎÙ ÔÅ ÖÅ ÆÏÒ- ÍÕÌÙ, ÞÔÏ Œ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ ÒÑÄÕ, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ^∗N ÜÌÅÍÅÎÔÁÒ- ÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ N.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ N ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ^∗N. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÉ ÔÁËÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÎÕÌØ ÏÂÑÚÁÎ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔØ Œ ÜÌÅÍÅÎÔ (0; 0; 0; : : : ) (ÔÏÞÎÅÅ, Œ ËÌÁÓÓ ÜÔÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÔÁËÏÊ ËÌÁÓÓ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÎÕÌÑ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÍÉ (Œ N, Á ÐÏÔÏÍÕ É Œ^∗N). ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÐÒÉÞÉÎÁÍ ÅÄÉÎÉÃÁ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ËÌÁÓÓ (1; 1; 1; : : : ) É ŒÏÏÂÝÅ ÞÉÓÌÏ k ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ËÌÁÓÓÕ (k; k; k; : : : ). á ËÌÁÓÓ (0; 1; 2; 3; 4; : : : ) ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÌÀ- ÂÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ (k; k; k; : : : ) (ÏÎÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Œ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÍ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅ, Á ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁ- ÌÙÍ, ÔÁË ËÁË ÕÌØÔÒÁÆÉÌØÔÒ ÎÅÇÌÁŒÎÙÊ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÎÁÍÉ ÍÏÄÅÌØ^∗N ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ É ÎÅ- ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ).

5.7. îÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ

ïÄÉÎ ÉÚ ÓÏÚÄÁÔÅÌÅÊ ÔÅÏÒÉÉ ÍÏÄÅÌÅÊ, á. òÏÂÉÎÓÏÎ, ÚÁ- ÍÅÔÉÌ, ÞÔÏ Ó Åč ÐÏÍÏÝØÀ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÄÁÔØ ÔÏÞÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÐÏÎÑÔÉÑÍ ĂÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÈĄ É ĂÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈĄ ŒÅ- ÌÉÞÉÎ, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÏÐÅÒÉÒÏŒÁÌÉ ÅÝč îØÀÔÏÎ É ìÅÊÂÎÉÃ É ËÏÔÏÒÙÅ ÚÁÔÅÍ ÂÙÌÉ ÉÚÇÎÁÎÙ É ÚÁÍÅÎÅÎÙ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍÉ Ó ÜÐÓÉÌÏÎÁÍÉ É ÄÅÌØÔÁÍÉ.

üÔÏ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÅ ÐÏÌÕÞÉÌÏ ÎÁÚŒÁÎÉÅ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏ- ÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ. ãÅÌÅÊ ÔÕÔ ÄŒÅ: ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÕÐÒÏÓÔÉÔØ ÄÏËÁ- ÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ÔÅÏÒÅÍ, ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÍÅÔÏÄÙ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÄÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÎÏŒÙÈ ÒÅ- ÚÕÌØÔÁÔÏŒ. îÁÓËÏÌØËÏ ÜÔÉ ÃÅÌÉ ÄÏÓÔÉÇÎÕÔÙ ÚÁ ÔÒÉÄÃÁÔØ Ó ÌÉÛÎÉÍ ÌÅÔ?

ðÒÏÓÔÏÔÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒ | ÄÅÌÏ ŒËÕÓÁ. ëÏÎÅÞÎÏ, ŒÓÑ- ËÉÊ ÐÒÅÐÏÄÁŒÁÔÅÌØ ËÕÒÓÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÍÅÞ- ÔÁÅÔ ÉÚÂÁŒÉÔØÓÑ ÏÔ ÕÔÏÍÉÔÅÌØÎÙÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ Ó ŒÙÂÏ- ÒÏÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ ÜÐÓÉÌÏÎÏŒ. îÏ ÅÓÌÉ ŒÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔØ ÏÔ ÍÏÄÅÌÉ Ë Åč ÜÌÅÍÅÎÔÁÒ- ÎÏÍÕ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÀ É ÏÂÒÁÔÎÏ, ÌÅËÁÒÓÔŒÏ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØ- ÓÑ ÓÔÒÁÛÎÅÅ ÂÏÌÅÚÎÉ. œÏ ŒÓÑËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ĂÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅĄ ÕÞÅÂÎÉËÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÄÌÑ ÎÅÍÁÔÅÍÁÔÉËÏŒ (ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÎÁÐÉÓÁÎ ëÅÊÓÌÅÒÏÍ [34]) ÂÏÌØÛÏÇÏ ÒÁÓÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÅÎÉÑ ÎÅ ÐÏÌÕÞÉÌÉ.

îÏŒÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÂÙÌÉ ÐÏÌÕÞÅÎÙ; ÏÔ- ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÉÅ ÉÚ ÎÉÈ (ÈÏÔÑ É ÎÅ ŒÓÅ) ŒÐÏÓÌÅÄÓÔŒÉÉ ÂÙÌÉ ÐÅÒÅÄÏËÁÚÁÎÙ ĂÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉĄ ÍÅÔÏÄÁÍÉ, ÔÁË ÞÔÏ É ÚÄÅÓØ ÒÅŒÏÌÀÃÉÉ ÎÅ ÐÒÏÉÚÏÛÌÏ.

ôÁË ÉÌÉ ÉÎÁÞÅ, ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ | ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÅ ÔÅÏÒÉÉ ÍÏÄÅÌÅÊ, É ÍÙ ÒÁÚÂÅÒčÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ. âÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÏÂ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ- ÞÅÓÔØ Œ ËÎÉÇÁÈ äÜŒÉÓÁ [11] É õÓÐÅÎÓËÏÇÏ [27], Á ÔÁËÖÅ Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÇÌÁŒÅ ËÎÉÇÉ òÏÂÉÎÓÏÎÁ [22].

éÄÅÑ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÐÒÏÓÔÁ. óÒÅÄÉ ÄÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÕŒÙ, ÎÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÈ (ËÏÔÏÒÙÅ ÂÙ- ÌÉ ÂÙ ÍÅÎØÛÅ 1=n ÐÒÉ ŒÓÅÈ n = 1; 2; 3; : : : ) | ËÁË ÇÏ- ŒÏÒÑÔ, ÐÏÌÅ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÁËÓÉÏÍÅ áÒÈÉÍÅÄÁ. (ïÒÉÇÉÎÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÜÔÏÊ ÁËÓÉÏÍÙ: ËÁËÏŒÙ ÂÙ ÎÉ ÂÙÌÉ ÄŒÁ ÏÔÒÅÚËÁ, ÍÏÖÎÏ ÏÔÌÏÖÉÔØ ÍÅÎØ- ÛÉÊ ÉÚ ÎÉÈ ÓÔÏÌØËÏ ÒÁÚ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÅŒÚÏÊÔÉ ÂÏÌØÛÉÊ.) îÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÌÑ R, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÔÁËÉÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÅÓÔØ, É ÉÓ- ÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÉÈ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÅÌÏŒ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÙÈ É ÐÒÏÞÅÇÏ Œ ÉÓÈÏÄÎÏÍ ÐÏÌÅ.

ðÅÒÅÊÄčÍ Ë ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍ. íÙ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ ËÁË ÍÏÄÅÌØ ÏÞÅÎØ ÂÏÇÁÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÎÁ R (c ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ) ŒŒÅÄčÍ ÓŒÏÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ- ÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ 2^c ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ. ëÒÏ- ÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ R^n Œ R (ÐÒÉ ŒÓÅÈ n = 0; 1; 2; : : : ) ŒŒÅÄčÍ ÓŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ. üÔÏ

ÄÁÓÔ ÅÝč 2^c ÓÉÍŒÏÌÏŒ.

ðÕÓÔØ^∗R | ÌÀÂÁÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ, ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁÑ R. åč ÍÏÖÎÏ ÓÞÉ- ÔÁÔØ ÐÏÌÅÍ, ÒÁÓÛÉÒÑÀÝÉÍ ÐÏÌÅ R. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÓÒÅÄÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ ÅÓÔØ ÄŒÕÍÅÓÔÎÙÅ ÓÉÍŒÏÌÙ ÄÌÑ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. ïÎÉ ÚÁÄÁÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ Œ^∗R É ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ^∗R ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÅÍ, ÔÁË ËÁË ÁËÓÉÏÍÙ ÐÏÌÑ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ ÆÏÒ- ÍÕÌ (ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÓÔÉÎÎÙ Œ R, Á ÐÏÔÏÍÕ É Œ^∗R). áÎÁÌÏ- ÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ Ó ÐÒÅÄÉËÁÔÏÍ ĂÍÅÎØÛÅĄ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ^∗R ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ ÐÏÌÅÍ.

üÔÏ ÐÏÌÅ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÐÏÌÑ R. œ ÓÁ- ÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ x Œ ÓÉÇÎÁ- ÔÕÒÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ. úÎÁÞÅÎÉÑ ÔÁËÉÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ ÏÂÒÁ- ÚÕÀÔ ÐÏÄÐÏÌÅ Œ^∗R, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ R. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÑ ŒÉÄÁ a ≠ b, a + b = c É ab = c ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ- ÍÉ, É ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÉÚ R Œ^∗R. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÜÔÏ ŒÌÏÖÅÎÉÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÐÏÒÑÄÏË.

åÓÌÉ ÐÏÌÅ^∗R ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ËÏÎÓÔÁÎÔ ÉÚ R, ÔÏ ÎÉÞÅÇÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÇÏ ÎÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË. œÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÐÏ- ÓÔÒÏÉÔØ^∗R, ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÅÅ Ó R, ÓÌÅÄÕÅÔ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ) ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ìčŒÅÎÇÅÊÍÁ { óËÏÌÅÍÁ Ï ÐÏŒÙÛÅÎÉÉ ÍÏÝÎÏÓÔÉ. äÒÕÇÏÊ ÓÐÏÓÏÂ: ÄÏÂÁŒÉÍ Œ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ ÎÏŒÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ c É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÏÒÉÀ

Th(R) + {c ¿ —a | a ∈ R};

ÇÄÅ Th(R) | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÉÓÔÉÎÎÙÈ Œ R ÆÏÒÍÕÌ ÎÁÛÅÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ, Á —a | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ a. óÏŒÍÅÓÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÅÏÒÅÍÙ ËÏÍÐÁËÔ- ÎÏÓÔÉ. ìÀÂÁÑ Åč ÍÏÄÅÌØ ÇÏÄÉÔÓÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ^∗R, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ c ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÅ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏŒ ÉÚ R.

164. ðÒÏŒÅÄÉÔÅ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ.

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ŒÙÂÒÁÎÁ É ÚÁ- ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ^∗R, ÑŒÌÑÀÝÁÑÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ R É ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÁÑ Ó R. åč

ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÙ ÎÁÚÙŒÁÅÍ ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ. óÒÅÄÉ ÎÉÈ ÅÓÔØ É ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÔÁËÖÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ^∗R. ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ^∗R ÂÕÄÕÔ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ ÇÉÐÅÒ- ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ. (ðÏ ÎÁÛÅÍÕ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÔÁËÏŒÙÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ.)

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÂ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ^∗R É R ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÒÉÎÃÉÐÏÍ ÐÅÒÅÎÏÓÁ: ÏÎ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÅÒÅ- ÎÅÓÔÉ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ R Œ^∗R (ÉÌÉ ÎÁÏÂÏÒÏÔ).

œÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉ- ÞÅÓËÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ÎÁÛÅÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ sin. œ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ^∗R ÅÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎË- ÃÉÑ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÁÚŒÁÔØ ĂÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØ- ÎÙÍ ÓÉÎÕÓÏÍĄ. üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ÏÂÙÞÎÙÊ ÓÉ- ÎÕÓ (ÄÌÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅ- ÎÉÑ ŒÉÄÁ sin a = b ÄÌÑ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ a É b ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ Œ^∗R. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÏÎÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÂÙÞ- ÎÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÓÉÎÕÓÁ: ÓËÁÖÅÍ, ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÊ ÓÉÎÕÓ ÌÀÂÏÇÏ ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏ- ÄÉÔ ÅÄÉÎÉÃÙ (Œ ÓÍÙÓÌÅ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁ^∗R), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÆÏÒÍÕ- ÌÁ ∀x sin x ⩽ 1 ŒÙÄÅÒÖÉŒÁÅÔ ÐÅÒÅÎÏÓ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÕÐÁÔØ É Ó ÐÒÅÄÉËÁÔÁÍÉ: ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÅÄÉËÁÔ ĂÂÙÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍĄ ÚÁÄÁčÔ Œ^∗R ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÁÚŒÁÔØ ÇÉÐÅÒÎÁ- ÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ. çÉÐÅÒÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÏÂÙÞÎÙÍ ÎÁÔÕÒÁÌØ- ÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ Œ R) É ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ. (íÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ.) íÎÏÖÅÓÔ- ŒÏ ÇÉÐÅÒÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ^∗N.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ^∗Z ÇÉÐÅÒÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ É ŒÏÏÂÝÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ^∗M ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. (íÎÏÖÅÓÔŒÕ M ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÄ- ÎÏÍÅÓÔÎÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ;^∗M | ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÜÔÏÇÏ ÓÉÍŒÏÌÁ Œ^∗R.) íÎÏÖÅÓÔŒÏ^∗M ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÎÅÓÔÁÎ- ÄÁÒÔÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ M. œ ÎčÍ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ÔÅ ÖÅ ÓÔÁÎ- ÄÁÒÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÞÔÏ É Œ M (ÆÏÒÍÕÌÙ ŒÉÄÁ a ∈ M ÄÌÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ), É, ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÎÅËÏÔÏ-

ÒÙÅ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

ðÒÉÎÃÉÐ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ M ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ^∗M ÎÅ ÐÏÑŒÉÔÓÑ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅ- ÌÅ, ÐÕÓÔØ, ÓËÁÖÅÍ, Œ M ÒÏŒÎÏ ÔÒÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a, b É c. ôÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌÁ

∀x (M(x) ↔ ((x = a) ∨ (x = b) ∨ (x = c)));

Œ ËÏÔÏÒÏÊ M(x) | ÐÒÅÄÉËÁÔ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÕ M, ÉÓÔÉÎÎÁ Œ R. ðÏ ÐÒÉÎÃÉÐÕ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ÏÎÁ ÉÓÔÉÎÎÁ É Œ^∗R, ÔÁË ÞÔÏ É^∗M ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÒčÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÑŒÌÑÀ- ÝÉÈÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ËÏÎÓÔÁÎÔ a, b É c (ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌčÎÎÙÈ ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ).

œÐÏÓÌÅÄÓÔŒÉÉ ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ- ŒÏ M ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÉÏÂÒÅÔčÔ ÎÏŒÙÅ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÙ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë^∗R.

îÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÓÌÅÄÓÔŒÉÊ ÐÒÉÎÃÉÐÁ ÐÅÒÅÎÏÓÁ:

• M ⊂ N ⇔^∗M ⊂^∗N (ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÐÒÉÎÃÉÐ ÐÅÒÅÎÏÓÁ Ë ÆÏÒÍÕÌÅ ∀x (M(x) → N(x)));

•^∗(M ∪ N) =^∗M ∪^∗N, (ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÐÒÉÎÃÉÐ ÐÅÒÅÎÏÓÁ Ë ÆÏÒÍÕÌÅ ∀x((M(x) ∨ N(x)) ↔ K(x)), ÇÄÅ K | ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ M É N);

• ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ŒÅÒÎÙ É ÄÌÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ É ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ.

165. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞ- ÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ ŒÅÒÎÙÍ É^∗(M0 ∪M1 ∪M2 ∪: : : ) ÍÏÖÅÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ (^∗M0 ∪^∗M1 ∪^∗M2 ∪ : : : ).

îÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÁÎÁÌÏÇÉ ÉÍÅÀÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÎÏ É ÆÕÎËÃÉÉ. íÙ ÕÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÉ Ï ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÁÎÁÌÏ- ÇÅ ÓÉÎÕÓÁ. ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔ- ÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÌÀÂÏÊ ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ). äÌÑ ÎÅ ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ ËŒÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ) ÎÁÄÏ ÒÁÓ- ÓÍÏÔÒÅÔØ Åč ÇÒÁÆÉË ËÁË ÐÒÅÄÉËÁÔ (ÄÌÑ ËÏÒÎÑ ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÐÒÅÄÉËÁÔ ÄŒÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ) É ŒÚÑÔØ ÅÇÏ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ

ÁÎÁÌÏÇ. üÔÏÔ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÂÕÄÅÔ ÇÒÁÆÉËÏÍ ÞÁ- ÓÔÉÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (ÉÂÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ĂÂÙÔØ ÇÒÁÆÉËÏÍ ÞÁÓÔÉÞ- ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉĄ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ). óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀ- ÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ É ÂÕÄÅÔ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÉÓÈÏÄÎÏÊ.

166. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÐÏ ÜÔÏÊ ÓÈÅÍÅ) ÎÅÓÔÁÎ- ÄÁÒÔÎÙÊ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÉÍÅÅÔ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÞÔÏ ( √ x)^2 = x ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ x.

167. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÄŒÁ ÓÐÏÓÏÂÁ Åč ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ (ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ É ÞÅÒÅÚ ÇÒÁÆÉË) ÄÁÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÆÕÎËÃÉÀ.

168. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ’, ÔÏ ÅÇÏ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ^∗A ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÂÌÁÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ^∗’.

íÙ ÂÕÄÅÍ ÞÁÓÔÏ ÏÐÕÓËÁÔØ ÚŒčÚÄÏÞËÉ Œ ÚÁÐÉÓÑÈ ŒÉ- ÄÁ^∗f(x), ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÔÁËÉÍ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÅÍ: ÅÓÌÉ ÒÅÞØ ÉÄčÔ Ï ÚÎÁÞÅÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÍ ÞÉÓÌÅ, ÔÏ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÅÔÓÑ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. (ðÕÔÁÎÉÃÙ ÎÅ ÂÕÄÅÔ, ÔÁË ËÁË ÎÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ É Åč ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÏÇÁ ÓÏŒÐÁ- ÄÁÀÔ.)

169. áÂÓÏÌÀÔÎÕÀ ŒÅÌÉÞÉÎÕ ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ x ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË x ÐÒÉ x ⩾ 0 É ËÁË (−x) ÐÒÉ x ⩽ 0. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÁÎÁ- ÌÏÇ ÆÕÎËÃÉÉ x → |x|. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ.

170. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÅ ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ (ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÎÁ Ó. 226) ìÀÂÏÅ ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ x ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÇÉÐÅÒÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n É ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÇÉ- ÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ff, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ 0 ⩽ ff ¡ 1. þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ÜÔÏÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÅ- ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÁÎÁÌÏÇÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÃÅÌÏÊ É ÄÒÏÂÎÏÊ ÞÁÓÔÉ. ðÒÉÎÃÉÐ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÓÏÈÒÁÎÑÔ ÓŒÏÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Œ ÓÕÍÍÅ ÏÎÉ ÄÁÀÔ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÞÉ- ÓÌÏ, Á ÄÒÏÂÎÁÑ ÞÁÓÔØ ŒÓÅÇÄÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÎÕÌÑ É ÍÅÎØÛÅ ÅÄÉÎÉÃÙ.

ãÅÌØÀ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÂÙÌÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÒÁÓ- ÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÅ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÅ ÞÉ-

ÓÌÁ. äÁÄÉÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

çÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ff, ÂÏÌØÛÅÅ ŒÓÅÈ ÓÔÁÎÄÁÒÔ- ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØ- ÛÉÍ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÂÅÓËÏ- ÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÅ ÞÉÓÌÁ.

171. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ff ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ÂÅÓ- ËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ −ff ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏ- ÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ |ff| ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ff ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÂÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ, ÌÉÂÏ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ.

çÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞ- ÎÏ ÂÏÌØÛÉÍÉ, ÎÁÚÙŒÁÀÔ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ x ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ, ÅÓ- ÌÉ ÏÎÏ ÌÅÖÉÔ Œ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ a ⩽ x ⩽ b ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ a É b.

îÁËÏÎÅÃ, ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÅÓ- ËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÍÅÎØÛÅ ÌÀÂÏÇÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. (óÏÇÌÁÓÎÏ ÜÔÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÎÕÌØ ÔÏÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁ- ÌÙÍ ÞÉÓÌÏÍ.) ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÞÉÓÌÏ e ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏ- ÇÄÁ 1=e ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ŒÅÌÉËÏ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉ- ÍÅÒ, e ¿ 0 ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÏ. ôÏÇÄÁ 1=e ÂÏÌØÛÅ ÌÀÂÏÇÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ c ¿ 0, ÔÁË ËÁË e ¡ 1=c. ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ÒÁÚÂÉÒÁÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.

óÕÍÍÁ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ËÏÎÅÞÎÙ. åÓÌÉ ff ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÍÅÎØÛÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ a, Á fi | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ b, ÔÏ ff + fi ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÍÅÎØÛÅ ÓÔÁÎ- ÄÁÒÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ a + b, Á fffi ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÍÅÎØÛÅ ab. (îÅ- ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ Œ ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙ- ŒÁÔØ É ÕÍÎÏÖÁÔØ, ÔÁË ËÁË ÏÂÙÞÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ É ÄÏÐÕÓËÁÀÔ ÐÅÒÅÎÏÓ.)

œ ÏÂÙÞÎÏÍ ËÕÒÓÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÕÍ- ÍÁ É ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ. äÒÕÇÏÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÚ ËÕÒÓÁ ÁÎÁÌÉÚÁ | Ï ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ

ÍÁÌÙÈ (ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ Ë ÎÕÌÀ) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ | ÔÁË- ÖÅ ÉÍÅÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ: ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÏÇÏ ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÍ ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ. äÏ- ËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÁËÖÅ ŒÐÏÌÎÅ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÏ: ÅÓÌÉ ff ÎÅ ÐÒÅ- ŒÏÓÈÏÄÉÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ a, Á |fi| ÍÅÎØÛÅ ÌÀÂÏÇÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ fffi ÍÅÎØÛÅ ÌÀ- ÂÏÇÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ e, ÔÁË ËÁË |fi| ¡ e=a.

äŒÁ ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁ ff; fi ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÂÅÓ- ËÏÎÅÞÎÏ ÂÌÉÚËÉÍÉ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁ. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: ff ≈ fi.

172. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ff ≈ fi, ÔÏ ff+fl ≈ fi +fl ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ fl, Á fffl ≈ fifl ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ fl. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ.

173. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄŒÁ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÌÉÚËÉ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÎÅÌØÚÑ ŒÓÔÁŒÉÔØ ÄŒÕÈ ÒÁÚÎÙÈ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÌÉ- ÚÏÓÔÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÅ ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ëÌÁÓÓÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ- ÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÍÏÎÁÄÁÍÉ (ÔÅÒ- ÍÉÎ, ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁŒÛÉÊÓÑ ÅÝč ìÅÊÂÎÉÃÅÍ).

ôÅÏÒÅÍÁ 78. ìÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉ- ÓÌÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÌÉÚËÏ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ.

(úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ: ŒÓÑ- ËÏÅ ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÌÉÚËÏÅ Ë ÎÅ- ËÏÔÏÒÏÍÕ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ a, ËÏÎÅÞÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÏÄÅÒÖÉÔ- ÓÑ ÍÅÖÄÕ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ a − 1 É a + 1.)

◁ ðÕÓÔØ ff | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ L ŒÓÅÈ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÅÎØÛÉÈ ÉÌÉ ÒÁŒÎÙÈ ff, Á ÔÁËÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R ŒÓÅÈ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÂÏÌØÛÉÈ ÉÌÉ ÒÁŒÎÙÈ ff. ëÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ff ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÁ ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÅÐÕÓÔÙ (ÅÓÌÉ ÂÙ, ÓËÁÖÅÍ, R ÂÙ- ÌÏ ÐÕÓÔÏ, ÔÏ ff ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØ- ÛÉÍ). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ L É R ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ (ÅÓÌÉ ÔÏÌØ- ËÏ ff ÓÁÍÏ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ, É ÔÏÇÄÁ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ

ÎÅÞÅÇÏ) É Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÉ ÄÁÀÔ ŒÓč R.

ðÏ ÁËÓÉÏÍÅ ÐÏÌÎÏÔÙ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉ- ÓÌÏ a, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ L ⩽ a ⩽ R. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ff − a ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÏ. ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ e ¿ 0 ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ff − a ¡ e, ÔÏ ÅÓÔØ ff ¡ a + e. üÔÏ ÐÏÎÑÔÎÏ: ÅÓÌÉ a + e ⩽ ff, ÔÏ a + e ∈ ∈ L, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÓŒÏÊÓÔŒÕ L ⩽ a. ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÐÒÉÞÉÎÁÍ ff − a ¿ −e. ▷

óÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ a, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÌÉÚËÏÅ Ë ËÏÎÅÞÎÏ- ÍÕ ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÍÕ ff, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÞÉÓÌÁ ff. óÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÏÄÎÏ- ÚÎÁÞÎÏ, ÔÁË ËÁË ÄŒÁ ÒÁÚÎÙÈ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÞÉÓÌÁ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÌÉÚËÉ Ë ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ ÇÉÐÅÒÄÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ (ÔÏÇÄÁ ÂÙ ÏÎÉ ÂÙÌÉ ÂÌÉÚËÉ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ, ÞÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ). ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÏÂÏÚÎÁ- ÞÅÎÉÅ st ff ÄÌÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ff.

174. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ff É fi ËÏÎÅÞÎÙ, ÐÒÉÞčÍ ff ⩽ fi, ÔÏ É st ff ⩽ st fi.

ôÅÏÒÅÍÁ 79. óÒÅÄÉ ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÅÓÔØ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÅ, Á ÔÁËÖÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØ- ÛÉÅ ÞÉÓÌÁ.

◁ îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÎÁÛÅÍÕ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ^∗R ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó R, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÅÓÔÁÎ- ÄÁÒÔÎÏÅ ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ff. åÓÌÉ ff ÂÅÓËÏÎÅÞ- ÎÏ, ÔÏ 1=ff | ÉÓËÏÍÏÅ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. åÓÌÉ ff ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ff − st(ff) | ÉÓËÏÍÏÅ ÎÅÎÕÌÅŒÏÅ ÂÅÓËÏ- ÎÅÞÎÏ ÍÁÌÏÅ ÞÉÓÌÏ (Á ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÎÅÍÕ ÂÕÄÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ). ▷

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌ c ¿ a (ÄÌÑ ÎÏŒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ c É ŒÓÅÈ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ a) É ÔÅÏÒÅÍÙ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÏÞÅŒÉÄÎÏ: ÔÁ- ËÏŒÙÍ ÂÕÄÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÓÁÍÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ c.

ôÅÐÅÒØ ÏÂÒÁÔÉÍÓÑ Ë ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ É ÃÅÌÙÍ ÞÉÓÌÁÍ. ôÅÏÒÅÍÁ 80. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÇÉÐÅÒÎÁÔÕ- ÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ŒÓÅ ÏÎÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ŒÅÌÉËÉ.

(ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÇÉÐÅÒÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ËÏÎÅÞ-

ÎÏÓÔØ É ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÓÔØ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ.)

◁ œÓÑËÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ É ÞÉÓÌÁ ÉÚ [0; 1). ðÒÉÎÃÉÐ ÐÅÒÅÎÏ- ÓÁ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ff ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÇÉÐÅÒÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ˚ É ÇÉ- ÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ø, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ 0 ⩽ ø ¡ 1. œÏÚØ- ÍčÍ ff ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ, ÔÏÇÄÁ É ˚ ÂÕÄÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ. ðÅÒŒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ˚ | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÇÉÐÅÒÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÏÎÏ ÍÅÎØÛÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÔÁÎ- ÄÁÒÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ a, ÓËÁÖÅÍ, ÞÉÓÌÁ 5. îÏ Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÍÏ- ÄÅÌÉ ŒÅÒÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ

∀x (((x ∈ N) ∧ (x ¡ 5)) →

→ ((x = 0) ∨ (x = 1) ∨ (x = 2) ∨ (x = 3) ∨ (x = 4))):

ðÏ ÐÒÉÎÃÉÐÕ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ÏÎÁ ŒÅÒÎÁ É Œ^∗R, ÐÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ˚ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ 0; 1; 2; 3; 4. ▷ 175. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉ- ÓÌÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÏÌØÛÅÅ ÅÇÏ ÇÉÐÅÒÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ.

176. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÉÐÅÒÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ËÁË ÕÐÏÒÑÄÏ- ÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ N + Z× F , ÇÄÅ F | ÐÌÏÔÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÂÅÚ ÐÅÒ- ŒÏÇÏ É ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. (ðÏÒÑÄÏË ÎÁ Z×F : ÓÒÁŒÎÉŒÁÀÔÓÑ ÓÎÁÞÁÌÁ ŒÔÏÒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, Á ÐÒÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ | ÐÅÒŒÙÅ.)

çÉÐÅÒÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÂÅÓ- ËÏÎÅÞÎÏ ÄÁÌčËÉÈ ÞÌÅÎÁÈ (ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ- ÓÔÅÊ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÕÓÔØ a_0; a_1; : : : | ÔÁËÁÑ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Åč ÇÒÁÆÉË, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ ⟨0; a_0⟩; ⟨1; a_1⟩; : : : , ËÁË ÄŒÕÍÅÓÔÎÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÉËÁÔ ÚÁÄÁčÔ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÊ ÎÁ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ ÆÏÒÍÕÌÙ. ðÒÉÎÃÉÐ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ÇÁÒÁÎÔÉ- ÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÉËÁ- ÔÁ ÂÕÄÅÔ ÆÕÎËÃÉÅÊ, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÊ ÎÁ ÇÉÐÅÒÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ É ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÅÊ ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. úÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÇÉÐÅÒÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ ÞÉÓÌÅ n ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ a_n, ÎÅ ÏÐÁÓÁÑÓØ ÐÕÔÁÎÉÃÙ (ÐÒÉ ÓÔÁÎ-

ÄÁÒÔÎÙÈ n ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÀÂÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÉÏÂÒÅ- ÔÁÅÔ | ÐÏÍÉÍÏ ÓŒÏÅÇÏ ÖÅÌÁÎÉÑ | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ĂÈŒÏÓÔĄ.

177. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄŒÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÔÌÉÞÁ- ÀÔÓÑ ÌÉÛØ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ÞÌÅÎÏŒ, ÔÏ ÉÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÈŒÏ- ÓÔÙ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ.

óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ- ÓÔÅÊ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÁËÏÇÏ ÆÁËÔÁ:

ôÅÏÒÅÍÁ 81. îÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ^∗A ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó A ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ- ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ËÏÎÅÞÎÏ.

◁ åÓÌÉ A ËÏÎÅÞÎÏ, É, ÓËÁÖÅÍ, ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÒčÈ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏŒ p; q; r, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ

∀x ((x ∈ A) ↔ ((x = p) ∨ (x = q) ∨ (x = r)):

ðÏ ÐÒÉÎÃÉÐÕ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÏÓÔÁčÔÓÑ ÉÓÔÉÎÎÏÊ Œ^∗R, ÔÁË ÞÔÏ^∗A ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÅÈ ÖÅ ÔÒčÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ A ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ^∗A ÓÏÄÅÒ- ÖÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÎÅ ŒÈÏÄÑÝÉÅ Œ A. ðÕÓÔØ a_0; a_1; : : : | ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A. îÁ- ÐÉÛÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙ É ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ A. ðÏ ÐÒÉÎÃÉÐÕ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ŒÓÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÞÌÅÎÙ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (ÔÏÞÎÅÅ, Åč ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÏÇÁ) ÔÁËÖÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ^∗A É ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ ŒÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÞÌÅÎÏŒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ïÎÉ É ÂÕÄÕÔ ÉÓËÏ- ÍÙÍÉ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ^∗A. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÂÅÓ- ËÏÎÅÞÎÙÊ ÞÌÅÎ a_˚ ÐÒÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÇÉÐÅÒÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ˚ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÏŒÐÁÓÔØ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ, Á ÔÁËÖÅ ÎÅ ÍÏ- ÖÅÔ ÓÏŒÐÁÓÔØ ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ a ∈ A, ÎÅ ŒÈÏ- ÄÑÝÉÍ Œ ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (ÉÂÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ăa_n ≠ a ÐÒÉ ŒÓÅÈ nĄ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ). ▷ çÁÌÁËÔÉËÏÊ ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ff ÎÁÚÙŒÁ- ÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ fi, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ ff − fi ËÏÎÅÞÎÁ.

178. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉ- ÓÅÌ ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÇÁÌÁËÔÉËÉ. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÎÁ ÇÁÌÁËÔÉËÁÈ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ É ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

ÜÔÏÔ ÐÏÒÑÄÏË ÐÌÏÔÎÙÊ É ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

179. ëÁÖÄÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ a, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÄŒÏ- ÉÞÎÏ-ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ, ÍÏÖÎÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÄŒÏÉÞÎÏÊ ÄÒÏÂÉ : : : ; a0a1 : : : ; ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ- ŒÁÍÉ, ÅÍÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ (ÎÁÓ ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÔØ ÌÉÛØ ÄÒÏÂÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÐÏÓÌÅ ÚÁÐÑÔÏÊ). æÉËÓÉÒÕÅÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÇÉÐÅÒÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ˚ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ ÞÉÓÌÁ a, Õ ËÏÔÏÒÙÈ a˚ = 0. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÓŒÏč ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÐÒÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ÌÀÂÏÊ ÄŒÏÉÞÎÏ-ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ (ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁ- ÍÉ, a ∈ M ⇔ r − a ∈ M ÄÌÑ ÄŒÏÉÞÎÏ-ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ r) É ÐÏÔÏ- ÍÕ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÚÍÅÒÉÍÙÍ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ.

180. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÉÐÅÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ ÑŒÌÑ- ÀÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÇÉÐÅÒÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÌÉÚËÏ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÇÉÐÅÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ.

ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ËÁË ÍÏÖÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÅ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÅ ÞÉÓÌÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 82. ðÕÓÔØ M ⊂ R. íÎÏÖÅÓÔŒÏ M ÏÇÒÁÎÉÞÅ- ÎÏ (Œ ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÅÇÏ ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÏÇÁ ËÏÎÅÞÎÙ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ËÕÒÓÅ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÍÏÖ- ÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

◁ åÓÌÉ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ M ÍÅÎØÛÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔ- ÎÏÇÏ a ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ, ÔÏ É ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ^∗M ÍÅÎØÛÅ ÔÏÇÏ ÖÅ a (ÐÒÉÎÃÉÐ ÐÅÒÅÎÏÓÁ), ÐÏÜÔÏÍÕ Œ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅ- ÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ M ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ (ÓËÁÖÅÍ, ÓŒÅÒÈÕ). ôÏ- ÇÄÁ Œ R ŒÅÒÎÏ ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ c ÎÁÊÄčÔ- ÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M, ÂÏÌØÛÉÊ c. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÐÒÉÎÃÉÐ ÐÅÒÅÎÏÓÁ É ŒÏÚØÍčÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÅ c. ðÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ Œ^∗M ÅÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. ▷

181. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ^∗M ÍÅÎØ- ÛÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ c, ÔÏ M ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ.

182. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉ- ÓÅÌ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÅÓÔØ ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÊ

ÁÎÁÌÏÇ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÏËÁ- ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÍ.

183. äÏËÁÖÉÔÅ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S ⊂^∗R ŒÙÒÁÚÉÍÏ (Œ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ- ŒÁÅÍÏÊ ÎÁÍÉ ÓÉÇÎÁÔÕÒÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÓÉÍŒÏÌÙ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ É ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ R) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏ- ÇÄÁ ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÍ.

îÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÄÁÔØ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ É ÐÒÅÄÅÌÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 83. þÉÓÌÏ a ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a_0; a_1; : : : ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÁÌčËÉÊ ÞÌÅÎ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÌÉÚËÉÊ Ë a.

(âÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÁÌčËÉÊ ÞÌÅÎ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ | ÚÎÁ- ÞÅÎÉÅ a_˚ ÐÒÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÇÉÐÅÒÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ ˚.)

◁ åÓÌÉ a ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ, ÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ” É ŒÓÑËÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ N ÎÁÊÄčÔÓÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ n ¿ N, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ |a_n − a| ¡ ”. ðÒÉÍÅ- ÎÉÍ ÐÒÉÎÃÉÐ ÐÅÒÅÎÏÓÁ, ÐÏÌÏÖÉŒ ” ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÍ É N ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ. ðÏÌÕÞÉÍ ÉÓËÏÍÙÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÌÉÚ- ËÉÊ Ë a ÞÌÅÎ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ ÇÉÐÅÒÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ ÎÏÍÅÒÏÍ.

îÁÐÒÏÔÉŒ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ N É ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ” ¿ 0 ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó N-ÇÏ, ÏÔÓÔÏÑÔ ÏÔ a ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ”, ÔÏ ÐÏ ÐÒÉÎÃÉÐÕ ÐÅ- ÒÅÎÏÓÁ ŒÓÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÁÌčËÉÅ ÞÌÅÎÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÁËÖÅ ÏÔÓÔÏÑÔ ÏÔ a ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ”. ▷

184. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ a ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÚÁÍÙËÁÎÉÀ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ M ⊂ R ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅ- ÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ^∗M ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÌÉÚÏË Ë a.

185. ëÁË ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ (Œ ÌÀÂÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÞÌÅÎÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ)?

ôÅÐÅÒØ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ Œ ÄŒÁ ÓÞčÔÁ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ: Œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÌÀÂÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÁÌčËÉÊ ÞÌÅÎ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏÎÅÞÅÎ, É ÅÇÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÂÕÄÅÔ

ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ!

ôÅÏÒÅÍÁ 84. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a_0; a_1; : : : ÄÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÞÉÓÌÕ a ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ- ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ Åč ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÁÌčËÉÅ ÞÌÅÎÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÌÉÚËÉ Ë a.

◁ ðÕÓÔØ a ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌÏÍ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ” ÎÁÊ- ÄčÔÓÑ N, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ- ÓÔÉ ÏÔÓÔÏÑÔ ÏÔ a ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ”. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÓÅ ÂÅÓËÏ- ÎÅÞÎÏ ÄÁÌčËÉÅ ÞÌÅÎÙ ÔÁËÏŒÙ É ÉÈ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÄÏ a ÍÅÎØÛÅ ÌÀÂÏÇÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ”.

îÁÐÒÏÔÉŒ, ÐÕÓÔØ a ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌÏÍ É ÄÌÑ ŒÓÑËÏ- ÇÏ N ÎÁÊÄčÔÓÑ ÞÌÅÎ a_n Ó ÎÏÍÅÒÏÍ n ¿ N, ÏÔÓÔÏÑÝÉÊ ÏÔ a ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ” ¿ 0 (ÐÏËÁ ÞÔÏ ŒÓÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙ). ðÒÉÍÅÎÉÍ ÐÒÉÎÃÉÐ ÐÅÒÅÎÏÓÁ, ŒÚÑŒ N ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØ- ÛÉÍ, É ÎÁÊÄčÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÁÌčËÉÊ ÞÌÅÎ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÉ, ÏÔÓÔÏÑÝÉÊ ÏÔ a ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ” ¿ 0. ▷ ðÒÉŒÅÄčÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ËÒÉÔÅÒÉÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔ- ÎÙÈ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÎÑÔÉÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 85. íÎÏÖÅÓÔŒÏ M ⊂ R ÏÔËÒÙÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ- ËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÍÅÓÔÏ ÓÏ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÏÊ m ∈ M ÏÎÏ ÓÏ- ÄÅÒÖÉÔ É ŒÓÀ Åč ÍÏÎÁÄÕ, ÔÏ ÅÓÔØ ŒÓÅ ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØ- ÎÙÅ ÔÏÞËÉ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÌÉÚËÉÅ Ë m.

œ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ, ÓÔÒÏÇÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÓÌÅÄÏŒÁÌÏ ÂÙ ÓËÁÚÁÔØ ĂÅÇÏ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ^∗MĄ ŒÍÅÓÔÏ ĂÏÎÏĄ; ÎÁ- ÐÏÍÎÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ M É^∗M ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ ÓÔÁÎ- ÄÁÒÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

◁ åÓÌÉ M ÏÔËÒÙÔÏ É ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÔÏÞËÏÊ m ∈ ∈ M Åč ”-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ, ÔÏ ÍÏÎÁÄÁ ÔÏÞËÉ m ÐÏ ÐÒÉÎÃÉÐÕ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ M.

åÓÌÉ ÖÅ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÔÏÞËÁ m ∈ M ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÎÕÔÒÅÎ- ÎÅÊ É ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ” ¿ 0 ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÏÞËÁ ŒÎÅ M ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÍÅÎØÛÅ ”, ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÐÒÉÎÃÉÐ ÐÅÒÅ- ÎÏÓÁ É ŒÏÚØÍčÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÏÅ ”. íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÞÉÓÌÏ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÌÉÚËÏÅ Ë m É ÎÅ ÌÅÖÁÝÅÅ Œ^∗M. ▷ ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ⊂ R ÚÁÍËÎÕÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÌÀÂÁÑ ÓÔÁÎ- ÄÁÒÔÎÁÑ ÔÏÞËÁ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÌÉÚËÁÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ

ÉÚ^∗M, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ M.

îÁ ÐÒÑÍÏÊ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. óÏÅÄÉÎÉÍ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ËÒÉÔÅ- ÒÉÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ:

ôÅÏÒÅÍÁ 86. íÎÏÖÅÓÔŒÏ M ⊂ R ËÏÍÐÁËÔÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ^∗M ÂÅÓ- ËÏÎÅÞÎÏ ÂÌÉÚÏË Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ (ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ) ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M.

◁ œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀ- ÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ËÏÎÅÞÅÎ, ÔÏ ÅÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÌÉÚÏË Ë ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ, Á ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ M. ▷ 186. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ËÒÉÔÅÒÉÉ, ÐÏËÁÖÉ- ÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÏÔÒÅÚÏË [a; b] ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ËÏÍÐÁË- ÔÅÎ, Á ÌÀÂÏÊ ÉÎÔÅÒŒÁÌ (a; b) ÏÔËÒÙÔ.

187. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÏÔ- ËÒÙÔÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ ÏÔËÒÙÔÏ. (îÁÐÏÍÉÎÁÎÉÅ: ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ Ó ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÇÉÐÅÒÄÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÁÎÁÌÏÇÏŒ!)

188. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÄŒÕÈ (ÉÌÉ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞ- ÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ) ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÏÔËÒÙÔÏ. (çÄÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÓÔØ?)

189. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ Åč ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÞÌÅÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÌÉÚËÉ (ÐÒÅÄŒÁÒÉÔÅÌØÎÏ ÕÔÏÞÎÉŒ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÕ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ).

190. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÆÕÎ- ÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÓÔÉ. (õËÁÚÁÎÉÅ. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÄÏ- ËÁÚÙŒÁÔØ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ.)

191. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ É ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÕÀ ÐÒÅÄÅÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ, ÔÏ ÏÎÁ ÓÈÏÄÉÔÓÑ (Ë ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ).

192. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ.

ðÅÒÅÊÄčÍ Ë ÆÕÎËÃÉÑÍ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ É ÄÁÄÉÍ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ (ÁÎÁÌÏÇÉÞ- ÎÏÅ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÏÍÕ ŒÙÛÅ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ).

ôÅÏÒÅÍÁ 87. þÉÓÌÏ b ∈ R ÅÓÔØ ÐÒÅÄÅÌ ÆÕÎËÃÉÉ f : R → → R Œ ÔÏÞËÅ a ∈ R ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f(x) ≈ b ÄÌÑ ŒÓÅÈ x, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÌÉÚËÉÈ Ë a, ÎÏ ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ a.

◁ ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ b ÓÏÇÌÁÓÎÏ ”-ffi-ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÀ É ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ” ¿ 0 ÎÁÊÄčÔÓÑ ffi ¿ 0 Ó ÎÕÖÎÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ. âÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÌÉÚËÏÅ Ë a ÞÉÓÌÏ x ÐÏÐÁÄÁÅÔ Œ ffi-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ a ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ffi ¿ 0, ÐÏÜÔÏÍÕ f(x) ÐÏÐÁÄÁÅÔ Œ ”-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ b.

îÁÐÒÏÔÉŒ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ” ¿ 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ffi ¿ 0 ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÏÞËÁ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ |x − a| ¡ ffi, ÎÏ |f(x) − b| ⩾ ⩾ ”, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÐÒÉÎÃÉÐ ÐÅÒÅÎÏÓÁ (ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ”) É ŒÚÑÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÏÅ ffi. ▷ îÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÙÍ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔ- ÎÙÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ: ÆÕÎËÃÉÑ f : R → R ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÁ Œ (ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ) ÔÏÞËÅ a ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f(x) ≈ f(a) ÄÌÑ ŒÓÅÈ x, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÌÉÚËÉÈ Ë a.

äÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÊ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M ⊂ R, ËÒÉÔÅÒÉÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ Œ ÔÏÞËÅ m ∈ M ŒÙ- ÇÌÑÄÉÔ ÔÁË: f(m) ≈ f(m^′) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ m^′ ∈^∗M, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÌÉÚËÏÊ Ë m.

193. ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ.

ðÏÕÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÅÍ ÜÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 88. æÕÎËÃÉÑ f : R → R ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒ- ÎÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M ⊂ R ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x; y ∈^∗M ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ x ≈ y ⇒ f(x) ≈ f(y).

◁ ðÕÓÔØ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÏÂÙÞÎÏÅ ”-ffi-ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅ- ÒÙŒÎÏÓÔÉ. âÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÌÉÚËÉÅ ÔÏÞËÉ x; y ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÍÅ- ÎÅÅ ÞÅÍ ÎÁ (ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ) ffi, Á ÐÏÔÏÍÕ ÉÈ ÏÂÒÁÚÙ ÏÔÌÉÞÁ- ÀÔÓÑ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ”. üÔÏ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏ- ÇÏ ”, ÐÏÜÔÏÍÕ f(x) ≈ f(y).

ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÏÊ, ÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ” É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ffi ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÏÞËÉ, ÏÔÓÔÏÑÝÉÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ffi, ÏÂÒÁÚÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔ- ÓÔÏÑÔ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ”. ïÓÔÁčÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÍ ” ÐÒÉÎÃÉÐ ÐÅÒÅÎÏÓÁ É ŒÚÑÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÏÅ ffi. ▷ þÅÍ ÜÔÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ

ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M? îÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ M ÏÚÎÁÞÁ- ÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ m ∈ M É ÌÀÂÏÇÏ ÂÅÓËÏ- ÎÅÞÎÏ ÂÌÉÚËÏÇÏ Ë ÎÅÍÕ m^′ ∈^∗M ÍÙ ÉÍÅÅÍ f(m) ≈ f(m^′). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ m^′; m^{′′} ∈^∗M, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÌÉÚËÉÈ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ m ∈ M, ŒÙÐÏÌÎÅ- ÎÏ f(m^′) ≈ f(m^{′′}). îÏ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ^∗M ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÂÅÓ- ËÏÎÅÞÎÏ ÂÌÉÚËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÞÁÓÔØ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÌÅÖÉÔ Œ M (ÉÌÉ ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÞÁ- ÓÔÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ). ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÏÍ- ÐÁËÔÎÏÇÏ M ÔÁËÏÇÏ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ (ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ m^′ ∈^∗M ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ M ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅ- ÏÒÅÍÅ 86). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ (ÐÏÞÔÉ ÞÔÏ ÔÒÉŒÉ- ÁÌØÎÏÅ) ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÅ- ÏÒÅÍÙ: ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÅ ÆÕÎËÃÉÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ.

œÏÔ ÅÝč ÎÅÓËÏÌØËÏ ĂÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈĄ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ (ŒÏ ŒÓÅÈ ÓÍÙÓÌÁÈ ÜÔÏÇÏ ÓÌÏŒÁ) ÔÅÏÒÅÍ ÉÚ ËÕÒÓÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 89. îÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÆÕÎËÃÉÑ, ÐÒÉ- ÎÉÍÁÀÝÁÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÒÁÚÎÙÈ ÚÎÁËÏŒ ÎÁ ËÏÎÃÁÈ ÏÔÒÅÚËÁ, ÉÍÅÅÔ ÎÕÌØ ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ.

◁ òÁÚÄÅÌÉÍ ÏÔÒÅÚÏË ÎÁ n ÒÁŒÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ. óÒÅÄÉ ÎÉÈ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÞÁÓÔØ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË. ðÏ ÐÒÉÎÃÉÐÕ ÐÅÒÅÎÏÓÁ É ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÏÔÒÅÚËÁ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÇÉÐÅÒÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÞÁÓÔÅÊ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÞÁÓÔØ, ÎÁ ËÏÔÏ- ÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÑ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË. îÏ ËÏÎÃÙ ÜÔÏÊ ÞÁÓÔÉ ÂÅÓËÏÎÅÞ- ÎÏ ÂÌÉÚËÉ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÔÒÅÚËÁ. üÔÁ ÔÏÞËÁ ÂÕÄÅÔ ÎÕÌčÍ ÆÕÎËÃÉÉ (ÅÓÌÉ Œ ÎÅÊ ÆÕÎËÃÉÑ, ÓËÁ- ÖÅÍ, ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, ÔÏ ÐÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÌÉÚËÉÈ Ë ÎÅÊ ËÏÎÃÁÈ ÏÔÒÅÚËÁ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÚÎÁËÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ). ▷

ôÅÏÒÅÍÁ 90. îÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ËÏÍÐÁËÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÁ ÎčÍ.

◁ ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÅ M. óÌÅÄÕÑ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ ËÒÉÔÅÒÉÀ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ^∗f ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞ- ËÁÈ^∗M ËÏÎÅÞÎÙ. îÏ ŒÓÑËÁÑ ÔÏÞËÁ x ∈^∗M ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ

ÂÌÉÚËÁ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÔÏÞËÅ y ∈ M (ËÏÍÐÁËÔ- ÎÏÓÔØ), Á ÐÏÔÏÍÕ^∗f(x) ≈^∗f(y) (ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ), ÐÏÜÔÏ- ÍÕ^∗f(x) ËÏÎÅÞÎÏ. ▷

ïÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÍÙ ÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ÁËÓÉÏÍÏÊ ÐÏÌÎÏÔÙ (ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ) ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ, ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 78. üÔÏ É ÎÅ ÕÄÉŒÉÔÅÌØ- ÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ ÁË- ÓÉÏÍÁ ÐÏÌÎÏÔÙ.

194. õÂÅÄÉÔÅÓØ Œ ÜÔÏÍ, ÓÌÅÄÕÑ ÔÁËÏÊ ÓÈÅÍÅ. ðÕÓÔØ A | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉ- ÓÅÌ. ðÏËÁÖÉÔÅ (ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍÉ), ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀ- ÂÏÇÏ ” ÎÁÊÄčÔÓÑ ÞÉÓÌÏ c, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ, ÄÌÑ ËÏ- ÔÏÒÏÇÏ c − ” ÎÅ ÂÕÄÅÔ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ. ðÒÉÍÅÎÉÔÅ ÐÒÉÎÃÉÐ ÐÅÒÅÎÏÓÁ, ŒÚÑŒ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÏÅ ” É ÒÁÓÓÍÏÔÒÅŒ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ÞÁÓÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÞÉÓÌÁ c.

195. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : R → R Œ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÔÏÞËÅ a ÒÁŒÎÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ b ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ (f(a + h) − f(a))=h ≈ b ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÈ h ≠ 0.

196. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (x^n)^′ = nx^{n−1} ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏ- ÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ (ÐÒÅÄÙÄÕÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ).

197. ëÁË ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÑ ÐÏÎÑÔÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ?

œ ÎÁÛÉÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ ŒÓÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÂÙÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅ- ÎÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. üÔÏ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÉÅ ËÁÖÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÍ | ÎÅ ŒÐÏÌÎÅ ÑÓÎÏ, ËÁ- ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÅ ÖÅ ÍÅÔÏÄÙ Ë ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÏÍÕ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍÕ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ (Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÎÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ). ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ, É ÏÂ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÅÓÔØ Œ ËÎÉÇÁÈ äÜŒÉÓÁ [11] ÉÌÉ õÓ- ÐÅÎÓËÏÇÏ [27].

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

[1] á. áÈÏ, äÖ. õÌØÍÁÎ, äÖ. èÏÐËÒÏÆÔ. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ É ÁÎÁÌÉÚ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ, ÐÅÒ. Ó ÁÎÇÌ. á. ï. óÌÉÓÅÎËÏ ÐÏÄ ÒÅÄÁËÃÉÅÊ à. œ. íÁÔÉÑÓÅŒÉÞÁ. í.: íÉÒ, 1979.

[2] äÖ. âÕÌÏÓ, ò. äÖÅÆÆÒÉ. œÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ É ÌÏÇÉËÁ, ÐÅÒ. Ó ÁÎÇÌ. œ. á. äÕÛÓËÏÇÏ É å. à. îÏÇÉÎÏÊ ÐÏÄ ÒÅ- ÄÁËÃÉÅÊ ó. î. áÒÔčÍÏŒÁ. í.: íÉÒ, 1994. 396 Ó.

[3] î. âÕÒÂÁËÉ. îÁÞÁÌÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. ðÅÒŒÁÑ ÞÁÓÔØ.

ïÓÎÏŒÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÁÎÁÌÉÚÁ. ëÎÉÇÁ ÐÅÒŒÁÑ. ôÅÏ- ÒÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÐÅÒ. Ó ÆÒÁÎÃÕÚÓËÏÇÏ ç. î. ðÏŒÁÒÏŒÁ É à. á. ûÉÈÁÎÏŒÉÞÁ ÐÏÄ ÒÅÄÁËÃÉÅÊ œ. á. õÓÐÅÎÓËÏ- ÇÏ. í.: íÉÒ, 1965.

[4] â. ì. ŒÁÎ ÄÅÒ œÁÒÄÅÎ. áÌÇÅÂÒÁ, ÐÅÒÅŒÏÄ Ó ÎÅÍÅÃËÏÇÏ á. á. âÅÌØÓËÏÇÏ. ðÏÄ ÒÅÄÁËÃÉÅÊ à. é. íÅÒÚÌÑËÏŒÁ. í.: îÁÕËÁ, ÇÌÁŒÎÁÑ ÒÅÄÁËÃÉÑ ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓ- ËÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ, 1976.

[5] î. ë. œÅÒÅÝÁÇÉÎ, á. ûÅÎØ. ìÅËÃÉÉ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓ- ËÏÊ ÌÏÇÉËÅ É ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ. œÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÆÕÎ- ËÃÉÉ. í.: íãîíï, 1999. 176 Ó.

[6] î. ë. œÅÒÅÝÁÇÉÎ, á. ûÅÎØ. ìÅËÃÉÉ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓ- ËÏÊ ÌÏÇÉËÅ É ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ. îÁÞÁÌÁ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. í.: íãîíï, 1999. 128 Ó.

[7] á. çÅÊÔÉÎÇ. éÎÔÕÉÃÉÏÎÉÚÍ. œŒÅÄÅÎÉÅ, ÐÅÒÅŒÏÄ Ó ÁÎ- ÇÌÉÊÓËÏÇÏ œ. á. ñÎËÏŒÁ ÐÏÄ ÒÅÄÁËÃÉÅÊ É Ó ËÏÍÍÅÎÔÁ- ÒÉÑÍÉ á. á. íÁÒËÏŒÁ. í.: íÉÒ, 1965. 200 Ó.

[8] ä. çÉÌØÂÅÒÔ, ð. âÅÒÎÁÊÓ. ïÓÎÏŒÁÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ.

ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ É ÆÏÒÍÁÌÉÚÁÃÉÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉ- ËÉ, ÐÅÒÅŒÏÄ Ó ÎÅÍÅÃËÏÇÏ î. í. îÁÇÏÒÎÏÇÏ ÐÏÄ ÒÅÄÁË- ÃÉÅÊ ó. é. áÄÑÎÁ. í.: îÁÕËÁ, ÇÌÁŒÎÁÑ ÒÅÄÁËÃÉÑ ÆÉÚÉ- ËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ, 1979. 560 Ó.

[9] ó. ç. çÉÎÄÉËÉÎ. áÌÇÅÂÒÁ ÌÏÇÉËÉ Œ ÚÁÄÁÞÁÈ. í.: îÁÕËÁ, ÇÌÁŒÎÁÑ ÒÅÄÁËÃÉÑ ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕ- ÒÙ, 1972. 288 Ó.

[10] á. œ. çÌÁÄËÉÊ. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÌÏÇÉËÁ. í.: òÏÓÓÉÊ- ÓËÉÊ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔŒÅÎÎÙÊ ÇÕÍÁÎÉÔÁÒÎÙÊ ÕÎÉŒÅÒÓÉÔÅÔ, 1998. 479 Ó.

[11] í. äÜŒÉÓ. ðÒÉËÌÁÄÎÏÊ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ, ÐÅÒÅ- ŒÏÄ Ó ÁÎÇÌÉÊÓËÏÇÏ ó. æ. óÏÐÒÕÎÏŒÁ ÐÏÄ ÒÅÄÁËÃÉÅÊ É Ó ÐÒÅÄÉÓÌÏŒÉÅÍ œ. á. õÓÐÅÎÓËÏÇÏ. í.: íÉÒ: 1980. 236 Ó.

[12] à. ì. åÒÛÏŒ, å. á. ðÁÌÀÔÉÎ. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÌÏ- ÇÉËÁ. í.: îÁÕËÁ, ÇÌÁŒÎÁÑ ÒÅÄÁËÃÉÑ ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉ- ÞÅÓËÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ, 1979.

[13] ç. ëÅÊÓÌÅÒ, þ. þ. þÜÎ. ôÅÏÒÉÑ ÍÏÄÅÌÅÊ, ÐÅÒÅŒÏÄ Ó ÁÎÇÌ. ó. ó. çÏÎÞÁÒÏŒÁ, ó. ä. äÅÎÉÓÏŒÁ, œ. á. äÕÛÓËÏÇÏ É ä. é. óŒÉÒÉÄÅÎËÏ. ðÏÄ ÒÅÄÁËÃÉÅÊ à. ì. åÒÛÏŒÁ É á. ä. ôÁÊÍÁÎÏŒÁ. í.: íÉÒ, 1977. 614 Ó.

[14] á. ç. ëÕÒÏÛ. ìÅËÃÉÉ ÐÏ ÏÂÝÅÊ ÁÌÇÅÂÒÅ, ÉÚÄÁÎÉÅ ŒÔÏ- ÒÏÅ. í.: îÁÕËÁ, ÇÌÁŒÎÁÑ ÒÅÄÁËÃÉÑ ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉ- ÞÅÓËÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ, 1973. 399 Ó.

[15] ó. ë. ëÌÉÎÉ. œŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÍÅÔÁÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ, ÐÅÒÅŒÏÄ Ó ÁÎÇÌÉÊÓËÏÇÏ á. ó. åÓÅÎÉÎÁ-œÏÌØÐÉÎÁ ÐÏÄ ÒÅÄÁËÃÉÅÊ œ. á. õÓÐÅÎÓËÏÇÏ. í.: éÚÄÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÉÎÏÓÔÒÁÎÎÏÊ ÌÉ- ÔÅÒÁÔÕÒÙ, 1957. 526 Ó.

[16] ó. ë. ëÌÉÎÉ. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÌÏÇÉËÁ, ÐÅÒÅŒÏÄ Ó ÁÎ- ÇÌÉÊÓËÏÇÏ à. á. çÁÓÔÅŒÁ ÐÏÄ ÒÅÄÁËÃÉÅÊ ç. å. íÉÎÃÁ. í.: íÉÒ, 1973. 480 Ó.

[17] ó. ëÌÉÎÉ, ò. œÅÓÌÉ. ïÓÎÏŒÁÎÉÑ ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÒÅËÕÒÓÉŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÅÒÅŒÏÄ Ó ÁÎÇÌÉÊÓËÏÇÏ æ. á. ëÁÂÁËÏŒÁ É â. á. ëÕÛÎÅÒÁ. í.: îÁÕËÁ, ÇÌÁŒÎÁÑ ÒÅÄÁËÃÉÑ ÆÉÚÉ- ËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ, 1978. 272 Ó. (óÅÒÉÑ: íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÌÏÇÉËÁ É ÏÓÎÏŒÁÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ.)

[18] ô. ëÏÒÍÅÎ, þ. ìÅÊÚÅÒÓÏÎ, ò. òÉŒÅÓÔ. áÌÇÏÒÉÔÍÙ: ÐÏ- ÓÔÒÏÅÎÉÅ É ÁÎÁÌÉÚ, ÐÅÒ. Ó ÁÎÇÌ. ë. âÅÌÏŒÁ, à. âÏÒÁŒ- ÌčŒÁ, ä. âÏÔÉÎÁ, œ. çÏÒÅÌÉËÁ, ä. äÅÒÑÇÉÎÁ, à. ëÁÌ- ÎÉÛËÁÎÁ, á. ëÁÔÁÎÏŒÏÊ, ó. ìØŒÏŒÓËÏÇÏ, á. òÏÍÁÝÅÎ- ËÏ, ë. óÏÎÉÎÁ, ë. ôÒÕÛËÉÎÁ, í. õÛÁËÏŒÁ, á. ûÅÎÑ, œ. ûÕŒÁÌÏŒÁ, í. àÄÁÛËÉÎÁ ÐÏÄ ÒÅÄÁËÃÉÅÊ á. ûÅÎÑ, œ. ñÝÅÎËÏ. í.: íãîíï, 1999. 960 Ó.

[19] é. á. ìÁŒÒÏŒ, ì. ì. íÁËÓÉÍÏŒÁ. úÁÄÁÞÉ ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÅ É ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏ- ÒÉÔÍÏŒ, ÉÚÄÁÎÉÅ ŒÔÏÒÏÅ. í.: îÁÕËÁ, 1984. 224 Ó.

[20] ò. ìÉÎÄÏÎ. úÁÍÅÔËÉ ÐÏ ÌÏÇÉËÅ, ÐÅÒ. Ó ÁÎÇÌÉÊÓËÏÇÏ à. á. çÁÓÔÅŒÁ ÐÏÄ ÒÅÄÁËÃÉÅÊ é. í. ñÇÌÏÍÁ. í.: íÉÒ, 1968. 128 Ó.

[21] à. é. íÁÎÉÎ. äÏËÁÚÕÅÍÏÅ É ÎÅÄÏËÁÚÕÅÍÏÅ. í.: óÏŒÅÔ- ÓËÏÅ ÒÁÄÉÏ, 1979. 168 Ó.

[22] á. òÏÂÉÎÓÏÎ. œŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÔÅÏÒÉÀ ÍÏÄÅÌÅÊ É ÍÅÔÁ- ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÐÅÒ. Ó ÁÎÇÌ. á. â. œÏÌÙÎÓËÏÇÏ ÐÏÄ ÒÅÄÁËÃÉÅÊ á. ä. ôÁÊÍÁÎÏŒÁ. í.: îÁÕËÁ, ÇÌÁŒÎÁÑ ÒÅÄÁËÃÉÑ ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ, 1967. 376 Ó. (óÅÒÉÑ: íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÌÏÇÉËÁ É ÏÓÎÏŒÁÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ.)

[23] òÜÊÍÏÎÄ í. óÍÁÌÌÉÁÎ. ëÁË ÖÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÔÁ ËÎÉ- ÇÁ?, ÐÅÒ. Ó ÁÎÇÌ. à. á. äÁÎÉÌÏŒÁ. í.: íÉÒ, 1981. 240 Ó.

[24] ò. óÍÁÌØÑÎ. ôÅÏÒÉÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ, ÐÅÒÅŒÏÄ Ó ÁÎÇÌ. î. ë. ëÏÓÏŒÓËÏÇÏ ÐÏÄ ÒÅÄÁËÃÉÅÊ î. á. ûÁÎÉ- ÎÁ. í.: îÁÕËÁ, ÇÌÁŒÎÁÑ ÒÅÄÁËÃÉÑ ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉ- ÞÅÓËÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ, 1981. 207 Ó. (óÅÒÉÑ: íÁÔÅÍÁÔÉ- ÞÅÓËÁÑ ÌÏÇÉËÁ É ÏÓÎÏŒÁÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ.)

[25] óÐÒÁŒÏÞÎÁÑ ËÎÉÇÁ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÅ Œ ÞÅ- ÔÙÒčÈ ÞÁÓÔÑÈ ÐÏÄ ÒÅÄ. äÖ. âÁÒŒÁÊÓÁ. þÁÓÔØ II. ôÅ- ÏÒÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÐÅÒ. Ó ÁÎÇÌ. œ. ç. ëÁÎÏŒÅÑ ÐÏÄ ÒÅÄÁË- ÃÉÅÊ œ. î. çÒÉÛÉÎÁ. í.: îÁÕËÁ, 1982. 376 Ó.

[26] óÐÒÁŒÏÞÎÁÑ ËÎÉÇÁ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÅ Œ ÞÅ- ÔÙÒčÈ ÞÁÓÔÑÈ ÐÏÄ ÒÅÄ. äÖ. âÁÒŒÁÊÓÁ. þÁÓÔØ III. ôÅ- ÏÒÉÑ ÒÅËÕÒÓÉÉ, ÐÅÒ. Ó ÁÎÇÌÉÊÓËÏÇÏ ó. ç. äŒÏÒÎÉËÏŒÁ, é. á. ìÁŒÒÏŒÁ. ðÏÄ ÒÅÄ. à. ì. åÒÛÏŒÁ. í.: îÁÕËÁ, 1982. 360 Ó.

[27] œ. á. õÓÐÅÎÓËÉÊ. þÔÏ ÔÁËÏÅ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÁÎÁ- ÌÉÚ? í.: îÁÕËÁ, ÇÌÁŒÎÁÑ ÒÅÄÁËÃÉÑ ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉ- ÞÅÓËÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ, 1987. 128 Ó.

[28] œ. á. õÓÐÅÎÓËÉÊ. îÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ, ÉÌÉ ÎÅÁÒÈÉÍÅÄÏŒ, ÁÎÁÌÉÚ. í.: úÎÁÎÉÅ, 1983. 61 Ó. (îÏŒÏÅ Œ ÖÉÚÎÉ, ÎÁÕËÅ, ÔÅÈÎÉËÅ. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ, ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÁ, Ć 8.)

[29] è. æÒÅÊÄÅÎÔÁÌØ. ñÚÙË ÌÏÇÉËÉ, ÐÅÒÅŒÏÄ Ó ÁÎÇÌÉÊ- ÓËÏÇÏ à. á. ðÅÔÒÏŒÁ ÐÏÄ ÒÅÄÁËÃÉÅÊ à. á. çÁÓÔÅŒÁ. í.: îÁÕËÁ, ÇÌÁŒÎÁÑ ÒÅÄÁËÃÉÑ ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓ- ËÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ, 1969. 136 Ó.

[30] á. þčÒÞ. œŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÌÏÇÉËÕ. I, ÐÅ- ÒÅŒÏÄ Ó ÁÎÇÌÉÊÓËÏÇÏ œ. ó. þÅÒÎÑŒÓËÏÇÏ ÐÏÄ ÒÅÄÁËÃÉ- ÅÊ œ. á. õÓÐÅÎÓËÏÇÏ. í.: éÚÄÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÉÎÏÓÔÒÁÎÎÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ, 1960. 484 Ó.

[31] äÖ. ûÅÎÆÉÌÄ. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÌÏÇÉËÁ, ÐÅÒÅŒÏÄ Ó ÁÎÇÌÉÊÓËÏÇÏ é. á. ìÁŒÒÏŒÁ É é. á. íÁÌØÃÅŒÁ ÐÏÄ ÒÅ- ÄÁËÃÉÅÊ à. ì. åÒÛÏŒÁ. í.: îÁÕËÁ, 1975. 528 Ó.

[32] ü. üÎÇÅÌÅÒ. íÅÔÁÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÍÁÔÅ- ÍÁÔÉËÉ, ÐÅÒÅŒÏÄ Ó ÎÅÍÅÃËÏÇÏ ç. å. íÉÎÃÁ ÐÏÄ ÒÅÄÁË- ÃÉÅÊ á. ï. óÌÉÓÅÎËÏ. í: íÉÒ, 1987. 128 Ó.

[33] ó. œ. ñÂÌÏÎÓËÉÊ. œŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÄÉÓËÒÅÔÎÕÀ ÍÁÔÅÍÁ- ÔÉËÕ, ÉÚÄÁÎÉÅ ŒÔÏÒÏÅ. í.: îÁÕËÁ, 1986. 384 Ó.

[34] H. J. Keisler. Elementary Calculus. Weber and SÓhmidt, Prindle, 1976.

ðÒÅÄÍÅÔÎÙÊ ÕËÁÚÁÔÅÌØ

fi-ÆÕÎËÃÉÑ çčÄÅÌÑ 103 Comp_n 32 ˝1-ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÉÒÕÅÍÁÑ ÔÅÏÒÉÑ 241 ˚1-ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÉÒÕÅÍÁÑ ÔÅÏÒÉÑ 242 ı-ÆÕÎËÃÉÑ òÉÍÁÎÁ 229 k-ÍÅÓÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ 89 k-ÍÅÓÔÎÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ 89 S_{ab} 104 notand 21 3-ÚÎÁÞÎÁÑ ÌÏÇÉËÁ 76 3-ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÑ 77

F (false) 10

Gen, ÐÒÁŒÉÌÏ 167

majority 39 Modus ponens (MP),

ÐÒÁŒÉÌÏ 48, 79

N + N 141 N + Z 141

T (true) 10 tertium non datur, ÚÁËÏÎ 55 Z× Z 141 Z+ Z 140, 146 ZF 93

áŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ

ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ 106 áËÓÉÏÍÁ

áÒÈÉÍÅÄÁ 257 ÏÂSSčÍÎÏÓÔÉ (ÜËÓÔÅÎÓÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ) 93

ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ (ÆÕÎÄÉÒÏŒÁÎÉÑ) 93 áËÓÉÏÍÙ

ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ 206 áËÓÉÏÍÙ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ

ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ 48 áËÓÉÏÍÙ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ

ÓÅËŒÅÎÃÉÊ 67 áËÓÉÏÍÙ ÐÏÒÑÄËÁ 92 áËÓÉÏÍÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ 206, 209, 230 áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÌÅ 141, 225 áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ

ÚÁÍÙËÁÎÉÅ 209 áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ

ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ 126 áÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÏŒÅÒËÉ

ÐÒÏÓÔÏÔÙ 43 áÌÆÁŒÉÔ 233

ÂÕËŒÁ 233 ÓÌÏŒÏ 233 áÎÔÅÃÅÄÅÎÔ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ 9 áÒÉÆÍÅÔÉËÁ ðÅÁÎÏ 235 áÒÉÆÍÅÔÉËÁ

ðÒÅÓÂÕÒÇÅÒÁ 114, 121, 121, 224 áÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÊ

ÐÒÅÄÉËÁÔ 101 áÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ

ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ 101 áÔÏÍÁÒÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ 91

âÁÚÉÓ

ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔÉ 226 âÅÒÎÁÊÓÁ ÐÒÁŒÉÌÁ 178 âÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÌÉÚËÉÅ

ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ 263 âÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÏÅ

ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ 262 âÏÌØÛÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ 246 âÕËŒÁ ÁÌÆÁŒÉÔÁ 233 âÕÌÅŒÁ ÆÕÎËÃÉÑ

ŒÙÞÉÓÌÑÅÍÁÑ ÓÈÅÍÏÊ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ 29 ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ 20 ÓÌÏÖÎÏÓÔØ 29, 44 ÆÉËÔÉŒÎÙÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔ 37 âÕÌÅŒÁ ÆÕÎËÃÉÑ n

ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ 12

œÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÓÉÍŒÏÌÁ 90 œÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÌÅ 226, 261 œÎÕÔÒÅÎÎÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ 267 œÈÏÄ 28 œÙŒÏÄ Œ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ

ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ 49 œÙŒÏÄ ÉÚ ` 51 œÙŒÏÄÉÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ 215 œÙŒÏÄÉÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ Œ

ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ 49 œÙŒÏÄÉÍÏÓÔØ

ÉÚ ÐÏÓÙÌÏË Ó

ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ 177 œÙŒÏÄÉÍÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ ` 175 œÙÉÇÒÙÛÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ 250 œÙÐÏÌÎÉÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ 58, 159 œÙÒÁÚÉÍÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ 98, 98 œÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÅ 9

ÉÓÔÉÎÎÏÅ 9 ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 10 ÌÏÖÎÏÅ 9 œÙÈÏÄ 28

çÁÌÁËÔÉËÁ

ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ 266 çÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ

ÞÉÓÌÏ 259 ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ 261 ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÏÅ 262 ÇÁÌÁËÔÉËÁ 266 ÇÉÐÅÒÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ 259 ÇÉÐÅÒÃÅÌÏÅ 259 ËÏÎÅÞÎÏÅ 262 ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ 259 ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ

ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÅ 262 ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÞÁÓÔØ 264 ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ 259 çÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÌÉÚËÉÅ 263 çÉÐÅÒÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ 259 çÉÐÅÒÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ 259 çÌÁŒÎÙÊ ÆÉÌØÔÒ 247 çÌÕÂÉÎÁ ÓÈÅÍÙ ÉÚ

ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ 34, 44

äŒÏÉÞÎÏÅ ÄÅÒÅŒÏ 63 äŒÏÊÎÏÅ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ,

ÓÎÑÔÉÅ 55 äÉÁÇÒÁÍÍÁ

ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ 237 äÉÁÇÒÁÍÍÁ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏŒ 128 äÉÚSSÀÎËÔ 19 äÉÚSSÀÎËÔÉŒÎÁÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ 19, 27, 30 äÉÚSSÀÎËÃÉÑ 10 äÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ 137 äÏÐÕÓÔÉÍÏÓÔØ ÐÒÁŒÉÌÁ ÓÅÞÅÎÉÑ 83 úÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ 9 úÁËÏÎ

ÉÓËÌÀÞčÎÎÏÇÏ ÔÒÅÔØÅÇÏ 55 ÓÎÑÔÉÑ ÄŒÏÊÎÏÇÏ

ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ 55 úÁËÏÎ ÐÏÇÌÏÝÅÎÉÑ 15 úÁËÏÎÙ (ÐÒÁŒÉÌÁ) äÅ

íÏÒÇÁÎÁ 75 úÁËÏÎÙ äÅ íÏÒÇÁÎÁ 15, 19 úÁÍËÎÕÔÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ 97, 215 úÁÍÙËÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ 268 úÁÍÙËÁÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ 159 úÎÁÞÅÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ 95 úÎÁÞÅÎÉÅ ÔÅÒÍÁ 95 úÎÁÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ 95

é (ÉÓÔÉÎÁ) 10 éÇÒÁ üÒÅÎÆÏÊÈÔÁ 144 éÚÏÍÏÒÆÉÚÍ

ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÊ 138 éÚÏÍÏÒÆÎÙÅ

ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ 138 éÍÐÌÉËÁÃÉÑ (ÓÌÅÄÏŒÁÎÉÅ) 10 éÎÄÉŒÉÄÎÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ 90 ÓŒÏÂÏÄÎÏÅ ŒÈÏÖÄÅÎÉÅ 162 ÓŒÑÚÁÎÎÏÅ ŒÈÏÖÄÅÎÉÅ 163 éÎÔÅÇÒÁÌ 273 éÎÔÅÐÒÅÔÁÃÉÑ 215

ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ 215 éÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ

ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ 138 ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ 138 ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ

ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ 137, 216 éÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ 91

ÁŒÔÏÍÏÒÆÉÚÍ 106 ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ 237 ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ 92, 139, 140, 206 ÎÏÓÉÔÅÌØ 91 ÐÏÄÓÔÒÕËÔÕÒÁ 142

ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ 142 ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ

ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ 142 éÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÁÑ ÌÏÇÉËÁ 55 éÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÏÅ

ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ 70 éÓËÌÀÞčÎÎÏÇÏ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÚÁËÏÎ 55 éÓÔÉÎÎÁÑ

ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ 77 éÓÔÉÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ 96, 215 éÓÔÉÎÎÏÅ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÅ 9 éÓÔÉÎÎÏÓÔÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÑ 10 éÓÞÉÓÌÅÎÉÅ

ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ 48, 160 ŒÙŒÏÄ 49 ŒÙŒÏÄÉÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ 49 ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÏÅ 70 ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ 70 ÓÈÅÍÙ ÁËÓÉÏÍ 48 ÔÅÏÒÅÍÁ 49 éÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÇÅÎÃÅÎÏŒÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ 64 éÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏŒÓËÏÇÏ ÔÉÐÁ 64 éÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ 58, 158 ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ 168 éÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÅËŒÅÎÃÉÊ 64 ÁËÓÉÏÍÙ 67 ÐÒÁŒÉÌÁ ŒÙŒÏÄÁ 67

ëÁÎÔÏÒÏŒÓËÏÅ

ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ 62 ëÁÔÅÇÏÒÉÞÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ 226 ëŒÁÄÒÁÔ, ÒÁÚÒÅÚÁÎÉÅ 119 ëŒÁÎÔÏÒ 88

ÏÂÌÁÓÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÑ 162 ëŒÁÎÔÏÒÎÁÑ ÇÌÕÂÉÎÁ

ÆÏÒÍÕÌÙ 148 ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ 70 ëÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÅÊ/ÍÎÏÖÅÓÔŒ 103 ëÏËÏÎÅÞÎÏÅ

ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ 247 ëÏÌÌÉÚÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ 164 ëÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ 270 ëÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØ 189, 208 ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ 225 ëÏÎÅÞÎÏ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÉÒÕÅÍÁÑ ÔÅÏÒÉÑ 216 ëÏÎÅÞÎÏÅ

ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ 262 ëÏÎÓÅËŒÅÎÔ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ 9 ëÏÎÓÅÒŒÁÔÏÒ (Œ ÉÇÒÅ

üÒÅÎÆÏÊÈÔÁ) 144 ëÏÎÓÔÁÎÔÁ 90 ëÏÎÓÔÁÎÔÙ

ÓŒÅÖÉÅ 178 ëÏÎÔÒÁÐÏÚÉÃÉÑ 15 ëÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒ (Ë

ÓÅËŒÅÎÃÉÉ) 65 ëÏÎSSÀÎËÔ 19 ëÏÎSSÀÎËÔÉŒÎÁÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ 19 ëÏÎSSÀÎËÃÉÑ 10 ëÏÒÒÅËÔÎÁÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ 164 ëÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ

ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ 177 ëÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ 168 ëÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ

ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ 168 ëÒÉÔÅÒÉÊ ìÏÓÑ { œÏÏÔÁ 217 ëÒÉÔÅÒÉÊ ìÏÓÑ { œÏÏÔÁ, ÏÂÝÁÑ ÆÏÒÍÁ 217 ëÒÉÔÅÒÉÊ ðÏÓÔÁ 23

ì (ÌÏÖØ) 10 ìÅÍÍÁ

ëčÎÉÇÁ 63, 63 ëÒÅÊÇÁ 21 Ï ÄÅÄÕËÃÉÉ 51, 74, 175, 178 Ï ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÉ

ËÏÎÓÔÁÎÔ 179, 184 Ï ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ 245 Ï ÓŒÅÖÉÈ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÈ 178 ôÁÒÓËÏÇÏ 244 ãÏÒÎÁ 61, 248 ìÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ 24 ìÉÎÅÊÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË 209 ìÉÔÅÒÁÌ 19 ìÏÇÉËÁ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ 9 ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÓŒÑÚËÉ 9 ìÏÖÎÁÑ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ 78 ìÏÖÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ 96, 215 ìÏÖÎÏÅ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÅ 9

íÁÌÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ 247 íÉÒ (Œ ÛËÁÌÅ ëÒÉÐËÅ) 77 íÎÏÖÅÓÔŒÁ

ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ

ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ 117 íÎÏÖÅÓÔŒÏ

ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ 126 ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ 101 ÂÏÌØÛÏÅ 246 ÚÁÍÙËÁÎÉÅ 268 ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ 270 ÍÁÌÏÅ 247 ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ 214 ÏÔËÒÙÔÏÅ 269 ÐÏÌÕÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ 125 ÐÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ 268 ÜËÚÉÓÔÅÎÃÉÁÌØÎÏ

ÚÁÍËÎÕÔÏÅ 153 íÎÏÖÅÓÔŒÏ

ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÅ 267 íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÆÏÒÍÕÌ

ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÅ 58, 182 ÐÏÌÎÏÅ 60, 182 ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÅ 58, 180 ÓÏŒÍÅÓÔÎÏÅ 58 íÏÄÅÌØ 180

ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ 215 ÓÞčÔÎÁÑ 188 ÔÅÏÒÉÉ 177 íÏÄÅÌØ ëÒÉÐËÅ 77 íÏÄÅÌØ ÔÅÏÒÉÉ 215 íÏÎÁÄÁ 263 íÏÎÏÍ 21 íÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÂÕÌÅŒÁ

ÆÕÎËÃÉÑ 20 íÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ 24 íÕÌØÔÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ 23

îÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ 271 îÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÁÑ

ÔÅÏÒÉÑ 180 îÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÅ

ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÆÏÒÍÕÌ 58, 182 îÅÓÏŒÍÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÅÏÒÉÉ 216 îÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ

ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ 259 îÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ 256 îÏŒÁÔÏÒ (Œ ÉÇÒÅ

üÒÅÎÆÏÊÈÔÁ) 144 îÏÒÍÁÌØÎÁÑ

ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ 92, 139, 140, 206, 215 îÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ 207, 209 îÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ

ÄÉÚSSÀÎËÔÉŒÎÁÑ 19

ËÏÎSSÀÎËÔÉŒÎÁÑ 19 ÐÒÅÄŒÁÒčÎÎÁÑ 194 ÓËÏÌÅÍÏŒÓËÁÑ 203 îÏÓÉÔÅÌØ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ 91

ïÂÌÁÓÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÑ

ËŒÁÎÔÏÒÁ 162 ïÂÒÁÚÕÀÝÁÑ

ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ 233 ïÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ 158 ïÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÒÁÚÂÏÒÁ 16, 16 ïÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ 214 ïÐÅÒÁÃÉÑ ŒÚÑÔÉÑ

ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÏÓÔÁÔËÁ 131 ïÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ 269 ïÔÒÉÃÁÎÉÅ 10 ïÃÅÎËÁ 95

ðÁÒÁ

ÐÏÌÎÁÑ 83 ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÁÑ 81 ÓÏŒÍÅÓÔÎÁÑ 81 ðÁÒÁÍÅÔÒ ÆÏÒÍÕÌÙ 94 ðÅÒÅÍÅÎÎÁÑ

ÚÎÁÞÅÎÉÅ 95 ÉÎÄÉŒÉÄÎÁÑ 90 ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ 12 ÓŒÏÂÏÄÎÁÑ 94 ÓŒÏÂÏÄÎÏÅ ŒÈÏÖÄÅÎÉÅ 95 ÓŒÑÚÁÎÎÏÅ ŒÈÏÖÄÅÎÉÅ 95 ðÅÒÅÍÅÎÎÙÅ

ËÏÌÌÉÚÉÑ 164 ðÌÏÔÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏ

ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÂÅÚ ÐÅÒŒÏÇÏ É ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ 265 ðÏŒÙÛÅÎÉÅ ÍÏÝÎÏÓÔÉ 210, 212 ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

ËÏËÏÎÅÞÎÏÅ 247 ðÏÄÏÂÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ 191 ðÏÄÓÔÁÎÏŒËÁ

ËÏÒÒÅËÔÎÁÑ 164 ðÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ ÐÒÁŒÉÌÏ 52 ðÏÄÓÔÒÕËÔÕÒÁ 152, 241 ðÏÄÓÔÒÕËÔÕÒÁ

ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ 142 ðÏÌÅ 23

ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ

ÚÁÍËÎÕÔÏÅ 141, 225 ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ

ÚÁÍËÎÕÔÏÅ 226, 227, 261 ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ 226 ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ 141 ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0 141 ðÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ 239 ðÏÌÉÎÏÍÙ (öÅÇÁÌËÉÎÁ) 21 ðÏÌÎÁÑ ÐÁÒÁ 83 ðÏÌÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓŒÑÚÏË 18, 20 ðÏÌÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ 181, 216 ðÏÌÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

ÆÏÒÍÕÌ 60, 182 ðÏÌÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÂÕÌÅŒÙÈ

ÆÕÎËÃÉÊ 29 ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÅ ÞÉÓÌÏ 262 ðÏÌÕÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ

ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ 125 ðÏÌÕÇÒÕÐÐÁ 233

Ó ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ É ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ 233 ÓŒÏÂÏÄÎÁÑ 233 ðÏÌØÓËÁÑ ÚÁÐÉÓØ 18 ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

ÐÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ 268 ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ 269 ðÏÓÙÌËÁ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ 9 ÐÒÁŒÉÌÁ âÅÒÎÁÊÓÁ 178 ðÒÁŒÉÌÁ ŒÙŒÏÄÁ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÅËŒÅÎÃÉÊ 67 ðÒÁŒÉÌÏ

modus ponens 79 modus ponens (MP) 48 âÅÒÎÁÊÓÁ 166 ËÏÎÔÒÁÐÏÚÉÃÉÉ 15 ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ (Gen) 167 ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÉ 52 ÓÅÞÅÎÉÑ 52 ðÒÁŒÉÌÏ ÓÅÞÅÎÉÑ

ÄÏÐÕÓÔÉÍÏÓÔØ 83 ðÒÁŒÉÌÏ ûÔÕÒÍÁ 135 ðÒÅÄŒÁÒčÎÎÁÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ 194 ðÒÅÄŒÁÒčÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ 194 ðÒÅÄÅÌ ÆÕÎËÃÉÉ 271 ðÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ

ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ 268 ðÒÅÄÉËÁÔ

k-ÍÅÓÔÎÙÊ 89 ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÊ 101 ŒÙÒÁÖÁÅÍÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ 98 ŒÙÒÁÚÉÍÙÊ 98, 98 ÕÓÔÏÊÞÉŒÙÊ 106 ðÒÅÄÉËÁÔÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ 90 ðÒÅÄÉËÁÔÏŒ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ 158 ðÒÅÄÐÏÌÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ 24 ðÒÅÌÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ

ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 268 ðÒÉÎÃÉÐ ÐÅÒÅÎÏÓÁ 259 ðÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ 209 ðÒÏÂÌÅÍÁ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ

ÓÐÅËÔÒÁ 213 ðÒÏÂÌÅÍÁ ÐÅÒÅÂÏÒÁ 27, 31 ðÒÏŒÏÄÎÉË 28 ðÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ 273 ðÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ

ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ 12 ÉÓÔÉÎÎÁÑ 77

ÌÏÖÎÁÑ 78 ðÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ

ÆÏÒÍÕÌÁ 12, 48 ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÁÑ ÐÁÒÁ 81 ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÆÏÒÍÕÌ 58, 180 ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÏÓÔØ

ÔÅÏÒÉÉ 216 ðÒÏÔÏÔÉÐ ÆÏÒÍÕÌÙ 198

òÁŒÅÎÓÔŒÁ ÁËÓÉÏÍÙ 206 òÁŒÅÎÓÔŒÏ 209, 230 òÁŒÅÎÓÔŒÏ (ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ) 91 òÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ 271 òÁÚÍÅÒ ÓÈÅÍÙ 28, 44 òÁÚÍÅÒ ÆÏÒÍÕÌÙ 44 òÁÚÒÅÚÁÎÉÅ ËŒÁÄÒÁÔÁ 119 òÁÚÒÅÛÉÍÁÑ ÔÅÏÒÉÑ 127, 216 òÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ 118 òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ

ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ 142 òÅÚÕÌØÔÁÎÔ 137 òÅÆÌÅËÓÉŒÎÏÓÔØ 206

óÁÍÏÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÁÑ

ÆÕÎËÃÉÑ 24 óŒÏÂÏÄÎÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ 94 óŒÏÂÏÄÎÁÑ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÁ 233 óŒÏÂÏÄÎÏÅ ŒÈÏÖÄÅÎÉÅ

ÉÎÄÉŒÉÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ 162 óŒÏÂÏÄÎÏÅ ŒÈÏÖÄÅÎÉÅ

ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ 95 óŒÑÚÁÎÎÏÅ ŒÈÏÖÄÅÎÉÅ

ÉÎÄÉŒÉÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ 163 óŒÑÚÁÎÎÏÅ ŒÈÏÖÄÅÎÉÅ

ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ 95 óŒÑÚËÉ (ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ) 9 óŒÑÚËÉ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅ

ÅÄÉÎÉÃÕ 20 óÅËŒÅÎÃÉÑ 65

ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ 68 óÅÍÁÎÔÉÞÅÓËÏÅ

ÓÌÅÄÏŒÁÎÉÅ 189, 216 óÅÞÅÎÉÑ

ÐÒÁŒÉÌÏ 52 óÉÇÎÁÔÕÒÁ 90, 215

ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ 215 óÉÍŒÏÌ

ŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ 90 ÐÒÅÄÉËÁÔÎÙÊ 90 ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ 90 óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ 206 óËÏÂÏÞÎÙÊ ÉÔÏÇ 17 óËÏÌÅÍÉÚÁÃÉÑ 203 óËÏÌÅÍÏŒÓËÁÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ 203 óËÏÌÅÍÏŒÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ 201, 203 óÌÅÄÏŒÁÎÉÅ

ÓÅÍÁÎÔÉÞÅÓËÏÅ 216 óÌÏŒÏ ÁÌÆÁŒÉÔÁ 233 óÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2 47 óÌÏÖÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ, ÇÌÕÂÉÎÁ 35 óÌÏÖÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ,

ÓÌÏÖÎÏÓÔØ 33 óÌÏÖÎÏÓÔØ ÂÕÌÅŒÏÊ

ÆÕÎËÃÉÉ 29, 44 óÌÏÖÎÏÓÔØ ÔÉÐÉÞÎÏÊ

ÂÕÌÅŒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ 30 óÌÏÖÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ

ÇÏÌÏÓÏŒÁÎÉÑ 39 óÌÏÖÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ

ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ 32 óÎÑÔÉÅ ÄŒÏÊÎÏÇÏ

ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ 15 óÏŒÍÅÓÔÎÁÑ ÐÁÒÁ 81 óÏŒÍÅÓÔÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ 215 óÏŒÍÅÓÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÆÏÒÍÕÌ 58, 181 óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

ÐÏÌÕÇÒÕÐÐÙ 233 óÐÅËÔÒ ÆÏÒÍÕÌÙ 213 óÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÞÁÓÔØ

ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ 264 óÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ

ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ 259 óÔÒÁÔÅÇÉÑ 250

ŒÙÉÇÒÙÛÎÁÑ 250 óÕÖÄÅÎÉÅ 97 óÈÅÍÁ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ 25, 28 ÇÌÕÂÉÎÁ 34, 44 ÒÁÚÍÅÒ 28, 44 óÈÅÍÁ ÆÏÒÍÕÌÙ 191 óÈÅÍÙ ÁËÓÉÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ 48 óÈÏÄÑÝÁÑÓÑ

ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 269 óÞčÔÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ 188

ôÁŒÔÏÌÏÇÉÑ 13, 48 ôÅÏÒÅÍÁ

âÒÁÕÜÒÁ Ï ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÅ 71 çčÄÅÌÑ 87 çčÄÅÌÑ Ï ÎÅÐÏÌÎÏÔÅ 236 çčÄÅÌÑ Ï ÎÅÐÏÌÎÏÔÅ

(ŒÔÏÒÁÑ) 70 çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ 143, 144 çÌÉŒÅÎËÏ 87 ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ 237, 258 ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ éœ 62 ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ

ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ 208

ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÑÍÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ 246, 255 ìÅŒÅÎÇÅÊÍÁ { óËÏÌÅÍÁ 117, 188 ìÅŒÅÎÇÅÊÍÁ { óËÏÌÅÍÁ Ï ÐÏŒÙÛÅÎÉÉ ÍÏÝÎÏÓÔÉ 210 ìÅŒÅÎÇÅÊÍÁ { óËÏÌÅÍÁ ÏÂ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÐÏÄÍÏÄÅÌÉ 152 ìčŒÅÎÇÅÊÍÁ { óËÏÌÅÍÁ Ï ÐÏŒÙÛÅÎÉÉ ÍÏÝÎÏÓÔÉ 258 ìÏÓÑ ÏÂ ÕÌØÔÒÁÐÒÏÉÚŒÅÄÅ- ÎÉÑÈ 253 ìÏÓÑ { ôÁÒÓËÏÇÏ 241 íÏÒÌÉ 218, 220 Ï ŒÙŒÏÄÉÍÏÓÔÉ

ÂÅÓËŒÁÎÔÏÒÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ 198 Ï ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ

ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ 189 Ï ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ É ÐÏÌÎÏÔÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÅËŒÅÎÃÉÊ 68 Ï ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ éœ 49 Ï ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ éœ,

ŒÔÏÒÁÑ ÆÏÒÍÁ 58 Ï ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ

ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÏÇÏ éœ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÛËÁÌ ëÒÉÐËÅ 79 Ï ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ

ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ, ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ 181 Ï ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ

ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ 177 Ï ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ

ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ,

ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ 177 Ï ÐÅÒÅÉÍÅÎÏŒÁÎÉÉ

ÓŒÑÚÁÎÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ 191 Ï ÐÏÌÉÎÏÍÁÈ

öÅÇÁÌËÉÎÁ 22 Ï ÐÏÌÎÏÔÅ ÄÌÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ 207 Ï ÐÏÌÎÏÔÅ éœ 50 Ï ÐÏÌÎÏÔÅ éœ, ŒÔÏÒÁÑ ÆÏÒÍÁ 59 Ï ÐÏÌÎÏÔÅ

ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÏÇÏ éœ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÛËÁÌ ëÒÉÐËÅ 81 Ï ÐÏÌÎÏÔÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ, ÓÉÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ 182 Ï ÐÏÌÎÏÔÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÉËÁÔÏŒ, ÓÌÁÂÁÑ ÆÏÒÍÁ 189 Ï ÐÏÌÎÏÔÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓŒÑÚÏË (∧, ∨, →, ¬) 18, 26 Ï ÐÏÌÎÏÔÅ ÔÅÏÒÉÉ

ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÌÅÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÕÌØ 142 Ï ÐÒÅÄŒÁÒčÎÎÏÊ

ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ 197 Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ ËŒÁÄÒÁÔÁ 119 Ï ÓËÏÌÅÍÏŒÓËÏÊ

ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ 204 ÏÂ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ

ÒÁÚÂÏÒÁ 16 òÏÌÌÑ 134, 228 ôÁÒÓËÏÇÏ 235 ôÁÒÓËÏÇÏ { úÁÊÄÅÎÂÅÒ- ÇÁ 125, 141 ôÁÒÓËÏÇÏ { úÁÊÄÅÒÂÅÒ-

ÇÁ 127 ÔÅÏÒÉÉ 175 ôÉÈÏÎÏŒÁ 63 þčÒÞÁ 160, 205 þÜÎÁ { ìÏÓÑ { óÕÛËÏ 243 üÒÂÒÁÎÁ 199 ôÅÏÒÅÍÁ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ

ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ 49 ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ 48 ôÅÏÒÅÍÁ ÔÅÏÒÉÉ 215 ôÅÏÒÉÑ 175, 180, 215

˝1-ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÉÒÕÅÍÁÑ 241 ˚1-ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÉÒÕÅÍÁÑ 242 ÁÂÅÌÅŒÙÈ ÇÒÕÐÐ 229 ÇÒÕÐÐ 229 ËÁÔÅÇÏÒÉÞÎÁÑ 226 ËÁÔÅÇÏÒÉÞÎÁÑ Œ ÓÞčÔÎÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ 216 ËÏÎÅÞÎÏ

ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÉÒÕÅÍÁÑ 216 ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ 229 ÍÏÄÅÌØ 180, 215 ÎÅÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÁÑ 180 ÐÏÌÎÁÑ 181, 216 ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉŒÁÑ 180 ÒÁÚÒÅÛÉÍÁÑ 127, 216 Ó ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ 209 ÓÏŒÍÅÓÔÎÁÑ 181, 215 ÔÅÏÒÅÍÁ 215 ãÅÒÍÅÌÏ { æÒÅÎËÅÌÑ 93 ÜËÚÉÓÔÅÎÃÉÁÌØÎÏ

ÐÏÌÎÁÑ 183 ôÅÏÒÉÑ

Th(Q; =; ¡; +; 0; 1) 223 ôÅÏÒÉÑ Th(Z;=; ¡; S; 0) 221 ôÅÏÒÉÑ Th(Z;=; S; 0) 220 ôÅÏÒÉÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÌÅÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0 225 ôÅÏÒÉÑ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏ

ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÏÌÅÊ 227 ôÅÏÒÉÑ ÐÌÏÔÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÂÅÚ ÐÅÒŒÏÇÏ É ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ 218 ôÅÏÒÉÑ ÐÏÌÕÇÒÕÐÐ 232 ôÅÏÒÉÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ 230 ôÅÏÒÉÑ Ó ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ 215 ôÅÒÍ 90

ÚÎÁÞÅÎÉÅ 95 ôÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔØ 206 ôÒčÈÚÎÁÞÎÁÑ ÌÏÇÉËÁ 76

õŒÅÌÉÞÅÎÉÅ ÍÏÝÎÏÓÔÉ 208 õÌØÔÒÁÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ 252 õÌØÔÒÁÆÉÌØÔÒ 247 õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ,

ÓÌÏÖÎÏÓÔØ 36 õÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÐÏÌÅ 226 õÓÔÏÊÞÉŒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ 106 õÓÔÏÊÞÉŒÏÓÔØ

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ

ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÃÅÐÅÊ 243 ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë

ÐÏÄÓÔÒÕËÔÕÒÁÍ 241 ÐÒÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ 242 õÓÔÏÊÞÉŒÙÊ ÐÒÅÄÉËÁÔ 106

æÉËÔÉŒÎÙÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔ

ÆÕÎËÃÉÉ 37 æÉÌØÔÒ 246

ÇÌÁŒÎÙÊ 247 æÉÌØÔÒÏŒÁÎÎÏÅ

ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ 251 æÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÁ 235 æÏÒÍÕÌÁ

ÁÔÏÍÁÒÎÁÑ 91 ŒÙŒÏÄÉÍÁÑ Œ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ 49

ŒÙŒÏÄÉÍÁÑ Œ ÔÅÏÒÉÉ 215 ŒÙŒÏÄÉÍÁÑ ÉÚ ` 51 ŒÙŒÏÄÉÍÏÓÔØ ÉÚ ` 175 ŒÙÐÏÌÎÉÍÁÑ 58, 159 ÚÁÍËÎÕÔÁÑ 97, 215 ÚÁÍÙËÁÎÉÅ 159 ÚÎÁÞÅÎÉÅ 95 ÉÓÔÉÎÎÁÑ 96, 215 ËŒÁÎÔÏÒÎÁÑ ÇÌÕÂÉÎÁ 148 ÌÏÖÎÁÑ 96, 215 ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁÑ 158 ÐÁÒÁÍÅÔÒ 94 ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ 91 ÐÒÅÄŒÁÒčÎÎÁÑ 194 ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ

ÓÅËŒÅÎÃÉÀ 68 ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ 12 ÐÒÏÔÏÔÉÐ 198 ÓÐÅËÔÒ 213 ÓÈÅÍÁ 191 æÏÒÍÕÌÁ ôÅÊÌÏÒÁ 227 æÏÒÍÕÌÙ

ÐÏÄÏÂÎÙÅ 191 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ 13, 159 æÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ 90 æÕÎËÃÉÑ

k-ÍÅÓÔÎÁÑ 89 ÂÕÌÅŒÁ 12 ÉÎÔÅÇÒÁÌ 273 ÌÉÎÅÊÎÁÑ 24 ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ 24 ÍÕÌØÔÉÌÉÎÅÊÎÁÑ 23 ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ 271 ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ ÎÁ

ËÏÍÐÁËÔÅ 272 ÐÒÅÄÅÌ 271 ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ 273 ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ

ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁÑ 271 ÓÁÍÏÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÁÑ 24 ÓËÏÌÅÍÏŒÓËÁÑ 201, 203

ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÁÑ

ÎÕÌØ/ÅÄÉÎÉÃÕ 24 ÕÓÔÏÊÞÉŒÁÑ 106 ÜÒÂÒÁÎÏŒÓËÁÑ 203 æÕÎËÃÉÑ ÇÏÌÏÓÏŒÁÎÉÑ 39 æÕÎËÃÉÑ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ 32

èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÐÏÌÑ 141, 225 ãÅÎÔÒÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒ 63 ãÅÐØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ

ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ 244

þÁÓÔÉÞÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË,

ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÄÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ 209 þÉÓÌÏ

ÇÉÐÅÒÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ 259

ûËÁÌÁ ëÒÉÐËÅ 77

üËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ 13, 159 üËÚÉÓÔÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ 153 üËÚÉÓÔÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÐÏÌÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ 183 üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ

ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ 216 üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ

ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ 117, 137, 258 üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ

ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ R É Q Ó (=; ¡; +; 0; 1) 139 üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ

ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ Z É Z+ Z 140, 146 üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ

ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÊ 137 üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ 216 üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ

ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ 210 üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ 142 üÌÉÍÉÎÁÃÉÑ ËŒÁÎÔÏÒÏŒ 109, 140, 219, 236 Œ (Q; =; ¡) 115 Œ (Z;=; S; 0) 110 Œ (Z;=; ¡; S) 113 Œ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ

ðÒÅÓÂÕÒÇÅÒÁ 122 Œ ÐÏÌÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ 136 üÒÂÒÁÎÏŒÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ 203

ñÚÙË ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ 91 ñÚÙËÉ

ŒÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ 201

õËÁÚÁÔÅÌØ ÉÍčÎ

áÊÔÁÉ (M. Ajtai) 43 áÒÈÉÍÅÄ (ÏË. 287 { 212 ÄÏ ò. è.) 257 áÈÏ á. (Alfred Vaino Aho) 39 âÅÒÎÁÊÓ ð. (Paul Bernays) 166, 193 âÒÁÕÜÒ ì. ü. ñ. (Luitzen Egbertus Jan Brouwer, 1881 { 1966) 71, 73 âÕÌØ äÖ. (George Boole, 1815 { 1864) 5 âÕÒÂÁËÉ îÉËÏÌÁ (Nicolas Bourbaki) 193 ŒÁÎ ÄÅÒ œÁÒÄÅÎ â. ì. (B. L. van der Waerden) 226 œÏÏÔ ò. (R. L. Vaught) 217, 225 çčÄÅÌØ ë. (Kurt G-odel, 1906 { 1978) 5, 70, 87, 103, 236 çÅÊÔÉÎÇ á. (A. Heyting) 71, 73 çÅÎÃÅÎ ç. (Gerhard Gentzen, 1909 { 1945) 64, 70, 200 çÉÌØÂÅÒÔ ä. (David Hilbert, 1862 { 1943) 5, 64, 73, 143, 193, 200 çÌÉŒÅÎËÏ œÁÌÅÒÉÊ éŒÁÎÏŒÉÞ (1897 { 1940) 87 çÏÒÂÁÞčŒ íÉÈÁÉÌ óÅÒÇÅÅŒÉÞ 196 äÅ íÏÒÇÁÎ á. (Augustus De Morgan, 1806 { 1871) 15, 75 äÜŒÉÓ í. (Martin Davis) 257, 273 öÅÇÁÌËÉÎ é. é. 21 úÁÊÄÅÎÂÅÒÇ (A. A. Seidenberg) 124, 136, 141 ëÁÎÔÏÒ ç. (Georg Cantor, 1845 { 1918) 5, 73 ëÅÊÓÌÅÒ ç. (H. J Keisler) 218, 257 ëčÎÉÇ à. (J. K«onig, 1849 { 1913) 63 ëÌÉÎÉ ó. ë. (Stephen Cole Kleene, 1909 { 1994) 73, 193, 200 ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒ áÎÄÒÅÊ îÉËÏÌÁÅŒÉÞ (1903 { 1987) 73 ëÏÍÌÏÛ (J. Koml«os) 43 ëÏÒÍÅÎ ô. (Thomas H. Cormen) 39 ëÏÜÎ ð. äÖ. (Paul J. Cohen, 1934) 74 ëÒÅÊÇ (W. Craig) 21 ëÒÉÐËÅ ó. (S. Kripke) 73, 77 ëÕÒÏÛ áÌÅËÓÁÎÄÒ çÅÎÎÁÄÉÅŒÉÞ 240 ìÅÂÅÇ á. (Lebesgue Henri, 1875 { 1941) 267 ìčŒÅÎÇÅÊÍ ì. (Leopold L-owenheim, 1878 { ?) 117 ìÅÊÂÎÉÃ ç. œ. (Gottfried Wilhelm von Leibniz, 1646 { 1716) 256, 263 ìÅÊÚÅÒÓÏÎ þ. (Charles E. Leiserson) 39 ìÏÓØ (J.Lo«s) 217, 225, 241, 243, 253 íÁÌØÃÅŒ áÎÁÔÏÌÉÊ éŒÁÎÏŒÉÞ (1909 { 1967) 240 íÁÒËÏŒ áÎÄÒÅÊ áÎÄÒÅÅŒÉÞ (ÍÌÁÄÛÉÊ, 1903 { 1979) 73 íÏÒÌÉ (M. Morley) 218, 220 íÏÃÁÒÔ œ. á. (Wolfgang Amad«e Mozart, 1756 { 1791) 79 íÕÞÎ«ÉË áÎÄÒÅÊ áÌØÂÅÒÔÏŒÉÞ 127 îØÀÔÏÎ é. (I. Newton, 1643 { 1727) 256 ðÅÁÎÏ äÖ. (G. Peano, 1858 { 1932) 5, 235 ðÏÓÔ ü. (Emil Leon Post, 1987 { 1954) 23 ðÒÅÓÂÕÒÇÅÒ (M. Presburger) 114, 224 ðÕÛËÉÎ áÌÅËÓÁÎÄÒ óÅÒÇÅÅŒÉÞ (1799 { 1837) 79 òÁÂÉÎ í. O. (Michael Oser Rabin) 230 òÁÓÓÅÌ â. (Bertrand A. W. Russell, 1872 { 1970) 5 òÉŒÅÓÔ ò. (Ronald R. Rivest) 39 òÉÍÁÎ ç. (Georg Friedrich Bernhard Riemann, 1826 { 1866) 229 òÏÂÉÎÓÏÎ á. (Abraham Robinson) 256, 257 òÏÌÌØ í. (M. Rolle) 134, 228 óÁÌØÅÒÉ á. (Antonio Salieri) 79 óËÏÌÅÍ ô. (Thoralf Skolem, 1887 { 1963) 117, 203 óÍÁÌØÑÎ òÁÊÍÏÎÄ í. [óÍÁÌÌÉÁÎ òÜÊÍÏÎÄ í.] (Raymond M. Smullyan) 103 óÕÂÂÏÔÏŒÓËÁÑ âÅÌÌÁ áÂÒÁÍÏŒÎÁ 47 óÕÛËÏ ò. (R. Suszko) 243 óÃÅÍÅÒÅÄÉ (E. Szemer«edi) 43 ôÁÒÓËÉÊ á. (Alfred Tarski, 1902 { 1983) 124, 136, 141, 235, 241, 244 ôÅÊÌÏÒ (B. Taylor) 227 ôÉÈÏÎÏŒ áÎÄÒÅÊ îÉËÏÌÁÅŒÉÞ 63 õÁÊÔÈÅÄ (A. N. Whitehead) 5 õÌØÍÁÎ äÖ. (Je¸rey D. Ullman) 39 õÓÐÅÎÓËÉÊ œÌÁÄÉÍÉÒ áÎÄÒÅÅŒÉÞ 257, 273 ÆÏÎ îÅÊÍÁÎ äÖ. (John von Neumann, 1903 { 1957) 5 æÒÅÇÅ (Gottlob Frege, 1848 { 1925) 5 æÒÅÎËÅÌØ á. á. (A. A. H. Fraenkel, 1891 { 1965) 5, 93 èÏÐËÒÏÆÔ äÖ. (John E. Hopcroft) 39 ãÅÒÍÅÌÏ ü. (E. F. F. Zermelo, 1871 { 1953) 5, 93 ãÏÒÎ í. (M. Zorn) 61, 248 þčÒÞ á. (Alonzo Church) 160, 205 þÜÎ (þÖÁÎ) (C. C. Chang) 218, 243 ûÅÎÆÉÌÄ äÖ.(Joseph R. Shoen˛eld) 200 ûÔÕÒÍ (Jacob Karl Franz Sturm, 1803 { 1855) 135 üÒÂÒÁÎ ö. (Jacques Herbrand, 1908 { 1931) 199, 203 üÒÅÎÆÏÊÈÔ á. (A. Ehrenfeucht) 144 ìčŒÅÎÇÅÊÍ ì. (Leopold L-owenheim, 1878 { ?) 210 óËÏÌÅÍ ô. (Thoralf Skolem, 1887 { 1963) 210