4. Сети Петри 

4.1. Введение в сети Петри

Сети Петри это инструмент для математического моделирования и исследования сложных систем. Цель представления системы в виде сети Петри и последующего анализа этой сети состоит в получении важной информации о структуре и динамическом поведении моделируемой системы. Эта информация может использоваться для оценки моделируемой системы и выработки предложений по ее усовершенствованию. Впервые сети Петри предложил немецкий математик Карл Адам Петри.

Сети Петри предназначены для моделирования систем, которые состоят из множества взаимодействующих друг с другом компонент. При этом компонента сама может быть системой. Действиям различных компонент системы присущ параллелизм. Примерами таких систем могут служить вычислительные системы, в том числе и параллельные, компьютерные сети, программные системы, обеспечивающие их функционирование, а также экономические системы, системы управления дорожным движением, химические системы, и т. д.
В одном из подходов к проектированию и анализу систем сети Петри используются, как вспомогательный инструмент анализа. Здесь для построения системы используются общепринятые методы проектирования. Затем построенная система моделируется сетью Петри, и модель анализируется. Если в ходе анализа в проекте найдены изъяны, то с целью их устранения проект модифицируется. Модифицированный проект затем снова моделируется и анализируется. Этот цикл повторяется до тех пор, пока проводимый анализ не приведет к успеху. 

Другой подход предполагает построение проекта сразу в виде сети Петри. Методы анализа применяются только для создания проекта, не содержащего ошибок. Затем сеть Петри преобразуется в реальную рабочую систему. 

В первом случае необходима разработка методов моделирования систем сетями Петри, а во втором случае должны быть разработаны методы реализации сетей Петри системами. 

4.2. Основные определения

4.2.1. Теоретико-множественное определение сетей Петри

Пусть мультимножество это множество, допускающее вхождение нескольких экземпляров одного и того же элемента.

Сеть Петри N является четверкой N=(P,Т,I,O), где 

P = {p1, p2,..., pn} — конечное множество позиций, n ( 0;

T = {t1, t2,..., tm} — конечное множество переходов, m ( 0;

I: T ( P* — входная функция, сопоставляющая переходу мультимножество его входных позиций;
О: T ( P* - выходная функция, сопоставляющая переходу мультимножество его выходных позиций.
Позиция p(P называется входом для перехода t(T, если p(I(t). Позиция p(P называется выходом для перехода t(T, если p(O(t). Структура сети Петри определяется ее позициями, переходами, входной и выходной функциями.
Пример 4.1. Сеть Петри N =(P,T,I,O),

P={p1, p2, p3}, 

T={t1, t2},

I(t1)={ p1, p1, p2},               O(t1)={p3},

I(t2)={ p1, p2, p2},               O(t2)={p3}.
Использование мультимножеств входных и выходных позиций перехода, а не множеств, позволяет позиции быть кратным входом и кратным выходом перехода соответственно. При этом кратность определяется числом экземпляров позиции в соответствующем мультимножестве.
4.2.2. Графы сетей Петри.
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Наиболее наглядным представлением сети Петри является её графическое представление, которое представляет собой двудольный, ориентированный мультиграф.
Граф сети Петри обладает двумя типами узлов: кружок (, представляющий позицию сети Петри; и планка (, представляющая переход сети Петри. Ориентированные дуги этого графа (стрелки) соединяют переход с его входными и выходными позициями. При этом дуги направлены от входных позиций к переходу и от перехода к выходным позициям. Кратным входным и выходным позициям перехода соответствуют кратные входные и выходные дуги. Граф сети Петри примера 4.1.

Рисунок 4.1.

В графе сети Петри не возможны дуги между двумя позициями и между двумя переходами. 

4.2.3. Маркировка сетей Петри.

Маркировка — это размещение по позициям сети Петри фишек, изображаемых на графе сети Петри точками. Фишки используются для определения выполнения сети Петри. Количество фишек в позиции при выполнении сети Петри может изменяться от 0 до бесконечности. 

Маркировка ( сети Петри N=(P,T,I,О) есть функция, отображающая множество позиций P во множество Nat неотрицательных целых чисел. Маркировка (, может быть также определена как n-вектор (=<((p1), ((p2), …, ((pn)>, где n – число позиций в сети Петри и для каждого 1 ( i ( n ((pi) ( Nat – количество фишек в позиции pi.
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Маркированная сеть Петри N=(P,Т,I,О,() определяется совокупностью структуры сети Петри (P,T,I,О) и маркировки (. На рисунке 4.2 представлена маркированная сеть Петри ( = <1,0,1>.

Рисунок 4.2.
Множество всех маркировок сети Петри бесконечно. Если фишек, помещаемых в позицию слишком много, то удобнее не рисовать фишки в кружке этой позиции, а указывать их количество.

4.2.4. Правила выполнения сетей Петри.

Сеть Петри выполняется посредством запусков переходов. Запуск перехода управляется фишками в его входных позициях и сопровождается удалением фишек из этих позиций и добавлением новых фишек в его выходные позиции.

Переход может запускаться только в том случае, когда он разрешен. Переход называется разрешенным, если каждая из его входных позиций содержит число фишек, не меньшее, чем число дуг, ведущих из этой позиции в переход (или кратности входной дуги).

Пусть функция ^#: P(T ( Nat для произвольных позиции p(P и перехода t(Т задает значение ^#(p,t), которое совпадает с кратностью дуги, ведущей из p в t, если такая дуга существует, и с нулем, в противном случае.

Пусть функция #^: T(P (Nat для произвольных и перехода t(T позиции p(P задает значение #^(t,p), которое совпадает с кратностью дуги, ведущей из t в p, если такая дуга существует, и с нулем, в противном случае.

Переход t(T в маркированной сети Петри N=(P,T,1,О,() разрешен, если для всех p ( I(t) справедливо ((p) ( ^#(p,t).

Запуск разрешённого перехода t(T из своей входной позиции p(I(t) удаляет ^#(p,t) фишек, а в свою выходную позицию p’( O(t) добавляет #^(t,p’) фишек.
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Сеть Петри до запуска перехода t1 (рис. 4.3, а). Сеть Петри после запуска перехода t1 (рис. 4.3, б).
Рисунок 4.3.

а





б
Переход t в маркированной сети Петри с маркировкой ( может быть запущен всякий раз, когда он разрешен и в результате этого запуска образуется новая маркировка (', определяемая для всех p(P следующим соотношением: 

('(p)= ((p) – ^#(p,t) + #^(t,p).

Запуски могут осуществляться до тех пор, пока существует хотя бы один разрешенный переход. Когда не останется ни одного разрешенного перехода, выполнение прекращается. 

Если запуск произвольного перехода t преобразует маркировку ( сети Петри в новую маркировку (', то будем говорить, что (' достижима из ( посредством запуска перехода t и обозначать этот факт, как ( (t ('. Это понятие очевидным образом обобщается для случая последовательности запусков разрешённых переходов. Через R(N,() обозначим множество всех достижимых маркировок из начальной маркировки ( в сети Петри N.
Преобразование маркировки сети Петри изображено на рисунке 4.3. Переход t1 преобразует маркировку ( =<5,1> в маркировку (’=<2,3>.

4.3. Моделирование систем на основе сетей Петри

В этом разделе рассмотрим метод моделирования на основе сетей Петри, а также его применение для моделирования параллельных систем взаимодействующих процессов и решения ряда классических задач из области синхронизации процессов.

4.3.1. События и условия
Представление системы сетью Петри основано на двух основополагающих понятиях: событиях и условиях. Возникновением событий управляет состояние системы, которое может быть описано множеством условий. Условие может принимать либо значение «истина», либо значение «ложь».
Возникновение события в системе возможно, если выполняются определённые условия – предусловия события. Возникновение события может привести к выполнению других условий – постусловий события. В качестве примера рассмотрим следующую ниже задачу моделирования.

Пример 4.2. Моделирование последовательной обработки запросов сервером базы данных. Сервер находится в состоянии ожидания до тех пор, пока от пользователя не поступит запрос клиента, который он обрабатывает и отправляет результат такой обработки пользователю. 

Условиями для рассматриваемой системы являются: 

а) сервер ждет; 

б) запрос поступил и ждет; 

в) сервер обрабатывает запрос; 

г) запрос обработан. 

Событиями для этой системы являются: 

1.Запрос поступил.
2. Сервер начинает обработку запроса. 

3. Сервер заканчивает обработку запроса.

4. Результат обработки отправляется клиенту. 

Для перечисленных событий можно составить следующую таблицу их пред- и постусловий

	Событие
	Предусловия
	Постусловия

	1

2

3

4
	нет

а, б

в

г
	б

в

г, а

нет
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Такое представление системы легко моделировать сетью Петри. В сети Петри условия моделируются позициями, события — переходами. При этом входы перехода являются предусловиями соответствующего события; выходы — постусловиями. Возникновение события моделируется запуском соответствующего перехода. Выполнение условия представляется фишкой в позиции, соответствующей этому условию. Запуск перехода удаляет фишки, представляющие выполнение предусловий и образует новые фишки, которые представляют выполнение постусловий.

Рисунок 4.4.
На рисунке 4.4. предусловие выполняется для события 2.

4.3.2. Одновременность и конфликт
Особенность сетей Петри - их асинхронная природа. В сетях Петри отсутствует измерение времени. В них учитывается лишь важнейшее свойство времени – частичное упорядочение событий.

Выполнение сети Петри (или поведение моделируемой системы) рассматривается здесь как последовательность дискретных событий, которая является одной из возможных. Если в какой-то момент времени разрешено более одного перехода, то любой из них может стать «следующим» запускаемым. Переходы в сети Петри, моделирующей некоторую систему, представляют ее примитивные события (длительность которых считается равной 0), и в один момент времени может быть запущен только один разрешённый переход.
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Моделирование одновременного (параллельного) возникновения независимых событий системы в сети Петри демонстрируется на рисунке слева.

В этой ситуации два перехода являются разрешенными и не влияют друг на друга в том смысле, что могут быть запущены один вслед за другим в любом порядке.
Другая ситуация в приведенной справа сети Петри. Эти два разрешённые перехода находятся в конфликте, т. е. запуск одного из них удаляет фишку из общей входной позиции и тем самым запрещает запуск другого. Таким образом, моделируются взаимоисключающие события системы.

4.3.3. Моделирование параллельных систем взаимодействующих процессов
4.3.3.1. Моделирование последовательных процессов.

Вырожденным случаем параллельной системы процессов является система с одним процессом. Сначала рассмотрим, как сетью Петри может быть представлен отдельный процесс. Отдельный процесс описывается программой на одном из существующих языков программирования. 

Пример 4.3. Последовательная программа на абстрактном языке программирования, вычисляющая Y! и произведение всех чётных чисел из отрезка [1,Y] для Y ( Nat. 
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begin

   read(Y); 

   X1:=1; 

   X2:=1; 

   while Y>0 do 

      begin 

         if mod(Y,2)=0 

         then begin 

                    X1:=X1*Y; 

                 end; 

         X2:=X2*Y; 

         Y:=Y-1; 

      end; 

   write(X1); 

   write(X2); 

end





 Рисунок 4.5. 
Программа представляет два различных аспекта процесса: вычисление и управление. Сети Петри удачно представляют структуру и управление программ. Они предназначены для моделирования упорядочения действий и потока информации, а не для действительного вычисления самих значений. 
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Стандартный способ представления структуры программы и потока управления в ней - это      блок-схемы, которые в свою очередь могут быть представлены сетями Петри. Блок-схема программы состоит из узлов двух типов (принятия решения, обозначаемых ромбами, и вычисления, обозначаемых прямоугольниками) и дуг между ними. Блок-схема программы изображена на рисунке 4.5, где блоки:
a:   read(Y); X1:=1; X2:=1; 

b:   Y>0 

c:   mod(Y,2)=0 

d:   X1:=X1*Y;

e:   X2:=X2*Y; Y:=Y-1;

f:   write(X1); write(X2);   

В сети Петри (рисунок 4.6), моделирующей блок-схему, узлы блок-схемы представляются переходами сети Петри как показано ниже, а дуги блок-схемы — позициями сети Петри. Фишка в сети Петри представляет счетчик команд блок-схемы. 






Рисунок 4.6.

4.3.3.2. Моделирование взаимодействия процессов.

Параллельная система может строиться несколькими способами. Один из способов состоит в простом объединении процессов, без взаимодействия во время их одновременного выполнения. Так, например, если система строится этим способом из двух процессов, каждый из которых может быть представлен сетью Петри, то сеть Петри моделирующая одновременное выполнение двух процессов, является простым объединением сетей Петри для каждого из двух процессов. Начальная маркировка составной сети Петри имеет две фишки, по одной в каждой сети, представляя первоначальный счетчик команд процесса. 

Такой способ введения параллелизма имеет низкое практическое значение. Далее будем рассматривать параллельные системы процессов, допускающие взаимодействие процессов во время их параллельного выполнения. 

Существуют различные виды взаимодействия (синхронизации) процессов, в том числе: взаимодействие посредством общей памяти; - посредством передачи сообщения различных видов. 

Таким образом, для моделирования сетями Петри параллельных систем процессов, помимо последовательных процессов, необходимо уметь моделировать различные механизмы взаимодействия (синхронизации) процессов. 

Далее покажем, как сети Петри могут моделировать различные механизмы синхронизации процессов, на основе решения с помощью сетей Петри ряда задач, ставших классическими в области синхронизации.

4.3.3.3. Задача о взаимном исключении.

Пусть несколько процессов разделяют общую переменную, запись, файл или другой элемент данных. Для обновления разделяемого элемента данных процесс должен сначала считать старое значение, затем вычислить новое и, наконец, записать его на то же место. Если два процесса P1 и P2 в одно и то же время пытаются выполнить такую последовательность действий, то могут возникнуть искажение данных. Например, возможна следующая последовательность:

1. Процесс P1 считывает значение х из разделяемого объекта; 

2. Процесс P2 считывает значение х из разделяемого объекта; 

3. Процесс P1 вычисляет новое значение х'=f(x); 

4. Процесс P2 вычисляет новое значение х"=g(x);
5. Процесс P1 записывает х' в разделяемый объект; 

6. Процесс P2 записывает х" в разделяемый объект, уничтожая значение х
Результат вычисления процесса P1 потерян.
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Для исключения подобных проблем используется метод взаимного исключения, основанный на понятии критическая секция. Критическая секция – это участок кода процесса, на котором он осуществляет доступ к разделяемому объекту данных. Прежде, чем выполнить свою критическую секцию, процесс ждёт, пока другой процесс не закончит выполнение собственной критической секции (если такое выполнение имеет место). Затем он входит в критическую секцию и блокирует доступ для любого другого процесса к своей критической секции. После выполнения процессом критической секции деблокируется доступ для других процессов к разделяемому объекту данных. 

Рисунок 4.7.
Следующая сеть Петри (рисунок 4.7) моделирует механизм взаимного исключения для двух процессов P1 и P2. Она легко обобщается на произвольное число процессов.

Позиция m представляет условие «критическая секция свободна», разрешающее вход в критическую секцию. Попытка процесса P1 (P2) войти в критическую секцию осуществляется после помещения фишки в его позицию s1 (s2). Такая попытка может увенчаться успехом, если в позиции m содержится фишка. Если оба процесса пытаются войти в критическую секцию одновременно, то переходы t1 и t2 вступят в конфликт, и только один из них сможет запуститься. Запуск t1 запретит запуск перехода t2, вынуждая процесс P2 ждать, пока процесс P1 выйдет из своей критической секции, и возвратит фишку обратно в позицию m.
4.3.3.4. Задача о производителе/потребителе.
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В задаче о производителе/потребителе также присутствует разделяемый объект – буфер, посредством которого реализуется взаимодействие через асинхронную передачу сообщений.  Процесс-производитель создает сообщения, которые помещаются в буфер. Потребитель ждет, пока сообщение не будет помещено в буфер, извлекает его оттуда и использует. Такое взаимодействие может быть промоделировано сетью Петри, изображенной на рисунке 4.8. 

Позиция B представляет буфер, каждая фишка соответствует сообщению, которое произведено, но еще не использовано.
Рисунок 4.8.
4.3.3.5. Задача об обедающих философах.

Напомним, что задача об обедающих философах была предложена Дейкстрой и связана с пятью философами, которые попеременно то гуляли по саду и думали, то ели. За едой философы сидят за круглым столом, в центре которого стояла большая миска спагетти. На столе также лежало пять вилок, по одной между соседними посадочными местами. Для приема употребления спагетти необходимо две вилки. Поэтому каждый философ должен сначала взять вилку слева и вилку справа, а затем приступать к еде. Возможна ситуация, в которой каждый философ возьмет вилку слева, а затем будет ждать, когда освободится вилка с правой стороны. Так они будут ждать, пока не умрут от голода. Тем самым, это состояние системы «обедающие философы» является тупиковым.

Проблема тупика в этой системе может быть решена путем следующей модификации ее правил поведения. Пусть философ при переходе из состояния размышления в состояние приема пищи берет одновременно обе вилки (слева и справа), если они свободны. Сеть Петри (рисунок 4.9) моделирует такую модифицированную систему обедающих философов, свободную от тупиков.

В этой сети Петри позиция пi, i ( {1,2,3,4,5}, представляет условие «i-тая вилка свободна». В начальной маркировке каждая из этих позиций имеет фишку. Каждому философу i ( {1,2,3,4,5} соответствует две позиции: позиция дi – представляющая условие «i-тый философ думает»; и позиция     еi – представляющая условие «i-тый философ ест». В начальной маркировке все позиции дi содержат фишку, а все позиции еi пусты.
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Каждому философу i ( {1,2,3,4,5} также соответствует два перехода: переход начi – представляющий событие «начало приема пищи i-тым философом»; и переход завi – представляющий событие «завершение приема пищи i-тым философом». 
Рисунок 4.9.

4.4. Анализ сетей Петри

Моделирование систем сетями Петри, прежде всего, обусловлено необходимостью проведения глубокого исследования их поведения. Для проведения такого исследования необходимы методы анализа свойств самих сетей Петри. Этот подход предполагает сведения исследования свойств реальной системы к анализу определенных свойств моделирующей сети Петри. 

4.4.1. Свойства сетей Петри.

Позиция p(P сети Петри N=(P,Т,I,O) c начальной маркировкой ( является k-ограниченной, если (’(p)(k для любой достижимой маркировки (’(R(N,(). Позиция называется ограниченной, если она является k-ограниченной для некоторого целого значения k. Сеть Петри ограниченна, если все ее позиции ограниченны.
Позиция p(P сети Петри N=(P,Т,I,O) c начальной маркировкой ( является безопасной, если она является 1-ограниченной.Сеть Петри безопасна, если безопасны все позиции сети.
Сеть Петри N=(P,Т,I,O) с начальной маркировкой ( является сохраняющей, если для любой достижимой маркировки (’(R(N,() справедливо следующее равенство.


[image: image1.wmf]å

å

Î

Î

=

P

p

P

p

p

p

)

(

)

(

'

m

m

(’(p).
Тупик в сети Петри – один или множество переходов, которые не могут быть запущены. Определим для сети Петри N с начальной маркировкой ( следующие уровни активности переходов: 

Уровень 0: Переход t обладает активностью уровня 0 и называется мёртвым, если он никогда не может быть запущен. 

Уровень 1: Переход t обладает активностью уровня 1 и называется потенциально живым, если существует такая (’(R(N,(), что t разрешён в (’.

Уровень 2: Переход t, обладает активностью уровня 2 и называется живым, если для всякой (’(R(N,() переход t является потенциально живым для сети Петри N с начальной маркировкой (’.
Сеть Петри называется живой, если все её переходы являются живыми.

Задача достижимости: Для данной сети Петри с маркировкой ( и маркировки (’ определить: (’(R(N,()?
Задача покрываемости: Для данной сети Петри N с начальной маркировкой ( и маркировки (’ определить, существует ли такая достижимая маркировка (”(R(N,(), что (">((’.
(Отношение ("((’ истинно, если каждый элемент маркировки (" не меньше соответствующего элемента маркировки (’.)

Сети Петри присуще некоторое поведение, которое определяется множеством ее возможных последовательностей запусков переходов или ее множеством достижимых маркировок. Понятие эквивалентности сетей Петри определяется через равенство множеств достижимых маркировок.
Сеть Петри N=(P,Т,I,O) с начальной маркировкой ( и сеть Петри N’=(P’,Т’,I’,O’) с начальной маркировкой (’ эквивалентны, если справедливо R(N,()=R(N’,(’).
Понятие эквивалентности сетей Петри может быть определено также через равенство множеств возможных последовательностей запусков переходов. 

Более слабым, по сравнению с эквивалентностью, является свойство включения, определение которого совпадает с определением эквивалентности, с точностью до замены = на (.
4.4.2. Методы анализа.

Особый интерес вызывают методы анализа свойств сетей Петри, которые обеспечивают автоматический анализ моделируемых систем. Сначала рассмотрим метод анализа сетей Петри, который основан на использовании дерева достижимости. 

4.4.2.1. Дерево достижимости.

Дерево достижимости представляет все достижимые маркировки сети Петри, а также – все возможные последовательности запусков ее переходов.
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Пример 4.4. Частичное дерево достижимости маркированной сети Петри изображено на рисунке 4.10, а, а частичное дерево достижимости для трёх шагов построения имеет вид (рисунок 4.10, б).

Рисунок 4.10


а






б
Для сети Петри с бесконечным множеством достижимых маркировок дерево достижимости является бесконечным. Сеть Петри с конечным множеством достижимых маркировок также может иметь бесконечное дерево достижимости (см. пример 4.4). Для превращения бесконечного дерева в полезный инструмент анализа строится его конечное представление. При построении конечного дерева достижимости для обозначения бесконечного множества значений маркировки позиции используется символ (. Также используются следующие ниже операции над (, определяемые для любого постоянного a.
( -- а = (;   ( + а = (;   а < (;   ( ( (.

Алгоритм построения конечного дерева достижимости. Каждая вершина дерева достижимости классифицируется алгоритмом или как граничная вершина, терминальная вершина, дублирующая вершина, или как внутренняя вершина. Алгоритм начинает работу с определения начальной маркировки корнем дерева, и граничной вершиной. Один шаг алгоритма состоит в обработке граничной вершины. Пусть х — граничная вершина, тогда её обработка заключается в следующем:
1. Если в дереве имеется другая вершина y, не являющаяся граничной, и с ней связана та же маркировка, ([x]=([y], то вершина х становится дублирующей.

2. Если для маркировки ([х] ни один из переходов не разрешен, то x становится терминальной.
3. В противном случае, для всякого перехода t(T, разрешенного в ([х], создаётся новая вершина z дерева достижимости. Маркировка ([z], связанная с этой вершиной, определяется для каждой позиции p(P следующим образом:
3.1. Если ([х](p)=(, то ([z](p)=(.
3.2. Если на пути от корневой вершины к x существует вершина y с ([y]<(’ (где (’ – маркировка, непосредственно достижимая из ([х] посредством запуска перехода t) и ([y](p)<(’(p), то ([z](p)=(. (В этом случае последовательность запусков переходов, ведущая из маркировки ([y] в маркировку (’, может неограниченно повторяться и неограниченно увеличивать значение маркировки в позиции p.) В противном случае ([z](p)=(’(p).
4. Строится дуга с пометкой t, направленная от вершины x к вершине z. Вершина х становится внутренней, а вершина z – граничной. 

Такая обработка алгоритмом граничных вершин продолжается до тех пор, пока все вершины дерева не станут терминальными, дублирующими или внутренними. Затем алгоритм останавливается. 

Важнейшим свойством алгоритма построения конечного дерева достижимости является то, что он за конечное число шагов заканчивает работу.

Пример 4.5. Конечное дерево достижимости сети Петри.
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Сеть Петри:

Конечное дерево достижимости:
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Важнейшим свойством алгоритма построения конечного дерева достижимости является то, что он за конечное число шагов заканчивает работу. Доказательство основано на трёх леммах.

Лемма 4.1. В любом бесконечном направленном дереве, в котором каждая вершина имеет только конечное число непосредственно последующих вершин, существует бесконечный путь, исходящий из корня.

Доказательство. Пусть x0 корневая вершина. Поскольку имеется только конечное число непосредственно следующих за x0 вершин, но общее число вершин в дереве бесконечно, по крайней мере, одна из непосредственно следующих за x0 вершин должна быть корнем бесконечного поддерева. Выберем вершину x1 непосредственно следующую за x0 и являющуюся корнем бесконечного поддерева. Теперь одна из непосредственно следующих за ней вершин также является корнем бесконечного поддерева, выберем в качестве такой вершины x2. Если продолжать этот процесс бесконечно, то получим бесконечный путь в дереве – x0,x1,x2,…,xn,… .

Лемма 4.2. Всякая бесконечная последовательность неотрицательных целых содержит бесконечную неубывающую последовательность.

Доказательство. Возможны два случая: 

1. Если какой-либо элемент последовательности встречается бесконечно часто, то пусть x0 является таким элементом. Тогда бесконечная подпоследовательность x0,x0,…,x0,… является бесконечной неубывающей подпоследовательностью. 

2. Если никакой элемент не встречается бесконечно часто, тогда каждый элемент встречается только конечное число раз. Пусть x0 — произвольный элемент последовательности. Существует самое большее x0 целых, неотрицательных и меньших, чем x0 (0,..., x0 - 1), причем каждый из них присутствует в последовательности только конечное число раз. Следовательно, продвигаясь достаточно долго по последовательности, мы должны встретить элемент x1, x1 ( x0. Аналогично должен существовать в последовательности x2, x2 ( x1, и т. д. Это определяет бесконечную неубывающую последовательность x0,x1,x2,…,xn,… . 

Таким образом, в обоих случаях бесконечная неубывающая подпоследовательность существует.
Лемма 4.3. Всякая бесконечная последовательность n-векторов над расширенными символом ( неотрицательными целыми содержит бесконечную неубывающую подпоследовательность.

Доказательство. Доказываем индукцией по n, где n — размерность векторного пространства. 

1. Базовый случай (n=1). Если в последовательности имеется бесконечное число векторов вида <(>, то они образуют бесконечную неубывающую последовательность (так как справедливо ( ( (). В противном случае бесконечная последовательность, образованная удалением конечного числа экземпляров <(>, имеет по лемме 4.2 бесконечную неубывающую подпоследовательность.

2. Индуктивное предположение. (Допустим, что лемма верна для n докажем её справедливость для n+1.) Рассмотрим первую координату. Если существует бесконечно много векторов, имеющих. в качестве первой координаты (, тогда выберем эту бесконечную подпоследовательность, которая не убывает (постоянна) по первой координате. Если только конечное число векторов имеют ( в качестве первой координаты, то рассмотрим бесконечную последовательность целых, являющихся значениями первых координат. По лемме 4.2 эта последовательность имеет бесконечную неубывающую подпоследовательность. Она определяет бесконечную Последовательность векторов, которые не убывают по своей первой координате. 

В любом случае мы имеем последовательность векторов, неубывающих по первой координате. Применим индуктивное предположение к последовательности n-векторов, которая получается в результате отбрасывания первой компоненты n+1-векторов. Полученная таким образом бесконечная подпоследовательность является неубывающей по каждой координате.

Докажем следующую теорему. 

Теорема 4.1. Дерево достижимости сети Петри конечно.

Доказательство. Докажем методом от противного. Допустим, что дерево достижимости бесконечно. Тогда по лемме 4.1 (и так как число вершин, следующих за каждой вершиной в дереве, ограничено числом переходов m) в нём имеется бесконечный путь x0,x1,x2,… , исходящий из корня x0. Тогда ([x0], ([x1], ([x2],… — бесконечная последовательность n-векторов. над Nat({(}, а по лемме 4.3 она имеет бесконечную неубывающую подпоследовательность ([xk0](([xk1](([xk2](….. . Но по построению дерева достижимости ([xi](([xj] (для i(j), поскольку тогда одна из вершин была бы дублирующей и не имела следующих за собой вершин. Следовательно, это бесконечная строго возрастающая последовательность ([xk0]<([xk1]<([xk2]….. . Но по построению, так как ([xi]<([xj] нам следовало бы заменить по крайней мере одну компоненту ([xj], не являющуюся (, на ( в ([xj]. Таким образом, ([xk1] имеет по крайней мере одну компоненту, являющуюся (, ([xk2] имеет по крайней мере две (-компоненты, а ([xkn] имеет по крайней мере n (-компонент. Поскольку маркировки n-мерные, ([xkn] имеет во всех компонентах (. Но тогда у ([xkn+1] не может быть больше ([xkn]. Пришли к противоречию, что доказывает теорему.
4.4.2.2. Анализ свойств сетей Петри на основе дерева достижимости.

Анализ безопасности и ограниченности. Сеть Петри ограниченна тогда и только тогда, когда символ ( отсутствует в ее дереве достижимости.

Присутствие символа ( в дереве достижимости (([х](p)=( для некоторой вершины x и позиции p) означает, что для произвольного положительного целого k существует достижимая маркировка со значением в позиции p, большим, чем k (а также бесконечность множества достижимых маркировок). Это, в свою очередь, означает неограниченность позиции p, а следовательно, и самой сети Петри. 

Отсутствие символа ( в дереве достижимости означает, что множество достижимых маркировок конечно. Следовательно, простым перебором можно найти верхнюю границу, как для каждой позиции в отдельности, так и общую верхнюю границу для всех позиций. Последнее означает ограниченность сети Петри. Если граница для всех позиций равна 1, то сеть Петри безопасна.

Анализ сохранения. Так как дерево достижимости конечно, для каждой маркировки можно вычислить сумму начальной маркировки. Если эта сумма одинакова для каждой достижимой маркировки, то сеть Петри является сохраняющей. Если суммы не равны, сеть не является сохраняющей. Если маркировка некоторой позиции совпадает с (, то эта позиция должна был исключена из рассмотрения.

Анализ покрываемости. Задача покрываемости требуется для заданной маркировки (' определить, достижима ли маркировка ("(('. Такая задача решается путём простого перебора вершин дерева достижимости. При этом ищется такая вершина х, что ([x](('. Если такой вершины не существует, то маркировка (' не является покрываемой. Если она найдена, то ([x] определяет покрывающую маркировку для (' Если компонента маркировки  ([x], соответствующая некоторой позиции p совпадает с (, то конкретное её значение может быть вычислено. В этом случае на пути от начальной маркировки к покрывающей маркировке имеется повторяющаяся последовательность переходов, запуск которой увеличивает значение маркировки в позиции p. Число таких повторений должно быть таким, чтобы значение маркировки в позиции p превзошло или сравнялось с ('(p). 

Анализ живости.  Переход t сети Петри является потенциально живым, тогда и только тогда, когда он метит некоторую дугу в дереве достижимости этой сети.

Доказательство очевидно.

Ограниченность метода дерева достижимости. Как видно из предыдущего, дерево достижимости можно использовать для решения задач безопасности, ограниченности, сохранения и покрываемости. К сожалению, в общем случае его нельзя использовать для решения задач достижимости и активности, эквивалентности. Решение этих задач ограничено существованием символа (. Символ ( означает потерю информации: конкретные количества фишек отбрасываются, учитывается только существование их большого числа.
4.4.2.3. Матричные уравнения.

Другой подход к анализу сетей Петри основан на матричном представлении сетей Петри и решении матричных уравнений. Альтернативным по отношению к определению сети Петри N в виде (P,T,I,O) является определение сети N в виде двух матриц D( и D+, представляющих входную и выходную функции I и O. Пусть каждая из матриц D( и D+ имеет m=(T( строк (по одной на переход) и n=(P( столбцов (по одному на позицию). 

Матричный вид сети Петри N=(P,T,I,O) задаётся парой (D(,D+), где 

D([k,i] = ^#(pi,tk) – кратность дуги, ведущей из позиции pi в переход tk.

D+[k,i] = #^(pi,tk) – кратность дуги, ведущей из перехода tk в позицию pi, 

для произвольных 1(k(m, 1(i(n.

Пусть e[k] — m-вектор, k-тый элемент которого равен 1, а остальные равны 0. Переход tk, 1(k(m, в маркировке ( разрешен, если ((e[k](D(. Результатом запуска разрешённого перехода tk в маркировке ( является следующая ниже маркировка (’:

(’=( - e[k](D( + e[k](D+==( + e[k](D,

где D=(D+ - D() — составная матрица изменений.
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