2. Нечеткое решение обратной задачи.


2.1. Информация и информационное пространство.


Для математического моделирования объекта исследования нужен соответствующий ему язык описаний. Наши статьи, книги и отчеты о научной работе, в которых математика может и отсутствовать, представляют собой словесные или вербальные модели. Цель математического моделирования ( описать отдельные свойства исследуемого объекта в более краткой математической форме.


Построение математических моделей базируется на имеющейся информации об объекте исследования.


Пример 2.1.1. (задача поиска площади прямоугольной фигуры):


При вычислении площади прямоугольной фигуры можно предположить следующие знания: стороны прямоугольника a,b будут нечетко измерены (с ошибкой), при вычислениях также могут быть допущена нечеткость (из-за погрешности вычислений).


Используя априорные знания, можно построить одно из возможных нечетких множеств, соответствующих понятию «площадь фигуры» с функцией принадлежности в виде


� EMBED Equation.2  ���


Множество решений данной и других задач будем называть базовым множеством (пространством) X.


В примере 2.1.1. базовое пространство X = R, а информацией о решении является нечеткое множество, отвечающее понятию «площадь фигуры».


Определение 2.1.1.: первичная информация (об объекте исследования) есть нечеткое множество с функцией принадлежности ((x), где x(X. 


Чаще всего при исследовании объекта надо найти его характеристики. Без ограничения общности, можно считать, что характеристики объекта (или выходные параметры модели) есть элемент некоторого функционального пространства x(X.


Заметим, что базовое пространство X (пространство характеристик объекта) может состоять из двух частей, причем� EMBED Equation.2  ���, где P ( задает качественные (информационные) характеристики объекта исследования, которые часто возникают при построении математической модели, а пространство Z ( задает количественные характеристики объекта исследования. 


Заметим, что нечеткость в исходных данных учитывается только в использовании теории нечетких множеств. В случае детерминированного подхода, решением данной задачи было бы обычное множество [ ab ] ( в данном примере множество из одного элемента.


Очевидно, что первичных информаций может быть достаточно много, например: лингвистические понятия ( «точность модели», «надежность модели» и т.д. ; количественные ( различные ограничения на характеристики модели.


Определение 2.1.2:, если первичная информация имеет функцию принадлежности � EMBED Equation.2  ���, то такая первичная информация называется тривиальной.


Определение 2.1.3: нечеткое множество над множеством всех первичных информаций будем называть информационным множеством (пространством), где функция принадлежности данного нечеткого множества (p(A), где A(M ( множество всех первичных информаций, будет характеризовать степень достоверности каждой первичной информации.


2.2. Операторы в информационном пространстве.


Важным вопросом использования информации в математических моделях объектов исследования является построение соответствующих операторов агрегирования информации.


Над элементами информационного пространства возможны различные унарные, бинарные и n-арные нечеткие отношения.


Ниже приводится список наиболее используемых операторов.


Унарные операторы.


 Дополнение нечетких множеств.


Определение 2.2.1: общий оператор дополнения с(() должен удовлетворять следующим свойствам:


с(0)=1, с(1)=0


с((A)( с((B), если (A( (B


Наиболее типичный оператор дополнения � EMBED Equation.2  ���.


 Оператор концентрации или размывания нечеткого множества.


� EMBED Equation.2  ���, 


при ( > 1 ( оператор размывания; 


при ( < 1 ( оператор концентрации.


 Нечеткий оператор Немыцкого [92].


� EMBED Equation.2  ���,


где � EMBED Equation.2  ��� ( некоторая функция принадлежности на новом множестве � EMBED Equation.2  ���( декартовом произведении множества X и множества его нечетких подмножеств M.


Бинарные операторы.


 Оператор пересечения нечетких множеств.


Определение 2.2.2: треугольной нормой (t-нормой [85]) называется двухместная действительная функция 


� EMBED Equation.2  ���, удовлетворяющая следующим условиям:


� EMBED Equation.2  ���(ограниченность)


� EMBED Equation.2  ���(монотонность)


� EMBED Equation.2  ���(коммутативность)


� EMBED Equation.2  ���(ассоциативность)


Пример 2.2.1 (t-нормы):


 � EMBED Equation.2  ���


 � EMBED Equation.2  ���


 � EMBED Equation.2  ���


Первая из t-норм обладает свойством дистрибутивности с оператором max, т.е. выполняются для соответствующих операторов соотношения


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���.


Было доказано, что это единственные операторы, при которых это выполняется.


 Оператор объединения нечетких множеств.


Определение 2.2.2: треугольной конормой (t-конормой [85]) называется двухместная действительная функция 


� EMBED Equation.2  ���, удовлетворяющая следующим условиям:


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���


Пример 2.2.2 (t-конормы):


 � EMBED Equation.2  ���


 � EMBED Equation.2  ���


 � EMBED Equation.2  ���


Легко заметить, что любую t-конорму можно получить из t-нормы преобразованием, использующим стандартный оператор дополнения.


� EMBED Equation.2  ���, и соответственно,


� EMBED Equation.2  ���.


n-арные операторы.


В более сложных случаях можно использовать различные n-арные отношения. Это функции типа


� EMBED Equation.2  ���.


2.3. Компактная и нечетко-компактная информация.


Определение 2.3.1: носителем первичной информации называется обычное множество типа


� EMBED Equation.2  ���.


Определение 2.3.2: первичная информация называется компактной, если ее носитель является компактным на базовом пространстве X (т.е. из любой последовательности можно выделить сходящуюся подпоследовательность).


Пример 2.3.1 (компактная первичная информация):


Пусть первичная информация представляет собой ограничения на область характеристик объекта исследования. Функция принадлежности, соответствующего понятия будет


� EMBED Equation.2  ���,


где K ( компактная область на пространстве X(рис. 1).


При размывании границ носителя компактной первичной информации можно получить новое нечеткое множество.


Определение 2.3.3: первичная информация называется нечетко-компактной, если любое множество уровня, кроме нулевого, будет компактно на пространстве X, т.е.


� EMBED Equation.2  ���( компактная область  на пространстве.


Пример 2.3.1 (нечетко-компактная первичная информация):


Пусть первичная информация над X=Rn характеризуется функцией принадлежности типа


� EMBED Equation.2  ���, где � EMBED Equation.2  ���.


Утверждение 2.3.1: Докажем, что данная первичная информация нечетко-компактна.


(


Рассмотрим множество (-уровня.


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���( компактное множество на пространстве X.


Утверждение доказано.


(


Пример 2.3.2 (не нечетко-компактная первичная информация):


Пусть первичная информация, соответствующая понятию «нули � EMBED Equation.2  ���» над X=R характеризуется функцией принадлежности типа


� EMBED Equation.2  ���.


Утверждение 2.3.1: Докажем, что данная первичная информация не является нечетко-компактной.


(


Рассмотрим множество (-уровня.


� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���. 


Возьмем последовательность � EMBED Equation.2  ���.


Данная последовательность принадлежит всем множествам (-уровня ( � EMBED Equation.2  ���), но � EMBED Equation.2  ���.


Утверждение доказано.


(


Рассмотрим свойства компактных и нечетко-компактных первичных информаций.


Теорема 2.3.1: пересечение любой первичной информации с компактной первичной информацией есть компактная первичная информация.


(


Дано � EMBED Equation.2  ���, 


где A,B,C ( нечеткие множества.


Без ограничения общности можно положить, что B ( компактная первичная информация. Рассмотрим носитель множества A


� EMBED Equation.2  ���


(из свойств пересечения нечетких множеств)


� EMBED Equation.2  ��� ( компактное множество на пространстве X, и соответственно, suppA ( компактное множество на пространстве X.


Значит, A ( компактная первичная информация.


Теорема доказана.


(


Теорема 2.3.2: пересечение любой первичной информации с нечетко- компактной первичной информацией есть нечетко-компактная первичная информация.


(


Дано � EMBED Equation.2  ���, 


где A,B,C ( нечеткие множества.


Без ограничения общности можно положить, что B ( нечетко-компактная первичная информация. Рассмотрим множество (-уровня множества A.


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���


(из свойств пересечения нечетких множеств)


� EMBED Equation.2  ��� ( компактное множество на пространстве X, и соответственно, A( ( компактное множество на пространстве X.


Значит, A ( нечетко-компактная первичная информация.


Теорема доказана.


(


2.4. Нечеткое решение и информационный оператор.


Целью построения математической модели обычно является нахождение характеристик изучаемого объекта по экспериментальным данным.


Параметры модели, которые необходимо найти, будем считать элементами некоторого функционального пространства z(Z, а исходные данные ( элементами другого функционального пространства u(U. 


Таким образом, ставится задача поиска операторного уравнения типа


� EMBED Equation.2  ����
(2.4.1)�
�
 Нередко исходные данные u и оператор R известны нечетко. Например, вместо точного значения u известно лишь некоторое приближение u(.


В случае детерминированного подхода обычно ставится задача поиска приближенного решения операторного уравнения (2.4.1).


Так как выделение приближенного решения производится в этом случае на основе априорной информации (количественной и качественной), то логично задействовать аппарат теории нечетких множеств, который наиболее удобно дает возможность определять различные нечеткие множества, соответствующие априорной информации. Естественно предположить, что решение, полученное с его помощью, должно быть нечетким множеством.


Итак, ставится новая задача поиска нечеткого решения.


Определение 2.4.1: нечетким решением уравнения (2.4.1) называется первичная информация, представленная нечетким множеством A, обладающая следующими свойствами


 заданы оператор R и исходные данные u,


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���,


где (z ( расстояние между множествами R(u) и A(.


Пример 2.4.1 (площадь круга):


Ставится задача поиска площади круга, если задан его радиус r. Из геометрии известно, что площадь круга находится по формуле


� EMBED Equation.2  ���.


Утверждение 2.4.1: первичная информация с функцией принадлежности


� EMBED Equation.2  ���


является нечетким решением.


(


Оператор � EMBED Equation.2  ��� и исходные данные u заданы.


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���.


Легко заметить, что � EMBED Equation.2  ��� можно взять в виде


� EMBED Equation.2  ���.


Утверждение доказано.


(


Легко заметить, что нечеткое решение, соответствующее заданным R, u не является единственным, т.к. в � EMBED Equation.2  ��� можно удалить элементы � EMBED Equation.2  ���, задав � EMBED Equation.2  ���.


Множества (-уровня, построенного нечеткого решения представляют собой последовательность стягивающихся множеств, сходящихся к обычному множеству, содержащее только обычные решения данной задачи, если они существуют.


Определение 2.4.2 : информационным оператором нечеткого решения называется оператор � EMBED Equation.2  ��� в виде


� EMBED Equation.2  ���.


Информационный оператор сопоставляет нечеткое и обычное решения задачи при точных исходных данных, исключающих нечеткость.


Определение 2.4.3 : нечеткое решение будем называть устойчивым, если выполняются следующие условия


 � EMBED Equation.2  ���


 � EMBED Equation.2  ���оператор R на D(A()( непрерывен.


Пример 2.4.1 (продолжение):


Докажем, что выше заданное нечеткое решение является устойчивым.


(


Выше было показано, что� EMBED Equation.2  ���. Первое условие выполнено. Непрерывность оператора R на D(A() вытекает из непрерывности на всем U=R1.


Утверждение доказано.


(


Рассмотрим связь между устойчивым нечетким решением и устойчивым обычным решением.


Теорема 2.4.1 : решение является устойчивым в обычном смысле, если в некоторой окрестности u можно построить устойчивые нечеткие решения.


(


Для разных u, u( можно построить нечеткие решения.


Пусть � EMBED Equation.2  ���, тогда


� EMBED Equation.2  ���.


Пусть � EMBED Equation.2  ��� ( приближенные решения.


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���.


Легко показать, что� EMBED Equation.2  ���. 


Таким образом последовательность приближенных решений сходится к точному решению.


Теорема доказана.


(


2.5. Способы получения нечетких решений.


Редко удается сразу выделить нечеткое решение с помощью одного нечеткого множества, которое  характеризует все свойства объекта исследования. Обычно можно достаточно просто определить некоторый набор нечетких множеств, отвечающих различным свойствам объекта исследования, в частности, качественной (лингвистической) и количественной информации о характеристиках объекта.


Связи и соотношения между свойствами объекта или его элементами можно задать нечеткими операторами агрегирования первичной информации в информационном пространстве.


Пример 2.5.1 (простая двухкритериальная задача) :


Ставится задача поиска решения


� EMBED Equation.2  ���


X ( конечномерное пространство.


Возникает неопределенность целей, поэтому построим нечеткое решение в виде


� EMBED Equation.2  ��� ( первичная информация, соответствующая первой цели


� EMBED Equation.2  ��� ( первичная информация, соответствующая второй цели


� EMBED Equation.2  ��� ( нечеткое решение, где * ( нечеткие операторы, соответствующие задаче.


В данном случае � EMBED Equation.2  ���, а оператор R можно задать как


� EMBED Equation.2  ���, связка «и» ( лингвистическая связка, соответствующая пересечению нечетких множеств, причем мы допускаем, что Ru ( не пусто (при противоречивости целей множество Ru ( пустое).


Докажем, что первичная информация с функцией принадлежности � EMBED Equation.2  ��� является нечетким решением, если хотя бы одна из целей является нечетко-компактной первичной информацией.


(


Без ограничения общности, можно положить, что первая цель является нечетко-компактной.


Оператор R и u были заданы выше.


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���


Из свойств функции f(x1, x2)=x1+x2


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ��� ( ограничено, если � EMBED Equation.2  ���можно представить в виде объединения � EMBED Equation.2  ���-окрестностей множества � EMBED Equation.2  ���.


Множество � EMBED Equation.2  ��� ( компактно на X из теоремы 2.3.2, а следовательно, ограничено. Очевидно, что 


� EMBED Equation.2  ���.


Утверждение доказано.


(


Для получения устойчивого решения желательно обладать дополнительной априорной информацией о степени предпочтения той или иной цели, что задается различными нечеткими операторами (операторами пересечения, n-арными отношениями и т.д.). 


2.6. Устойчивость нечетких решений.


В вычислительной математике важным вопросом является построение устойчивых приближений к точному решению.


Устойчивые нечеткие решения дают возможность строить приближенные решения, оставляя возможность оперировать с информацией на естественном языке описаний области исследования.


Рассмотрим наиболее простые случаи, при которых возможно построение устойчивых нечетких решений.


Теорема 2.6.1 : пусть � EMBED Equation.2  ��� ( непрерывный оператор на � EMBED Equation.2  ���, тогда можно построить устойчивое нечеткое решение.


(


Возьмем произвольный элемент � EMBED Equation.2  ���.


Пусть � EMBED Equation.2  ���.


Пусть � EMBED Equation.2  ��� ( (-окрестность множества Ru.


Тогда нечеткое решение построим в виде


� EMBED Equation.2  ���.


Докажем, что оно устойчиво.


� EMBED Equation.2  ���


Непрерывность R очевидна.


Теорема доказана.


(


При математическом моделировании объектов часто оператор R может быть


 явно не задан


 область определения оператора R не совпадает с пространством U (разрывность оператора) и т.д.


В этом случае нередко может быть задан обратный оператор


� EMBED Equation.2  ���.


Таким образом, ставится задача решения операторного уравнения первого рода 


� EMBED Equation.2  ���, где S, u ( известны нечетко.


Устойчивое нечеткое решение данной задачи должно обладать рядом свойств. 


Теорема 2.6.2 : если S ( непрерывный и взаимооднозначный оператор и существует компактная первичная информация о решении, то можно построить устойчивое нечеткое решение..


(


Так как существует компактная первичная информация B о решении, то нечеткое решение будет вида


� EMBED Equation.2  ���


Из теоремы 2.3.1 A ( тоже компактная первичная информация.


Докажем, что оно устойчиво.


Возьмем произвольный элемент � EMBED Equation.2  ���.


Пусть � EMBED Equation.2  ��� ( компактное в пространстве X множество.


Тогда существует непрерывный на � EMBED Equation.2  ��� оператор � EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���, причем он единственнен из взаимооднозначности оператора S.


� EMBED Equation.2  ��� ( ограничено, как расстояние до компактного множества на X.


Докажем, что � EMBED Equation.2  ���.


Нечеткое множество, соответствующее понятию «точность решения» можно задать в виде


� EMBED Equation.2  ���, где � EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���.


Из непрерывности оператора � EMBED Equation.2  ��� на компактном в пространстве X множестве � EMBED Equation.2  ��� следует, что


� EMBED Equation.2  ���,


причем � EMBED Equation.2  ���, при � EMBED Equation.2  ���.


Теорема доказана.


(


Теорема 2.6.3 : если S ( непрерывный и взаимооднозначный оператор и существует нечетко-компактная первичная информация о решении, то можно построить устойчивое нечеткое решение..


(


Так как существует нечетко-компактная первичная информация B о решении, то нечеткое решение будет вида


� EMBED Equation.2  ���


Из теоремы 2.3.2 A ( тоже нечетко-компактная первичная информация.


Докажем, что оно устойчиво.


Возьмем произвольный элемент � EMBED Equation.2  ���.


Пусть � EMBED Equation.2  ��� ( компактное множество на X.


Тогда существует непрерывный на � EMBED Equation.2  ��� оператор � EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���,он единственен из взаимооднозначности оператора S.


� EMBED Equation.2  ��� ( ограничено, как расстояние до компактного множества на X. 


Докажем, что � EMBED Equation.2  ���.


Нечеткое множество, соответствующее понятию «точность решения» можно задать в виде


� EMBED Equation.2  ���, где � EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���.


Из непрерывности оператора � EMBED Equation.2  ��� на компактном на пространстве X множестве � EMBED Equation.2  ��� следует, что


� EMBED Equation.2  ���,


причем � EMBED Equation.2  ���, при � EMBED Equation.2  ���.


Теорема доказана.


(


2.7. Выводы.


Построена формализация использования аппарата ТНМ для решения обратных задач, соответствующих по точности имеющимся данным. Определено понятие первичной информации и информационного пространства. Даны основные операции в информационном пространстве. Введено понятие специальных видов первичной информации: компактной и нечетко-компактной. Дано понятие нечеткого решения обратной задачи и его устойчивости. Даны некоторые подходы к решению обратных задач общего вида с использованием специальной первичной информации: компактной и нечетко-компактной. Доказаны соответствующие теоремы, обосновывающие применение аппарата теории нечетких множеств обратных задач с использованием теории нечетких многокритериальных задач.


�
�
3. Нечеткие подходы к некорректным задачам.


3.1. Некорректная задача как многокритериальная задача.


Весьма часто имеющаяся у исследователя информация позволяет записать лишь такую формальную модель, для которой при традиционных подходах нет и не может быть обоснованных вычислительных алгоритмов.


Дело в том, что обычно подобные модели приводят к некорректной задаче, для которой нет теорем существования в каком-либо естественном пространстве и, самое главное, нет устойчивости решения от входных параметров задачи. Последнее важно, т.к. обычно имеется нечеткая информация о параметрах модели объекта исследования.


Наиболее типичным случаем некорректной задачи является операторное уравнение первого рода вида


� EMBED Equation.2  ����
(3.1.1)�
�
Для решения некорректных задач всегда привлекается дополнительная априорная информация о решении.


Тем самым, решение некорректной задачи, в частности, есть двухкритериальная задача поиска решения операторного уравнения (3.1.1) и выполнения некоторого дополнительного условия (например, принадлежность классу корректности).


Так как исходные данные задачи задаются нечетко, и сама задача приобретает многокритериальный (выбор критериев ( субъективен) характер, то предпочтительно применение теории нечетких множеств для формализации и агрегации имеющейся информации о решении.


Например, понятию «точность решения» может отвечать нечеткое множество A с функцией принадлежности вида


� EMBED Equation.2  ���,


где Sh ( нечетко заданный оператор, u( ( нечеткие исходные данные.


Понятию «класс корректности» также может отвечать произвольное нечеткое множество или их комбинация.


В итоге, нечетким решением некорректной задачи будет первичная информация типа


� EMBED Equation.2  ���,


где * ( унарная или бинарная операция над первичными информациями, первичные информации Bi , i=1,..,n ( нечеткие множества, отвечающие априорным знаниям об объекте исследования.


Компактный класс корректности.


Если можно выделить некоторое компактное множество K, на котором априори существует решение задачи (3.1.1), то понятию «класс корректности» можно поставить нечеткое множество B с функцией принадлежности вида


� EMBED Equation.2  ���


Нечеткое решение некорректной задачи строится стандартно.


� EMBED Equation.2  ���


Очевидно, что применение информационного оператора даст квазирешение операторного уравнения (3.1.1) на заданном компактном классе корректности


� EMBED Equation.2  ���


Из теоремы 2.6.2 вытекает, что построенное нечеткое решение является устойчивым.


Некомпактные  классы корректности.


Если нельзя выделить компактный класс корректности, то надо найти те подмножества пространства Z или использовать такие априорные знания, которые позволяют строить устойчивые нечеткие решения. Таким априорным знанием может являться нечетко-компактная первичная информация.


Из теоремы 2.6.3 вытекает устойчивость нечетких решений, включающих в себя нечетко-компактную первичную информацию.


Изменение характера входной информации требует отражения в нечетких операторах, агрегирующих априорные знания.


Пусть понятию «точность решения» будет отвечать нечеткое множество A с функцией принадлежности вида


� EMBED Equation.2  ���,


где Sh ( нечетко заданный оператор, u( ( нечеткие исходные данные. Нечетко-компактной информации отвечает некоторая функция принадлежности � EMBED Equation.2  ���.


Нечеткое решение C , соответственно, представлено функцией принадлежности вида


� EMBED Equation.2  ����
(3.1.2)�
�
где � EMBED Equation.2  ��� ( параметр нечеткого оператора концентрации первичной информации, отвечающий за точность исходных данных. Из теоремы 2.3.2 нечеткое решение ( нечетко-компактная первичная информация.


Утверждение 3.1.1 : если в выражении (3.1.2) параметр � EMBED Equation.2  ���, то � EMBED Equation.2  ��� при нетривиальной первичной информации A.


(


Возьмем


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���


Тогда из нетривиальности первичной информации A


� EMBED Equation.2  ���, где � EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���, где � EMBED Equation.2  ���


Так как � EMBED Equation.2  ���, то существует параметр � EMBED Equation.2  ���, причем � EMBED Equation.2  ��� , что при � EMBED Equation.2  ��� 


� EMBED Equation.2  ��� � EMBED Equation.2  ���


Соответственно, � EMBED Equation.2  ��� при � EMBED Equation.2  ���.


Утверждение доказано.


(


Данное утверждение показывает, что применение информационного оператора к построенному нечеткому решению при точно заданных исходных данных дает точное решение некорректной задачи.


Связь с теорией некорректных задач.


Рассмотрим вариационный принцип отбора возможных решений. Отбор (по Тихонову) можно осуществлять с помощью специальных, заранее задаваемых функционалов � EMBED Equation.2  ���, входящих в постановку задачи.


В частности, принцип отбора можно определять через стабилизирующий функционал. Рассмотрим связь между ним и нечетко-компактной первичной информацией.


Утверждение 3.1.2 : Нечетко-компактная первичная информация определяет стабилизирующий функционал в виде


� EMBED Equation.2  ���


(


Первое свойство стабилизирующего функционала � EMBED Equation.2  ���.


По определению информации точное решение уравнения 3.1.1 должно принадлежит базовому пространству.


Второе свойство стабилизирующего функционала � EMBED Equation.2  ���.


� EMBED Equation.2  ��� ( есть множество уровня � EMBED Equation.2  ���, а оно является компактным на пространстве Z.


Утверждение доказано.


(


Таким образом, принцип отбора, основанный на стабилизирующем функционале эквивалентнен наличию нечетко-компактной первичной информации, выбранной на основе физических или лингвистических соображений., использование которых упрощается наличием хорошо развитого аппарата теории нечетких множеств.


3.2. Применение дополнительной информации для уменьшения неточности решения некорректной задачи.


Часто критерия, характеризующего степень точности решения задачи и выделения класса корректности некорректной задачи бывает недостаточно для получения хороших нечетких решений. Для построения более адекватной модели удобнее учитывать дополнительные знания о решении в виде некоторой первичной информации.


Пример 3.2.1 (использование дополнительной информации):


Пусть ставится задача поиска решения интегрального уравнения Фредгольма первого рода


� EMBED Equation.2  ���


Пространство � EMBED Equation.2  ���.


Поставим математический эксперимент. Пусть � EMBED Equation.2  ��� и зададим решение в виде


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ��� ( некоторое малое число.


Вычислим значения функции � EMBED Equation.2  ��� по формуле


� EMBED Equation.2  ���


Построим нечеткое решение стандартным образом. В качестве функции принадлежности понятия «точность модели» возьмем


� EMBED Equation.2  ���


В качестве дополнительной информации возьмем нечеткое множество, которое соответствует понятию «малые по норме в � EMBED Equation.2  ��� функции», т.е. мала функция и ее производная


� EMBED Equation.2  ���, 


где � EMBED Equation.2  ���.


Легко доказать, что данная первичная информация нечетко-компактна.


Построим нечеткое решение данной задачи.


� EMBED Equation.2  ���.


Для получения обычного решения применим информационный оператор


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���


Результаты математического эксперимента представлены на рис. 2. Легко заметить, что новое решение имеет высокую степень ошибки. Поэтому предлагается ввести понятие «производная мала везде, кроме одной точки» с помощью нечеткого множества с функцией принадлежности вида


� EMBED Equation.2  ���,


где функция � EMBED Equation.2  ���,


� EMBED Equation.2  ��� ( некоторое малое число.


К этой первичной информации также необходимо добавить первичную информацию о предпочтительности малости функции в � EMBED Equation.2  ��� с функцией принадлежности в виде


� EMBED Equation.2  ���.


Добавляя в нечеткое решение новые первичные информации, получим


� EMBED Equation.2  ���.


Можно доказать, что первичная информация с функцией принадлежности � EMBED Equation.2  ��� является нечетко-компактной.


Для получения приближенного решения также применим информационный оператор


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���


Решение данной задачи представлено на рис. 2. Очевидно, что учет дополнительной информации о решении позволил получить более точное решение.


Пример 3.2.2 (некорректная задача в сложном векторном пространстве типа � EMBED Equation.2  ��� ( где V ( функциональное пространство):


Нередко встречаются некорректные задачи, где нельзя выделить один оператор, действующий из одного функционального пространства в другое. Например, некорректные задачи интерпретации результатов косвенных экспериментов при векторном операторе типа � EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���,


где функции � EMBED Equation.2  ���известны нечетко (обычно в наборе точек).


В результате возникает многокритериальная задача типа


� EMBED Equation.2  ���,


которую тоже предпочтительнее решать методами теории нечетких множеств.


В данном случае, каждому критерию ставится в соответствие нечеткое множество с функцией принадлежности в виде


� EMBED Equation.2  ���,


и определяется из априорной информации о решении нечеткое множество, определяющее класс корректности задачи. Уже известным способом строится нечеткое решение с функцией принадлежности в виде


� EMBED Equation.2  ���,


где � EMBED Equation.2  ��� ( функции принадлежности нечетких множеств, отвечающих понятию «класс корректности задачи».


3.3. Выводы.


Предложено использование теории нечетких множеств для решения некорректных задач, основанной на построенной формализации на базе первичной информации и устойчивых нечетких решений. Сделан акцент на слабоформализуемой части проблемы построения решений некорректной задачи: учету многокритериальности, использованию различных типов информации. Рассмотрена связь между регуляризирующим функционалом и устойчивым нечетких решением. Приведен пример, характеризующий важность учета многокритериальности, на основе использования качественной информации о решении некорректной задачи, уменьшающий неточность приближенного решения и уменьшающий сложность его получения.


�
�
4. Нечеткие методы качественного анализа математических моделей.


4.1. Задача определения оптимальной сложности математической модели.


Ставится задача определения оптимальной сложности математической модели при исходных данных


Пусть � EMBED Equation.2  ���( набор экспериментальных точек,


� EMBED Equation.2  ��� ( параметрический набор моделей, наиболее удовлетворяющих исходным данным.


Сложность структуры модели пропорциональна алгебраическому минимуму точек измерений  (реализаций), необходимому для определения оценок всех параметров при точных исходных данных. Для полиномиальных моделей определению (чаще всего по методу наименьших квадратов) подлежат оценки коэффициентов при слагаемых с различными показателями степени переменных.


Как уже известно, каждая модель в информационном пространстве представляет собой некоторую первичную информацию.


Нечетким решением математической модели объекта исследования будет нечеткое множество, агрегирующее набор математических моделей.


Итак, базовое пространство � EMBED Equation.2  ���, где Z ( пространство решений конкретной математической модели, а P ( часть общего решения, отвечающего за сложность модели.


Понятию «точность математической модели» будет отвечать некоторое нечеткое множество с функцией принадлежности вида


� EMBED Equation.2  ���,


где ( ( параметры модели, N ( число экспериментальных точек (измерений).


Понятию «сложность математической модели» будет отвечать нечеткое множество с функцией принадлежности, обычно не зависящей от искомого решения математической модели


� EMBED Equation.2  ���


Нечеткое решение задачи оптимальной сложности будет получено стандартным способом


� EMBED Equation.2  ���,


где � EMBED Equation.2  ��� ( функция принадлежности нечеткого понятия «дополнительная информация», если таковая существует.


Легко заметить, что в общем случае при возрастании сложности математической модели, ее точность возрастает. Очевидно, что оптимальную сложность математической модели и само решение можно будет определить, если применить информационный оператор к полученному нечеткому решению


� EMBED Equation.2  ���,


т.к. � EMBED Equation.2  ���, то � EMBED Equation.2  ���, где z ( решение, а p ( оптимальная сложность математической модели объекта исследования.


Пример 4.1.1 (полиномиальные зависимости): 


Пусть заданы экспериментальные точки


� EMBED Equation.2  ���.


Ставится задача поиска полинома � EMBED Equation.2  ��� оптимальной сложности, максимально удовлетворяющего экспериментальным точкам.


Возьмем функцию принадлежности нечеткого понятия «сложнсть математической модели» в виде


� EMBED Equation.2  ���, где � EMBED Equation.2  ���


k ( степень полинома � EMBED Equation.2  ���.


Легко заметить, что для каждого полинома есть свое решение, дающее минимум функционалу невязки. Последний с увеличением сложности уменьшается, т.е. увеличивается точность задачи, но после некоторой степени, как минимум N=k, точность не будет больше возрастать и сыграет свою роль увеличение сложности модели. Таким образом, существует и единственна (из свойств множества натуральных чисел) модель оптимальной сложности. 


4.2. Нечеткие подходы к задаче прогнозирования.


Прогнозирование представляет собой научно-обоснованное оценивание будущих состояний интересующего нас объекта [44, 45].


Прогнозы могут быть как количественные, так и качественные («завтра будет теплее»), где логично применять теорию нечетких множеств.


Для получения научно-обоснованного прогноза часто необходимо привлечение сведений из социальных и естественных наук, при использовании которых также предпочтителен аппарат нечетких множеств.


Различные подходы к решению задачи прогнозирования отличаются по объему необходимой для прогноза априорной информации об исследуемом объекте, об изменяемых и неизменяемых характеристиках, о состоянии и изменении его окружения.


В детерминированном и стохастических подходах предполагается наличие полного информационного базиса, все значимые факторы должны быть учтены. Точность измеряемых факторов должна быть достаточно высокой.


Нечеткий подход позволяет опираться на любую априорную информацию и давать нечеткое решение, соответствующее по уровню точности и наличию исходных данных.


Построим нечеткое решение задачи прогнозирования.


Пусть понятию «точность прогноза» отвечает нечеткое множество с функцией принадлежности вида


� EMBED Equation.2  ���,


где � EMBED Equation.2  ���( известные точки, � EMBED Equation.2  ���(  искомая функция. Аналогично, строится функция принадлежности понятия «качество прогноза математической модели» � EMBED Equation.2  ���.


Как обычно, нечеткое решение есть некоторая комбинация исходных первичных информаций


� EMBED Equation.2  ���


Вид функций принадлежности и способ их связывания зависит от априорной информации.


Пример 4.2.1 (задача прогнозирования функции заданной на дискретном множестве точек):


Ставится задача прогноза известной последовательности � EMBED Equation.2  ���, т.е. создания дополнительной последовательности � EMBED Equation.2  ���. Необходимо найти дискретную функцию � EMBED Equation.2  ���, которая продолжает данный ряд значений.


Наиболее простой априорной информацией будет знание о том, что вид функции и ее качество можно определять на разных интервалах ( интервал обучения и интервал экзамена.


Таким образом, понятию «вид функции» («точность модели») отвечает нечеткое множество с функцией принадлежности


� EMBED Equation.2  ���


Понятию «качество прогноза» отвечает нечеткое множество с функцией принадлежности


� EMBED Equation.2  ���


Нечеткое решение есть комбинация исходных первичных информаций


� EMBED Equation.2  ���,


где � EMBED Equation.2  ��� ( параметр уверенности в качестве прогноза.


4.3. Нечеткие подходы качественного анализа математических моделей.


Исследования процессов и явлений, динамика которых во многом зависит от человека, принимаемых им решений и которые сами влияют на жизнь человеческого общества дали новое понятие ( сложная система [24, 45, 62, 80, 86, 113]. Сложные системы, как правило, характеризуются большим числом параметров и взаимосвязей, настолько большим, что невозможно решать такие задачи аналитически. Практически всегда нельзя упростить задачу для проведения экспериментов, т.е. время эксперимента сравнимо с временем функционирования системы.


Сложная система представляется в виде многоуровневой конструкции из взаимодействующих между собой и с внешней средой элементов.


Основной задачей теории сложных систем следует считать разработку методов, позволяющих на основе изучения особенностей функционирования, получения характеристик отдельных элементов и анализа взаимодействия между элементами определять характеристики системы в целом.


При изучении сложных систем огромный вес иемют суждения и действия человека или природы, чьи действия характеризуются высокой степенью неопределенности. Поэтому предпочтительно использовать аппарат нечетких множеств, позволяющий учитывать интенсивность, частичность, степень проявления исследуемых свойств сложной системы.


При использовании  теории нечетких множеств элементы сложной системы могут быть представлены в виде нечетких множеств с функцией принадлежности � EMBED Equation.2  ��� (n ( число независимых элементов системы), а их взаимодействия будут учитываться в нечетких операторах агрегирования априорной информации о сложной системе.


Известные свойства сложной системы также можно представить в виде нечетких множеств с функциями принадлежности � EMBED Equation.2  ���(m ( число априорно заданных свойств системы). В результате, нечеткое решение, соответствующее математической модели сложной системы будет представляться в виде нечеткого множества с функцией принадлежности вида


� EMBED Equation.2  ���,


где * ( нечеткие операторы.


При анализе сложных систем часто встречается иерархическая структура, которая позволяет уменьшение информации, передаваемой с уровня на уровень. В этом случае можно создавать промежуточные нечеткие решения (соответствующие подсистемам), на основе которых стандартными операторами агрегирования информации строится окончательное нечеткое решение сложной системы, что упрощает процесс создания математической модели.


Исследование устойчивости получаемого нечеткого решения можно проводить на основе выше описанного подхода.


4.4. Выводы.


Построен метод получения математической модели оптимальной сложности, основанный на аппарате ТНМ, использующий простые предположения о качественном характере критерия сложности, формализующий нечеткое пожелание «точность выше, сложность меньше». Предложен нечеткий подход к задаче прогнозирования как многокритериальной задаче, сводящийся к некоторой комбинации нечетких критериев выбора, и к исследованию сложных систем как иерархической структуре, с представлением элементов системы и ее качественных свойств как нечетких математических моделей (комбинации первичных информаций), комбинация которых даст математическую модель всей системы.
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