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Сведения из теории

Понятие вероятностного процесса.  

(1) Если случайная величина изменяется в процессе опыта, то возникает случайная функция, которая в результате опыта может принять тот или другой вид, заранее не известный. Если аргументом случайной функции является время, то такая случайная функция называется вероятностным (случайным) процессом.

Изучение вероятностных процессов занимает большое место в анализах и обеспечении надежности СОД, т.к. функционирование СОД представляет собой реализацию вероятностных процессов.

Понятие «поток событий» и «процесс» взаимосвязаны. Процесс смены состояний объекта, например, вызывается потоками отказов и потоками восстановления.

Чтобы охарактеризовать вероятностный процесс, необходимо указать тип процесса и его числовые характеристики. Существует большое число различных типов вероятностных процессов. Наиболее подходящим для описания процессов, происходящих во многих областях науки и техники, является  - Марковский процесс.

(2)
Марковский процесс – процесс у которого для каждого момента времени вероятность любого состояния объекта в будущем зависит только от состояния объекта в настоящий момент времени и не зависит от того, каким образом объект пришёл в это состояние. Схему представления вероятностного процесса можно представить временной последовательностью смены состояний:


Графом состояний: (4)



Это показан процесс изменения состояний N некоторого объекта, число возможных состояний –3. В момент времени t1 , объект переходит из состояния 1 в состояние 2, в момент времени t2 ,  - из состояния 2 в состояние 1 и т.д. При представлении вероятностного процесса графом состояний на ребрах графа указывается интенсивность переходов из одного состояния в другое.


Возможно также представление вероятностного процесса матрицей переходов. Матрица переходов для графа, изображенного на рис.  Имеет вид: (3)


Где Pi j – вероятность перехода i-го в j-ое состояние; Рi i – вероятность сохранения i-го состояния.


В исследованиях надежности СОД теория Марковских процессов получила весьма широкое применение, т.к. процесс функционирования объектов, как правило, сопровождается простейшими потоками отказов и восстановления. Экспоненциальное распределение времени работы до отказа и времени восстановления работоспособности – необходимое условие для Марковского процесса.


Важнейшая характеристика Марковского процесса – вероятность перехода объекта в то или иное состояние за заданный промежуток времени. Информация о вероятностях перехода объекта в различные состояния позволяет определить вероятности каждого из возможных состояний процесса.

Определение вероятностей состояний Марковского процесса


Рассмотрим кратко методику определения вероятностей состояний Марковского процесса.


Пусть объект исследования может находиться в некоторых состояниях, число которых конечно /равно n/. Номера состояний: 0,1,2,…,n. Из  i-го состояния в j-ое – объект переходит с постоянной интенсивностью λi j , обратно – с постоянной интенсивностью μi j .


Академик Колмогоров предложил систему дифференциальных уравнений для определения вероятностей каждого из состояний.


Применение дифференциальных уравнений для определения вероятностей состояний объекта рассмотрим на примере объекта, изображенного на рис.:

Число состояний объекта – 3. Состояние S0 – два элемента, входящие в объект, работоспособны. Состояние S1 – один из элементов, входящих в объект, в состоянии отказа. Состояние S2 -  оба элемента, входящие в объект, в состоянии отказа.


Вероятность того, что объект на интервале времени ∆t, примыкающим к времени t, находится в состоянии S0,  равна произведению вероятности того, что он не перейдет на интервале ∆t из состояния S0 в состояние S1, плюс произведение вероятности того, что объект в момент времени t находится в состоянии S1 , на вероятность того, что он не перейдет в состояние S0 из состояния S1 , за время ∆t.


P0(t+∆t) = P0(t){1-[P01(∆t)]}+P1(t)*P10(∆t)

(5)

Аналогично записываются уравнения для вероятностей того, что объект на интервале времени ∆t, примыкающим к времени t , находится в состояниях S1 и S2. В результате получится система уравнений:

P0(t+∆t) = P0(t){1-[P01(∆t)]}+P1(t)*P10(∆t)


P1(t+∆t)= P1(t){1-[P12(∆t)+P10(∆t)]}+P0(t)*P01(∆t)+P2(t)P21(∆t)


P2(t+∆t) = P2(t){1-[P21(∆t)]}+P1(t)*P12(∆t)

Запишем выражения, связывающие Pij и λi j. Вероятность перехода объекта из состояния Si в состояние Sj вследствие отказа с интенсивностью λi j:
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Вероятность перехода объекта из состояния Sj в состояние Si вследствие восстановления с интенсивностью μij равна μij*∆t.

Вероятность отсутствия переходов из состояния S1 в состояния S2 или S0:

1-[P12(∆t) +P10(∆t)]=1-(λ12*∆t+ μ10*∆t.)

Подставим полученные выражения в систему:


Из правой части уравнений перенесем в левую Pi(t) разделим правую и левую части уравнений на ∆t и учтем, что:

 Pi(t+∆t) – Pi(t)= ∆Pi
∆Pi/∆t = dPi/dt

В результате указанных действий система уравнений примет вид:


Получить систему уравнений можно непосредственно по виду графа состояний, если пользоваться следующим правилом:

(7) для каждого из возможных состояний объекта записывается уравнение, в левой части которого dPi/dt, а справа – столько слагаемых, сколько стрелок графа соприкасается с данным состоянием. Если стрелка направлена в данное состояние, то перед слагаемым ставится плюс, если стрелка направлена из данного состояния – минус. Каждое из слагаемых будет равно произведению интенсивности перехода из данного состояния (либо в данное состояние) на вероятность состояния, из которого выходит стрелка.


Решение систему уравнений осуществляется по известным правилам решения системы дифференциальных уравнений. Однако его можно существенно упростить, если учесть, что рассматриваемый процесс Марковский стационарный, для которого производные dPi/dt можно принять равными нулю (вероятности состояний не меняются с течением времени) система диф. уравнений при этом переходит в систему алгебраических уравнений:



Четвертое уравнение для этой системы становится необходимым потому, что первые три уравнения сводятся к двум. Решение системы дает:

P0 = 1/[1+ λ01/μ10+ λ01*λ12/(μ21*μ10)];

P1= P0* λ01/μ10;

P2 = P0* λ01* λ12/( μ21*μ10)

(6) Результаты решения системы уравнений могли бы быть получены также непосредственно по виду графа состояний если пользоваться следующим правилом: вероятность нулевого состояния определяется выражением:


P(S0) = 1/[1+ λ01/μ10 + λ01* λ12/(μ21* μ10)+….+( λ01* λ12*…* λn-1)/( μn-1*…* μ21* μ10)

Где числитель правой части – всегда единица; знаменатель – сумма, состоящая из единицы и дробей, числители которых – произведения интенсивностей, изображенных на верхних стрелках, знаменатели – произведения интенсивностей на нижних стрелках (произведения формируются с последовательным увеличением числа множителей от одного до n в соответствии с переходами: 
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Вероятность состояния S1 равна вероятности состояния S0 умноженной на коэффициент, равный  второму слагаемому в знаменателе для P(S) т.е.:

P(s1) = P(s0)*λ01/μ10

P(s2) = P(s1)*λ01* λ12 / (μ21*μ10)

и т.д.

ЗАДАНИЕ


Определить вероятности состояний объекта S0,S1,S2, схема которого и граф состояний рассмотрены, если интенсивность отказов λ0 элементов 1 и 2 и интенсивность восстановления μ0 заданы:

№ варианта
λ0
μ0

1
0,02
1,0

2
0,03
1,1

3
0,025
0,9

4
0,035
1,3

5
0,02
1,1

6
0,03
0,95

7
0,02
0,95

8
0,03
0,97

9
0,035
1,0

10
0,035
1,1

1. ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОКОНТРОЛЯ

2. Какая функция называется случайной?

3. Какой процесс называется Марковским?

4. Как выглядит матрица переходов?

5. Как выглядит граф состояний процесса?

6. Как записать дифференциальное уравнение для определения вероятностей состояний
а) S0
б)S1
в)S2
7. Каково правило получения результатов решения системы уравнений?

8. Каково правило получения системы уравнений по виду графа?

1. ОТЧЕТ ДОЛЖЕН СОДЕРЖАТЬ:

2. Краткие теоретические сведения

3. Расчет интенсивностей переходов
а)S0
б)S1
в)S2
4. Расчет вероятностей состояний 
а)S0
б)S1
в)S2
Методичку набрал: Поляков С.И. гр 5-19-2.
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P0(t+∆t.)=P0(t) – P0(t)*λ01*∆t.+ P1(t)*μ10*∆t.


P1(t+∆t.)=P1(t) – P1(t)*[λ12 +μ10]*∆t.+ P0(t)*λ��01*∆t.+P2(t)*μ21*∆t


P2(t+∆t.)=P2(t) – P2(t) *μ21*∆t +P1(t)*λ12*∆t








dP0/dt = -λ01*P0(t)+ μ10*P(t.)


dP1/dt = λ01*P0(t) – (λ12 + μ10)*P1(t) + μ2�1*P2(t)


dP2/dt = μ21*P2(t) + μ12*P1(t)














0 = -λ01*P0 +μ10*P1


0 = λ01*P0 –( λ12+μ10)*P1 +μ21*P2


0 = - μ21*P2 + λ12*P1


P0 + P1 + P2 = 1
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