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Цель работы: изучить модели очередей в вычислительных системах и проведения анализа качества обслуживания вычислительной системы.

1. Краткие сведения из истории

С целью повышения загрузки (уменьшения простоев) программных и аппаратных ресурсов вычислительных систем современная организация вычислительного процесса предусматривает возможность создания к ним очередей, примерами могут служить очередь заданий, ожидающих распределение памяти, очереди заданий к центральному процессору и на ввод-вывод, ожидающие того или иного вида обслуживания, будем называть заявками, а устройство, предназначенное для их обслуживания, обслуживающим устройством.

Под обслуживающим устройством не обязательно подразумевать физическое устройство, в качестве обслуживающего устройства может выступать и системная программа, которая не может одновременно использоваться более, чем одним заданием или процессом, такие программы называют последовательно используемыми. Процесс, у которого возникло обращение к последовательно используемой программе во время её использования другим процессом, блокируется и должен ждать момента освобождения этой программы.

При количественном анализе очередй в ВС требуется дать ответ по крайней мере на два вопроса: насколько загружено рассматриваемое обслуживающее устройство и каково время ожидания заявок в очереди? Оба крайних случая, когда обслуживающее устройство загружено мало, т.е. подолгу простаивает, и когда загрузка чрезмерно велика, вследствие чего заявки длительное время ожидают обслуживания, требуют принятия корректирующих решений в управлении вычислительным процессом.

Поскольку в ВС многие ресурсы взаимосвязаны, излишняя загрузка одного из них и недостаточная загрузка другого могут привести к уменьшению пропускной способности ВС в целом. Методы решения задач коллективного анализа очередей составляют предмет одного из разделов теории вероятностей, известного под названием «теория очередей» или «теория массового обслуживания».

1.1. Структура системы массового обслуживания

Хотя ВС представляет собой взаимосвязанную совокупность вычислительных ресурсов, в ряде случаев основной интерес представляет задача оценки загруженности одного из этих ресурсов, эту задачу можно решать в рамках модели систем массового обслуживания с одним обслуживающим устройством, обслуживаемой единицей СМО является заявка. Заявки поступают на обслуживающее устройство. Если поступающие в СМО заявки не могут быть удалены немедленно, то возникает очередь.

Выбор заявки на обслуживание в какой-то момент времени производится в соответствие некоторым правилам, которые называются дисциплиной обслуживания. Далее выполняется обслуживание заявки  и, после завершения обслуживания, заявка покидает систему. Выходящий поток обслуженных заявок может оказаться весьма важным в тех случаях, когда он является входящим для другой СМО.

1.2.1. Входящий поток заявок

Заявки выбираются из некоторой совокупности или источника заявок. Эта совокупность может быть конечной или бесконечной. В последнем случае математическая модель СМО будет более простой, поэтому предположение о бесконечности источника часто делается даже в случае конечного, но достаточно большого числа заявок в исходной совокупности. 

Другой важной характеристикой входящего потока заявок является статическая картина поступления заявок во времени. Самую простую статическую картину даёт регулярный входящий поток, когда заявки поступают в равноотстоящие друг от друга моменты времени. Если интервал времени между поступлениями заявок равен (, то интенсивность поступления заявок есть (=1/(.

Предположение о регулярности входящего потока не соответствует большинству реальных приложений, простейшим с аналитической точки зрения и соответствующим многим приложениям является предположение о совершенно случайной картине поступления заявок, описываемой пуассоновским процессом, более точно, входящим потоком заявок называется неубывающий случайный процесс x(t), принимающий целочисленные значения, равные числу заявок, поступивших за промежуток времени (0, t). Пуассоновский случайный процесс получается при следующих предположениях. Пусть вероятность поступления одной заявки в течение любого малого интервала времени h равно (h+0(h), где ( - интенсивность поступления заявок (т.е. среднее число заявок, поступающих за единицу времени) и вероятность поступления за этот интервал двух или более заявок составляет 0(h). Отсюда вероятность отсутствия новых заявок в интервал времени длины h равна 1-((h+0(h)).

Говоря о совершенно случайной картине поступления заявок, имелось ввиду следующее свойство: события, заключающиеся в поступлении заявки на интервале времени времени длины h, статистически независимы для любых двух непересекающихся интервалов.
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Число поступивших заявок x(t) на интервале времени (0, t) имеет распределение вероятности
которое называется распределением Пуассона. Математическое ожидание и дисперсия случайной величины x(t) совпадают и равны (t. Отсюда вытекает, что математическое ожидание M[x(t)/t]=(, тогда как дисперсия D[x(t)/t]= (/t(0 при t((.

Таким образом, x(t)/t сходится к ( при t((, что оправдывает «интенсивность» для параметров пуассоновского процесса
.

Пусть теперь (1,(2,… - моменты поступления заявок пуассоновского потока, тогда для любого k(1 функция распределения Fk(t)=P{(k-(k-1(t}=P{x(t)(1}=1-P{x(t)=0}, t(0 или Fk=(t)=1-e-(t, t(0.

Таким образом, для пуассоновского входящего потока промежутки времени между моментами поступления заявок статистически независимы и имеют одинаковое экспоненциальное распределение.

Для пуассоновского входящего потока имеет место важное свойство отсутствия последствия: время ожидания поступления новой заявки не зависит от того, когда появилась предыдущая заявка. Поскольку интервалы между моментами поступления заявок имеют экспоненциальное распределение, точная формулировка этого свойства является следующей. Пусть случайная величина x распределена по экспоненциальному закону, т.е. P{x(t}=1-e-(t, t(0. Тогда для любого числа а(0 
P{x-a<t | x>a}=P{x(1} в общем случае входящий поток заявок определяется посредством задания для каждого
n(1 совместного распределения случайных величин S1,S2,…,Sn, где Sk=(k-(k-1 (k>1, (0=0), а (1,(2,… - моменты поступления заявок
в том случае, когда случайные величины
 S1,S2,… независимы в совокупности, для определения входящего потока достаточно задать набор одномерных функций распределения Fk(t)=P{Sk((} (k(1). Такой входящий поток называется потоком с ограниченным последствием, естественным обобщением пуассоновского потока является поток, для которого Fk(t)=F(t) (k(1) такой поток называется рекуррентным.

1.2.2. Механизм обслуживания

Второй компонентой СМО является количественная характеристика обслуживания, требуемого отдельной заявкой, назовём эту характеристику длиной заявки. Единица измерения длины заявки меняется в зависимости от природы обслуживающего устройства и заявок. Если обслуживающее устройство – ЦП, а заявки – программы, то длина может измеряться в командах. Если обслуживающее устройство – линия передачи данных, а заявки – передаваемые сообщения или данные, то длина может измеряться в битах или байтах. Если совокупность заявок однородна, то предполагается, что длины различных заявок являются независимыми в совокупности и одинаково распределёнными случайными величинами. В более сложных ситуациях заявки можно разделить на несколько различных типов, каждый из которых составит однородную совокупность заявок.

Чтобы задать механизм обслуживания полностью, помимо распределения длин заявок, необходимо также задать быстродействие обслуживающего устройства. Обозначим величину быстродействия через c, единица измерения быстродействия зависит от типа обслуживания. Если обслуживающее устройство ЦП, то быстродействие измеряется в операциях в секунду, если обслуживающее устройство – канал или линия передачи данных, то быстродействие, т.е. скорость передачи данных, измеряется в битах в секунду.

Если длина заявки равна S [единиц обслуживания], и она обслуживается устройством с быстродействием с [единиц обслуживания], то отношение S/c [секунд] называется длительностью обслуживания заявки. Его среднее значение называется средней длительностью обслуживания, а обратная к ней величина ( называется интенсивностью обслуживания.

Если c постоянно, то можно не делать различия между длиной заявки и длительностью её обслуживания и в этом случае будем полагать, что с=1, тем самым длина заявки измеряется в единицах времени. Это соглашение принимается всюду, если не оговорено противное.

Пусть (k – длительность обслуживания k-й заявки. Если случайные величины (k (k(1) независмы в совокупности, одинаково распределены и не зависят от входящего потока, то такое обслуживание называется рекуррентным.

В некоторых случаях быстродействие меняется в зависимости от загрузки обслуживающего устройства, в качестве примера рассмотрим СМО с m обслуживающими устройствами и общей очередью. Поступившая заявка обслуживается любым свободным обслуживающим. Для простоты предположим, что все обслуживающие устройства имеют одинаковое быстродействие, скажем с. Определим состояние СМО как число находящихся в ней заявок n (как на обслуживании, так и в очереди), тогда общее быстродействие станции обслуживания, состоящей из m обслуживающих устройств, зависит от состояния и определяется формулой c(n)=cmin{n, m}.

1.2.3. Дисциплина обслуживания

Наиболее простой и хорошо известной является дисциплина «первый пришёл – первый обслужен», при которой обслуживаются полностью без прерываний в порядке их поступления, причём заявка, поступившая в момент простоя обслуживающего устройства, сразу же начинает обслуживаться.

Легко представить себе ситуации, когда эта дисциплина нежелательна. Например, часто бывает, что одни заявки важнее других и заслуживают предпочтительного обслуживания. Разделение заявок на группы по степени их важности осуществляется с помощью приоритетных дисциплин, и соответствующая система массового обслуживания называется системой с приоритетами. Правило назначения приоритетов определяет порядок, в котором будут обслуживаться ожидающие заявки.

Приоритетные дисциплины обслуживания бывают двух типов: с абсолютными и с относительными приоритетами. Если обслуживание текущей заявки прерывается при появлении заявки с более высоким приоритетом и последняя немедленно начинает обслуживаться, то говорят, что имеет место дисциплина обслуживания с абсолютными приоритетами. Если прерывание не допускается, то имеет место дисциплина обслуживания с относительными приоритетом.

1.2.4. Показатели качества
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Математическая модель реальной системы строится для того, чтобы оценить показатели качества этой системы. Для систем с очередями необходимо прежде всего оценить загруженность системы. Простейшей мерой загруженности является нагрузка:
Если величины, стоящие в числителе и знаменателе этого отношения, равны соответственно 1/( и 1/(, то (=(/(. Если нагрузка превосходит единицу, то это означает, что заявки поступают быстрее, нежели их успевают обрабатывать обслуживающие устройства. В СМО с параллельными обслуживающими устройствами на каждое приходится в среднем (/m заявок в единицу времени. Поэтому нагрузка в такой СМО может быть поднята до величины m.

С нагрузкой тесно связан другой показатель качества – коэффициент использования, или коэффициент загрузки обслуживающего устройства. Этот показатель качества, обозначаемый через u, определяется как доля времени, в течении которого обслуживающее устройство занято. Рассмотрим достаточно длительный интервал времени T. В СМО с m обслуживающими устройствами на каждое из них в среднем за время Т придётся по (Т/m заявок в предположении, что поток заявок равномерно распределяется по m устройствам. Поскольку каждая заявка требует в среднем длительности обслуживания 1/(, то общее время занятости обслуживающего устройства составит (T/m(. Поделив эту величину на Т, получим u=(/m(. Поскольку обслуживающее устройство  не может быть занято 100% времени, коэффициент использования не может превосходить единицу.

Таким образом, получаем следующее выражение для коэффициента использования СМО с m обслуживающими устройствами u=min((/m(, 1). Для СМО с одним обслуживающим устройством коэффициент использования u=(=(/(, если (/(<1, т.е. совпадает с нагрузкой.

При анализе моделей вычислительных систем одним из основных показателей качества служит пропускная способность. Эта величина определяется как среднее число заявок, обслуженных за единицу времени. В СМО с m обслуживающими устройствами за каждую единицу времени в среднем завершается обслуживание mu( заявок, откуда вытекает, что пропускная способность равна A= mu(=min((, m().

Таким образом, пропускная способность совпадает с интенсивностью поступления заявок ( до тех пор, пока меньше максимальной интенсивности обслуживания m(, выше которой пропускная способность не поднимается. С точки зрения заявки самым важным показателем качества является время, которое она проводит в ожидании обслуживания. Определим время ожидания Wj заявки j равным отрезку времени от момента её поступления в систему до момента её обслуживания, а время ответа Тj равным отрезку времени от момента поступления заявки до момента завершения её обслуживания. Таким образом, имеем следующее простое соотношение (индекс j опущен): T=W+S, где  S – длительность обслуживания.
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Для оценки качества СМО обычно применяются средние значения случайных величин Wj и Tj в установившемся (стационарном) режиме, когда j((. Эти средние уже не зависят от j, и мы их будем обозначать символами W и T соответственно.

Последней интересующей нас мерой загруженности является «длина очереди». Пусть случайный процесс Q(t) есть число заявок, ожидающих обслуживания в момент времени t. Аналогично, определим N(t) как число заявок, находящихся в системе, либо в очереди, либо на обслуживании. Процессы Q(t) и N(t) связаны соотношением Q(t)=max(0, N(t)-m).

Изучение распределения числа заявок, ожидающих обслуживания, требуется, например, при оценке объёма буферной памяти, необходимой для размещения поступающих заявок. 

Процессы Q(t) и N(t) – это случайные процессы с непрерывным временем, поэтому для оценки качества СМО, так же, как и в случае случайных последовательностей {Wj | j=1,2,…} и {Tj | j=1,2,…}, применяются средние значения случайных процессов Q(t) и N(t) в установившемся режиме, когда t((. Эти средние уже не зависят от t и мы будем обозначать их символами Q и N соответственно.

Выведем некоторые соотношения для показателей качества СМО в установившемся режиме. Пусть ( - интенсивность поступления заявок в СМО и S – средняя длительность обслуживания заявки. Интенсивность обслуживания заявок работающим устройством есть (=1/S, а интенсивность выходящего потока заявок в произвольный момент времени равна ((1-P0), где P0 – вероятность простоя обслуживающего устройства в установившемся режиме, т.е. (1-P0) – вероятность того, что устройство работает. Поскольку в установившемся режиме интенсивность ухода обслуженных заявок из системы совпадает с интенсивностью поступления заявок в систему, то отсюда P0=1-(, где (=1/(=(S – нагрузка или коэффициент использования обслуживающего устройства, значит (<1 в установившемся режиме.

Две самые важные формулы теории массового обслуживания дают простую связь между средним временем ответа (временем ожидания) и средним числом заявок, находящихся в системе (ожидающих обслуживания) в установившемся режиме. Эти формулы, впервые полученные Литтлом, имеют следующий вид: N=(T и Q=(W.

Для доказательства введём в рассмотрение величину суммарного времени, проведённого в системе всеми имеющимися в данный момент заявками. В установившемся режиме за малое время (t эта величина в среднем возрастает на N(t за счёт «старения» наличных заявок и уменьшится в среднем на N(t( за счёт того, что из системы в среднем уйдёт ((t обслуженных заявок и каждая из них уменьшит рассматриваемую величину в среднем на Т единиц времени. Вклад вновь поступающих на интервале (t заявок имеет порядок ((t)2, и им можно пренебречь. Поскольку в установившемся режиме среднее значение рассматриваемой величины суммарного времени постоянно, то N(t =(T(t  и  N=(T. Аналогично показывается и справедливость соотношения Q=(W заметим также, что рассуждения справедливы для любого порядка обслуживания заявок, при котором обслуживающее устройство не простаивает при наличии не обслуженных заявок.
2. Контрольные задания для выполнения работы

2.1. Рассчитать S среднюю длительность обслуживания заявки в установившемся режиме (параметры системы см. в табл.1).

2.2. Рассчитать ( - интенсивность обслуживания системы в установившемся режиме.

2.3. Рассчитать ( - нагрузку системы в установившемся режиме.

2.4. Рассчитать u – коэффициент использования системы в установившемся режиме.

2.5. Рассчитать A – пропускную способность системы.

2.6. Рассчитать P0 – вероятность простоя обслуживающего устройства.

2.7. Рассчитать интесивность выходящего потока.

2.8. Рассчитать W – среднее время ожидания.

2.9. Рассчитать Т – среднее время ответа.

2.10. Рассчитать Q – длину очереди.

2.11. Рассчитать N – число заявок, находящихся в системе.

Таблица 1

№ варианта
Быстродействие обслуживающего устройства c
Количесво обслуживающих устройств m
Длина заявки S, бит
Интенсивность поступления заявок (

1
100000
2
820000
0.023

2
127000
3
910000
0.04

3
131000
5
860000
0.07

4
155000
4
930000
0.06

5
139000
7
970000
0.1

6
142000
8
830000
0.135

7
154000
2
860000
0.035

8
181000
6
820000
0.12

9
146000
7
510000
0.2

10
154000
5
690000
0.11

11
136000
3
380000
0.107

12
191000
3
420000
0.47

3. Вопросы для самопроверки

3.1. Что называется заявкой?

3.2. Что такое обслуживающее устройство?

3.3. Какие программы называют последовательно используемыми?

3.4. Что называется дисциплиной обслуживания?

3.5. Что такое источник заявок?

3.6. Что представляет собой регулярный входящий поток?

3.7. Что такое интенсивность поступления заявок?

3.8. Что представляет собой пуассоновский случайный процесс?

3.9. Что называется распределением пуассона?

3.10. В чём выражается свойство потока «отсутствие последствия»?

3.11. Какой поток называется потоком с ограниченным последствием?

3.12. Какой поток называется рекуррентным?

3.13. Что называется длиной заявки?

3.14. Что представляет собой быстродействие обслуживающего устройства?

3.15. Что называется длительностью обслуживания заявки?

3.16. Что называется интенсивностью обслуживания?

3.17. Какая система называется системой с приоритетами?

3.18. В чём отличие абсолютного и относительного приоритета?

3.19. Как рассчитать среднюю длительность обслуживания заявки?

3.20. Что является мерой загрузки системы?

3.21. Что представляет собой коэффициент загрузки системы?

3.22. Как вычислить пропускную способность системы?

3.23. Что представляет собой время ожидания?

3.24. Как рассчитать время ответа?

3.25. Какой процесс называется длиной очереди?

3.26. Как вычислить вероятность простоя обслуживающего устройства?

3.27. Что представляют собой формулы Литтла?
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