
����� 2. ������	� 	 
��	�
���	� ����� 	 ������� 
 

2.1. ������������� ����
� 
 

����� m �����	
�� (
�
���� ��	�� ����
 �	���	
��� �����������) 
����
 ��
� �����	
�, ���������� � 
������
������, �����	����� ��� ��-
���
���� �
	�	�. � �	��� ����
�� ����	� ��� �����	
� �������
�� � ��-
��� � 
�� �� �
	��, �� � ��	����� ��
�	����, 
	
 ��	����, ���������
�� 
���
���
� 
���� �
	� ��������� �����	
��. 

����� ����������� 
 �	���� �	������� 	�����
��� 	�	���	 �� 
�
��

��� �����	 �����
	�
 �����������
� ���������� �	������� �����-
��� �������	��

�, 
�
��	� � �	�	�� ����	���	��� �	���� �	
���	�
�� � 
�	�
�����, ���������� � ��
��� �������. 

 
2.1.1.  ����	����� 
 
!�� 
���, �
��� ��������"�� ��������� ���� ����� �����, ������ 

���
��� �����	�����, 
�
���� ����� ���������	
��� �	 ���
������ ���� 
��������"�� ��	��.  

Xi, Yi – ����
�����
� 
������	
 i-�� 
��
� �	���� (�	����-��

��); 
Xi⋅Yi ��� (Xi ,Yi)– �
	������ ������������ ��

��	 Xi � Yj; 
(Xi)

2 – «
�	��	
 ��

��	» – ����	 
�	��	
�� ��� 
������	
 (�����); 
xij – ��	����� j-�� 
������	
� i-�� 
��
� ��#�

	 (�����); 
ξi, ηi – �����	����� i-�� 
������	
� ����
�	��
�	 �	���� (
	
 ��-

���"���� ��������); 
m – �	�������
� ����
�	��
�	 �	����; 
X , N – ����� ��#�

��; 

δij – «����
	-������» $����

��	: ��

�
�

�

≠=

==

ji

ji

ij

ij

,0

,1

δ

δ
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2.1.2.  ��%���
	 ���
��
��� �
	� 
 
��� ���%���
��, 
	
 ��	����, ����	�����	�
�� ���������� ���� 
�-

��� �����	
�� 
 ����� 
������
������ �
	��. 
� �	��� ����
�� ����	� ����
������
�� �
	��, 
� ��
� 
���	 ���-

��	
 ����
 ������	
� ��	����� «�	» ��� «��
», ��
 ������� �	����� 
	-

�� ����	 ����
 ������	�� ������
������� ��� �
���	
������� �
��
�. 
�	��� �	�����
�	������ �	��	�
�: �
��
� «�	» ��������	�
 ����� 1, �
-
��
� «��
» – ���� –1, ���� 0. 

� ����	� �����
���� �
	�, 
	
 ��	����, ������
 ������	��� ��	�	-
��� �����	
	 �
�	�	�
 �
����� �������� ��� ���	������ 
��� ��� ����� 

	���
�	. &������� ��

� �����	
	 � '
�� ����	� �����	��	�
�� 
	
�� 



���	���, �
��� �	��
����� ����� ����� �
��

	�� ��
��
���� ���
��
�
-
���	�� �	����� ����� ���
��
�
���"��� ��	�	����� (�	������, ���� 
�����	
 ����
 �
	�� «�����-��
	
-������», 
� ������� ������	
� ��	�	-
���� ��

� –1;0;1,  	 ��
 � ����	� �
	�� «�	���-�������-
������-
�����
������» ����� ����
��� ����
 �
	�	
��� ���������	
� ���	��%-
�����
�� ��

�, 
.�. 0.1;1;10;100). (� ���	�
 �������� ��	����� ����� 
«�	�	�	 �
���
	» �
	�� �����	
	, �� ������������
� ������� ������
� � 
�������� �
	�� � �
���	
������� � ������
������� ��������� ��

	-
�� 
	���
��, �����"���� �
 ���
�����������
� 
 ���
�����������
� 
(
	
 «�����-������»), 	 � �
	�	� � «	�����
��� �����» ������
� ���
�-
������ �	�	�
	��� 
	
���-���� 
	���
�	 (
	
 «�
��
�
���-�	�
����� ���-
��
�
���-������ �����
�
���»). 

)������ �������� � �	
��	
����
�� ����������� ���	�	�
 �����-
���	 ���%���
� �����	����� �
	�. � '
� ����	�, 
	
 ��	����, �� ���	�
 
���� ������
 ������	��� � �	��
����� ����� ��	�	����� �����	
��. 

 
� *�
� �������� � ��
������� – ��� ������	 ������� ���-
��	
 « 
�	��� ������������
�». +�	����� �����	
	 «���
�	� 
��
	�������» � «����	� ��
	�������» ������������
� ������-
���	�
�� �����, ��� «��%
��	� ������������
�» � «��"��	� 
������������
�», ��
� �����	
, �����	�	�"�� ����	�������
� 
��������
�� 
 ������������ �
�	��� ������ �	��	
� �����
����. 
!�� ����������	��� ��	����� �
	�� �����	
	 ����� ������-
�	
��� ��
��	�� ������������ �
	�����	��� � � 
������� ���
� 
��������, �
� �����	
� ����
 �
���	
� �� ���	, 	 ���
���
� ��-
������ ��
�
, ���� ���
������� «����
�	��
�� �������
��» 
�
	��
�� '%%�

���� ���������. � 
 
������	 � ������ �������� ��
�
 ��� �����	����� �
	� �	�
 ���-

������
� ��
���
����� �����
�
� �
��

��� �	���	 �	����, �	������, 
����
��� 
���, �
��� �
	�� �����	
�� ���� �	
���	���� �
���������	-
�� ���� � ������. ���������� ��
���� �����
�� �	
�����	��� %��
���-
�	�	 Q, ��� 

�
<

=
m

ji
ijrQ 22

, 
��� r ij – 
�'%%�����
 �������� 
��������� ����� i-�� � j-�� ���-

��	
��, m – ����� �����	
��, ����� 
�
���� ��
� 
	
 �����	�����, 
	
 � 

������
������. !����
��, �
� �����	����� �����	
�� ��� ���� 
	
��-

� ���	��� ��������� �������� ��

�. ,���	  

2
2

2
2,1

2
1

2 QQQQ ++= , 
��� � Q1 �����
 
�'%%�����
� 
��������� ����� �����	������ 

�����	
	��, ������	"��� ���%���
�, � Q1,2 – 
�'%%�����
� 
��������� 
����� �����	������ � 
������
������� �����	
	��, 	 Q2 – �	�
� %��
-



����	�	, ���
��"	� �� 
�'%%�����
�� 
��������� ����� 
������
�����-
�� �����	
	��. ��������� �� �	����
 �
 ���%���
� � ��
����	��� �	 �	-

��� ���� �������
 %��
����	� Q
~

, ��� 
2
2,1

2
1

2~ QQQ +=  
���
� X(1) – �	��� �����	����� �����	
��, ������	"�� ���%���
�, 

X(2) – �	��� 
������
������ �����	
��, 
i
kc – ������	� ��

	, ���������	� 

k-�� 
	
������ i-�� �����	������ �����	
	. N(i,j) – �	
���	 ����������-
�
� ����� i-�� � j-�� �����	������ �����	
	��, � 
	���
�� ����
� 
�-

���� ����� ���
� ����	 nkl(i,j) �������������� ��������� ��� i-�� ���-
��	
	 
	
������ k, 	 ��� j-�� �����	
	 – 
	
������ l, pi,k – �	�
�
	 ������-
��� k-�� ��	�	��� �����	
	 i, 
�
���� ����
 l i ��	�	���, 

Pi=diag(pi,1;pi,2..,pi,li); �	
����, 
ij
kc – ������� ��	����� 
������
������� ���-

��	
	 j (j∈X(2)) �	 
�� ��#�

	�, � 
�
���� i-�� �����	����� �����	
 ���-
�
 
	
������ k. 
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,    i∈X(1), 
k=1..l i . 

��� '
�� �������	�	�
��, �
� ��� �	���� (�
���	� �����	����� ���-
��	
�) �����	��
����� ��������	�� �	 ��������� ��������� � ���
��-
���	��. !�� �����	����� �����	
�� '
� ���	�	�
, �
� 

0)(
1

=�
=

N

i

j
k ic

, 
1))((

1

1

2 =�
=

N

i

j
k ic

N  ��� ���� j, k; N – ����� ��#�

��; )(ic j
k – 

��	����� �������� ��

� ��� i-�� ��#�

	. ���������� '
�� ������� ���-
��	 ����� ����
��� �������� ������	���	����. 

+�	� ��	����
 %��
����	�	 Q~����� ����������	
��� ����� �� ��-

���� ��	����
��� ��
����	���. !�� 
������
������ �
	� ��	����� ���-
��	
�� � ������
	
� �� �����
��, 	 ��	����� ��
�
 �����	����� �����	-

�� �	��	�	�
�� 
	
������� 
	
�� ���	���, �
��� ��� ���� �	
���	���� 
�
���������	�� ���� � ������ � � 
������
������� �����	
	��, �
� ���-
����
 
 �������� '%%�

����� �	�������
� ����
�	��
�	 �	���� (�	�
� 
�����	
�� �
	����
�� �
	
��
����
� ������� �	�����	 �
 ������). 

 
2.1.3. (�������
	 �	���� 
 
����� 
���, 
	
 ��� �����	
� �
	���	�
�� ����	����� � 
������
-

������ �
	��, �� ������ 	��������� � ���������.  



������ �	��� � �
	
��
����
�� ���	��

� �	����, 
	
 ��	����, ��-
���
�� �	�������� 
��
� �������� ��	����� ���� �����	
�� – �����
����-
�
��� ���
�	 ������������ ���	
	 
���
 �	����.  ����� ������ ����-
��
� ��� 
��
� �	���� �	 ���� � 
�
 �� ��

�� 
	
�� ���	���, �
��� 
���
� ���	
	 �
	�	��� � �	�	�� 
������	
.  

!	��� ������
 ��������
	 – 
� ��
� ������� ���� ��	����� �����	
�� 
�	 ������������ ����� 
	
�� ���	���, �
��� ��	����� �����	
�� ���	�	-
�� � �����
	����� �� �������� ��
���	��. � 
	���
�� 
	
��� ����	 ����-
�� �����	�
�� ���� �� ����������� ������
��. 

� ����������� ���	
� �	���� ��"��
���
 ���
���
� �	��
	���. ��-
������, '
� 
�	��	
��� 
����� �� ��"�� ��������� ���	
	 �	����, �	��-
�	���� ������
�	��	
����� �

��������: 

�
=

−=
N

i
i XX

N 1

2)(
1σ

, 
�
=

=
N

i
iX

N
X

1

1

. 
(	������, �
� ����� � �	��� �������� ��
�	�� Xi �����	�	�
�� ��
-


��	 �	����, 	 �	����
��� – xij: j-	� 
������	
	 i-�� ��

��	. 
� ����	�, ���� �����
	 ����
 ���
	
��� ���������� �� ����	������ 

�	�����������, 
� � �	�� � ���
��� � x  �	������ σ �	����
�� �
��� ���� 

��
�� �
 ����	 
���
 �	����.  

��"��
���
 �	��
	�, �	�	

������"�� �	
���	����� �	����� � ��-
�	
� �	���� 

XXR i
Ni

−=
= ..1
max

. 
(�������
	 ���� �����	
�� �	 R �������
 
 
���, �
� ��� ���	
� 

�	���� �
	���	�
�� �	
������ � �	� ���������� �	����	. 
-��� � 
	���
�� �	��
	�	 ����	�� σ ��� R, 
� ���
��
�
���"�� 

%������ �������	��

� (��������
� �	 «��������� ���������» � «�	 
��������� �	�») ����
 ���: 

σ
XX

X i
i

−=~
, R

XX
X i

i
−=~

, 

��� ii XX ,~
– ����� � �
	��� ��	����� ��

���� �����	
��. 

� ����"�� �	��
	�	 σ , 
	
 ��	����, ���������
�� ����
�� 
�	�
��	 
� ���"���� � ���	
� �	����. �������� '
� ����������� (��. [4]). 

������� – �����	 
���
 G 
	
	�, �
� ������� 
�	��	
 ���
��������-
���� �	��
����� �� ���
�	 ������ ������ �������� �	��
����� �� ��"��� 

���
�	 � �������� �	���� ��#�

��, 
.�. 
22 σ<Gd , ��� 

22 )(
1
�
∈

−=
GiX

GiG XX
N

d
,

�
∈

=
Gix

iG X
N

X
1

. 



�������� –  �����	 
���
 G 
	
	�, �
� �	
���	����� 
�	��	
 �	�-

�
����� 
���
 �� G �� ���
�	 ������ ������ σ 2, 
.�. 
22

max, σ<Gd , ���  

,
�
∈

=
Gix

iG X
N

X
1

. 
 
� $ ���	�����, 
	
�� ����������� �� �����	 ���
��
�
���
 
��
��
����� �����
	������� � 
�	�
��	� � ���"����� – �	-
������, 
���	 ���"���� �����
	����
 �� ���� ������ ��
���
�� 
���	
� 
���
. � 

 
$���� 
���, ���� ��	�	���� ��	����� ��� �	���� �����	
�� ����� 

������ �
���	�
�� ���� �
 ����	, 
� �	����� ��� 
	����� �� �����	
�� 
�������
� ����
������ �	��
	�. !�� 
	����� �� �����	
�� ����� ����
� 
���� ������
�	��	
����� �

������� � �	�����: 

�
=

−=
N

i
jijj xx

N 1

2)(
1σ

, 
�
=

=
N

i
ijj x

N
x

1

1

, jij
Ni

j xxR −=
= ..1
max

, 
��� xij – ��	����� j-�� �����	
	 �	 i-�� ��#�

�. $	
 ������
	
, �����	-

�� %������ ��� ��������
� �	 «��������� ��������� ��� 
	����� �� 
�����	
��» � «�	 ��������� 
��»: 

j

jij
ij

xx
x

σ
−

=~

, j

jij
ij R

xx
x

−
=~

. 
.
� ��������
� �� �����
�� «���
�������», 
� ��
� ��� ����	�
 

���	
� �	���� � ��
�
���� �	��	������� �������, � ��
�
���� – ������, 
�
� � ��
�
���� ����	�� �����
�� ���	
������, 	 � ��
�
���� – �	���	�
 
�
��

��� �	���� (��	����� �	��
�����). ,	
	� ��������
	 %	

����
� 
'
���	���
�	 ������ ���������� ��
������� ��
��
�, � 
�
���� ���� 
�����
 ����. 

(	
����, ������
 �������
�, �
� � 
	���� �� 
������
������ ���-
��	
��  ����
 ��
� ����	�� �"� ��	 �	��
	�	 – '
� 
�����
� � �����
 (�� 
�	���� 1.1), � ����"�� 
�
���� 
	
�� ����� «�����	�����
�» ��	����� 
'
�� �����	
��. 

 
2.1.4. ����� ��
��
� ��� ����
�	��
�	 �	���� 
 
/��	� ��������
	 �	���� �������
 
 
���, �
� �������
�� ��	��-

��� �	��
����� ����� 
��
	�� �	����. .
� ����� ��
��
��	
� 
	
 ����� 
��
��
� ���� �� ��	������ � ������� ��
�������. ����� ��
��
� ����-
�
�� �	���� �����
�� � ����� ��
���
� 	�	���	 �
��

��� �	����. 

��	�	�	 ������ ����
�� �����	� ����� �����	
�� � �����	� ���-
������� ����� ��#�

	��. 

0	
���	 ����� – 
�	��	
�	� �����
�����
	� �	
���	 �	����	�� m×m 

��	 «�����	
-�����	
», ��� �	 ����������� i-�� �
��
� j-��� �
����	 �
�-



�
 ���	 «��	�������	����
�» i-�� � j-�� �����	
	. �	��� ���������� ��-
��� ����� 
������
������ �����	
�� �����
�� 
�'%%�����
 
��������� 
������	, 
�
���� ��������
�� �� %������ 
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−

=
N

i
jijkikkj xxxx

N
s

1
))((

1

1

. 
� ������
	
� �	
����� ����� �
	����
�� �������	������ �����	� 
 

�
�
�

�

�

	
	
	




�

=

mmm

m

rr

rr

R

...

.........

...

1

111

. 
 
� � ����	� ���������� �����
���� � �����	����� �
	� ����
 
�������
��� ������ ���� ����� 
	
�� 
	
 
�'%%�����
 �	���-
��� 
��������� ��� ���������� ����� ����� �����
����� 
�����	
	�� ��� ������	����� 
�'%%�����
 
���������, ���-
�������� ��� ��������� ����� ����� �����
���� � 
������
-
������ �����	
��. ��������� 	�	��� '
�� 
�'%%�����
�� 
�������� � [28] � 

 
0	
���	 �	��
����� – 
�	��	
�	� �	
���	 �	����	�� N×N 
��	 «��#-

�

-��#�

», ��� �	 ����������� i-�� �
��
� j-��� �
����	 �
��
 ���	 ��	-
������
� ����� i-�� � j-�� ��#�

��: 

 

�
�
�

�

�

	
	
	




�

=

NNN

ij

N

dd

d

dd

D

...

......

...

1

111

. 
 
!�� 
���, �
��� �������� dij ����� ����� �	��
����� ����� ��#�
-


	�� � ����������� ����
�	��
��, ����������, �
��� ��� ���� i, j = 1…N 
����������� 
�����	���: 

1. 0	
���	����� �����
�� ��#�

	 � �	��� �����: 
ij

Nj
ii dd

..1
min
=

=
. 

2. ,�����	��� �����
���: dij = dji . 
3. ���������� ���	����
�	 
���������
	: dij ≤ dik + dkj . 
 
-��� �������	� ���	 ��	������
� ����� ��#�

	�� 
	
��	, �
� ��-

������
�� '
� �������, 
� ����� �	���	
� D �	
����� �	��
�����. 
 
� !	���� ����
 ��
� ������� �	�	�� � ���� �	
���� ����� ��� 
��	������
��. ,���	 �����
	�
 �	�	�	 �� �	�	���� �	
���� 
����
	����
� � 
	
��-���� ������ �������� ������
�� 
���
 
�	���� 
	
�� ���	���, �
��� ��� ���� �	
���	 ����	����
� 



��� ��	������
�� ����� �	�	���� ��� (
���� ��� ���������-
��). � 

 
��	���� ���������� �	��
����� ����� ��#�

	�� ����
 ������ ��-

��������
��� � �	�������
� �
 �����%�
� �	�	��. -��� 
	
�� ��	���� �	-
�	��, 
� ������
, �
� � ����
�	��
�� �����	
�� ������	 ��
��
	. 1	����
-
��� �	������� ��	���	 ��������� �	��
�����: 

I. ������������ �������: 
!�� 
�	��	 
�	��	
����� ��
��
 
�	��	
 �	��
����� ����� ��#�

	-

��  �����
�� 
�	��	
����� %����� �
 �	����
�� ��	����� �� 
������	
: 
 

)()( ji
T

jiij XXGXXd −−= , 
��� G – �����
����	� ������
����� ����������	� �	
���	.  
 
� 
	���
�� �	
���� G �	����	�� m×m ����� ����	
� 
	) ��������� �	
���� G = E, � ������
	
� ���� �����	�� ������� 

��
������ �	��
����� 

�
=

−=
m

k
jkikij xxd

1

2)(
; 

�) ��	���	����� �	
���� G = diag(g1,g2…gm), � ������
	
� ������� 
���������� �������� ��
��
� 

�
=

−=
m

k
jkikkij xxgd

1

2)(
; 

�) �	
����, ���	
��� �������	������ �����	� G = S-1 : 

�
�
�

�

�

	
	
	




�

=

NNN

ij

N

ss

s

ss

S

...

......

...

1

111

, ��� 
�
=

−−
−

=
N

k
jkjikiij xxxx

N
s

1
))((

1

1

, 
�
� �	�
 ��������
����� �������.  
� 
��	��	������� �	
����� ����	�� ����
�� ���������� ��������� 

���	
	 
���
.  ���� '��������	 �	������� �����
�� �	��	������ ����
-
������ ��

���� S (���
���
� S-�����
����	� �	
���	, 
� ����
������ 
��

��	 ���	���
 ������ ��
����	����� ���
��� ��

����), ����� ���� 
�����	�
�� �	����� ��	������ ���
��
�
���"�� ����
������ �����. 

 ��������
�� �	�	�	��������� ��
��
� �����
�� 
�, �
� � ��� '�-
������� �	������� 
���
 �	���� �����
�� �	��� � ��������� �	������. 

 
 ������� ������"��
��� ���������	��� 
�	��	
����� ��
��
 ����-

�
�� 
�
 %	

, �
� ���������	� �
 
�	��	
	 �	��
�����, ����������� � 
	-

�� ��
��
� �����
�� �������� %��
���� �
 
������	
 ��#�

��, �
� ��-
��
 ��
� ���������	�� ��� ������� �	������� �	�	� (�	������, �	�	� ��-

����	���). 



 
II. ���	��� ��� ���� �������: 
 
	) ��������� ������� ��� �	��
����� 0��
���
���: 

�
=

=
m

k
jikij XXId

1
),(
, 

��������
�� ��� ��������� �	��
����� ����� ��#�

	��, ������	�-
���� � �����
���� �
	��; Ik(Xi,Xj) – �	����	 � �����	� ��	�	��� �� k-��� 
�����	
� � ��	����	���� ��#�

�� c ��

��	�� Xi � Xj; 

�) 1	��
����� *'�����	 

�
=

−=
m

k
jkikij xxd

1  
�	"� ����� ��������
�� ��� ��������� �	��
����� ����� ��#�

	��, 

������	����� � ����
������
�� �
	��. ,���	 �	��
����� *'�����	 – 
����� ������	�	�"�� ��	����� �����	
�� � �	���	
���	���� i-�� � j-�� 
��#�

	�. 

�) �	��
����� $���������	 
ppm

k
jkikij xxd

/1

1 �
�




�

�
�

�

�
−= �

=  
�����
�� ����"����� ��
������� ��
��
�. ,	
, ��� p = 1 �����	�� 

��
��
� *'�����	, ��� p = 2 – ��
������ ��
��
�, ��� p = ∞ – ��
��
� 
«�� �	
������ ������»: 

jkik
mk

ij xxd −=
=

max
}..1{  

��� '
� ��
��
�  �����
	�
 
����	����� ����"����, ���� �������-
��
� ��������	��� � ���	�� � 
���	 �����	�� ���������� ������
��, 
���������� *'�������� � ���������� ��
��
� $���������	. ���	 ���-
��	
�� ������	�
�� ��� � ����"�� ����
�� '����
����
�� ��
����, ��� 
�	�
�	��	�
�� � ����"�� �����	����� �������� (��., �	������, [4]). 

 
III. !������� ������� 
 
1��	���	 ��
��
	 �����
�� ����"����� 
�	��	
����� ��
��
� � ���-

�	� 
�������� ����
�	��
�	. � ��� �	�	�
�� 
�	��	
����� �	��
����� ���-
�� ���
������ ����
��� 
��
	�� 

�=
ji

jiij ddgds
,

ξξ
, 

��� idξ
, jdξ

– ���
������ �	��� ����	"���� 
������	
, gij – ��
��-
���
�� 
�����. +�	����� gij �	����
 �
 
��
� ����
�	��
�	, � 
�
���� ����-
���
�� �	��
����� ����� ���
������ ����
��� 
��
	��. ,���	 �	��
����� 



����� ��#�

	�� �������
�� � ����"�� ��
���	�	 �� 
�	�

���� �, ��-
��"� ������, �	����
 �
 �����	 
�	�

����, ��������"�� ��	 ��#�

	 

�=
L

ij dsLd )(
. 

-��� �� �������	�	��, �
� �	��
����� �������
�� �� 
�	
�	����� 
��
�, 
� ����� ���� 
�	�

���� L �����	�
�� 
	, ��� ���������	��� 
�
�-
��� �	��
����� �
	���	�
�� �	�������� 

)(inf Ldd ij
L

ij =
. 

,	
	� 
�	�

���� �	���	�
�� ������������� � ���	�
 ����, 	�	�����-
��� ������ � ��
������� ����
�	��
��. 

�������� ���
���
� ����
�� ����� ���	����� ��
��
 

	) ))(),...,(),(( 2211 mmij fffdiagg ξξξ= , ��� f1(ξ), f2(ξ), f3(ξ) – ����
��-
��� %��
��� ������ 	������
	. �� ��"��
�� 
	
	� ��
��
	 ����
 ��
� 
������	���	�	 � ��
������ ���������� ������	���	���� 
������	
 

)(1'
iii f ξξ −= ; 

�) 
��%�����-����
	� ��
��
	 

ijmijg δξξξγ )...,( 21= ,  
��� δij – ������ $����

��	. 
� ��"�� ����	� '
	 ��
��
	 �� ����
 ��
� �����	"��	 � ��
������ 

��	�� �� ���� ����
�	��
�� ��
	
�� ���������� ������	���	���� 
���-
���	
. -� ����� ���
��
 � 
��, �
� �	��
	�, � ����"�� 
�
����� ������-
�
�� �	��
�����, �����
�� �
 
��
� 
 
��
� ����
�	��
�	. 

 
2.1.5. (	�
���
	 ��
��
� 
 
��� ���������	��� ���������� ��
��
 ��
	�
�� ��������������� 

���	 �����	
��. 2����	 ������� �	�	�� ��������
 ������
� 
� �����	
�, 

�
���� �����
�� «����� ��	������» ��� ��������� �	��
����� � �	��	-
��
� ��� '
�� �����	
�� ��	����� �����. -��� ��
	
�� �������
������ 
�����	����� ��
, 
� ��� �	�
���
� ����� ����
 ��
� ���������	�� ��
�-

���� �����	����� ������. �������� �������: 

 
1) 3�	�
����� 
�	��	
����� ��
��
�: 
 
1	����
��� ��
��
� 

)()( ji
T

jiij XXGXXd −−= , 
dij – �	��
����� ����� i-�� � j-�� ��#�

��. 
�������, �
� det G = 1. ,	
�� ����� �� ���	�
 ������
	
� ����� ��-

"���, �� ��� ���������	��� ��������
 �� �	���	
���	
� �������, �
��-
�	�"���� ���� �
 ����	 
���
� ������	���	���� ����
�
�� (�	��������� 
�	�
������� �� ���� ����). !����
��, �
� �	 �	���� ��#�

�� ��� ��"�-



�
���
 ����������	� ���
��	 �
������� – ��#�

� �	���
� �	 k ��������-

	�"���� 
�	����. ������ �	
���� ���
��
�	������� �	�����	 W: 

 

� �
= ∈

−−=
k

i

T
mlml

iKmXlX

XXXX
N

W
1 ,

))((
1

, 
 
��� T – �����	����� ����	��� 
�	���������	���, Ki – �����	����� 

������
�	 ��#�

��, ����	����	"�� i-��� 
�	���. 
-��� ����	
� G = αW-1, α – �������� �����
���, 
� �����	����� 

(����� ���� 
�	��	
����� ��
��
) �
	���	�
�� �������	 ���
��
�	������� 
�	�����	 

� �
= ∈

=
k

i
ml

iKmXlX

XXdw
1

2

,

),(
,  

��� ),(2
ml XXd – 
�	��	
 �	��
����� ����� l-�� � m-�� ��#�

��, 

�
� �������
 
 
���, �
� 
�	��� �
	���	�
�� �	
���	���� 
���	

-
���� [4]. 

-��� �	������� �	 
�	��� �� �	�	��� ���	�	����, 
� �������	 
	
	� 
�	�
���
	 ��
��
�, ��� 
�
���� �	���� ����
 �	���
� �	 k 
�	�
���� 
«�	������ 
��
�	�
��». 2
��	������� 	�����
� ���
��
 �� ���� %	�: 

4	�	 1. ��� %�
�����	���� ��
��
� G(t) ���������
�� �	������� 
������
�	 �	���� �	 k 
�	�
���� 
�� ��� ���� �������� (��, �	������, 
[1,30]). &���� 
�	�
���� �	�	�
�� � �	�	�� �	��
� � �	��� �� �����
��. 

4	�	 2. �� ���������� 
�	���%�
	��� �
���
�� �	
���	 ���
��
�	�-
������ �	�����	 W � �����
�� ��
��
	 G(t+1) = (W(t+1))-1. 

5	�� 	�����
�	 ���
����
�� �� 
�� ���, ��
	 �
����
������ ����-
����� ��	����� '�����
�� G �� �
	��
 ������ �	�	����� ����	 ε. 

��� ���������	��� ���������� ��
������� ��
��
� ���������� ��-
��� ����
 ��
� ����"���. � 
	���
�� �� ��	����� ����� ����	
� 

1−= kkk wg α , ��� wkk – k-�� ��	���	����� '�����
 �	
���� W, α – �����-

���"�� �����
��� (�	������, ��� 
∏=
k

kkwα
�����	�� �	����
�� 

det G(t) = 1 ). 
 
2) 2��������	��� �	�
����-����	�"�� ������
 
 
&	�
���� ����	�"	� �����
	 (& �) – ������
�� �	� ��#�

��, �
-

����
����� 
�
���� �����
��, �
� ��� ����	����	
 ������ 
�	��� [4]. -�-

��
����� ���
	
� 
	
�� ��#�

� ����
���.  

������ 	�	��� �	
���� ���
��
�	������� �	�����	 ��� & �: 
 



�
=

−−=
"#$

"#$

n

i

T
iiii XXXX

n
W

1
2121 ))((

1

, (X1i, X2i – i-	� �	�	 �� & �). 
 
-��� W ����������	, 
� ��
��	����� ��
��
� �������, �����	� 

1−= WG α , ��� α – ��������"�� �����
���. 
+	�	�� ����� �����
�
�, ��������� ���������� ��
������ ��
��
� � 

�����	� 
 

),...,,( 11
22

1
11

−−−⋅= mmwwwdiagG α , 
∏=
i

iiwα
. 

 
3) 0	
�����	��� 
���������. 
 
1	����
��� ���	���� ��
��
�. 0���� ����
	
��� ������	
� ��� 

%��
��� fi(x) 
	
�� ���	���, �
��� �����	
� �
	�	���� �	
���	���� 
�
���������	��. � 
	���
�� 
��
����, �� 
�
����� �"�
�� ������	���	-
���, ����� ���������	
� �������� 

�
<

=
m

ji
ijrQ 22

, r ij – 
�'%%�����
 
��������� ����� i-�� � j-�� �����	-

��. 

4��
��� ����
 ��
� ����	�� �� ��
�
����� ������
�	 ����
����� 
������	���	���, �	������, ������	���	��� )�
�	-$�
�	 [4]: 

 

��

�
�

�

==

≠−=

0,ln)(

0,/)1()(

ii

ii
i

i

xxf

xxf

α

ααα

 
 
��� ����� ��"�� �����	�	��
�����
�� ������
�� 
 

��

�
�

�

=−=

≠−=

0),ln()(

0,/)()(

iii

iii
i

i

xxf

xxf

αβ

ααβα

. 
 

,���	 ),,...,,,,( 2211 mmQQ βαβαβα= � 
��
���� Q  ����
 ��
� �	
-
���������	� �� �	�	��
�	� αk, βk, k=1…m. 

 
4) $��
�	�
����	��� �
��

��� �	���� 
 
1	����
��� 
	
�� �	��	�
 ���	����� ��
��
�, � 
�
���� ���
���
� 

�	���� �
	�	�	�� �� ���
� �	��������� ���, �	�����
, �
��

��	 ���"�-
��� �
	�	�	�� �� ����� 
��
�	�
���. 



.�����
 ��#��	 ���	���	 ����
�	��
�	 ��������
�� �� %������ 
ndxdxdxgdV �

21= , ��� g  – ��������
��� �	
���� ��
�����
��� 
�����	. 
 ����� ��������	���� �	 ���� 
��
� ���
���
� �	����������� �	�-

��� � �������� ����
�	��
�� � ����"�� 
	
��-���� ���	�	��
�����
�� 
����
�. (	������, ���
�  

 

�∏
= = �

�




�

�
�

�

� −
=

N

i

n

j

i
jj

n

xx
K

X
x

1 1 66

1
)(ρ

, 
 
��� K(x) – ��
�
��	� %��
���, ������
�����"	� ������� 

�
∞

∞−
=1)( dxxK

, �	������ 
)exp(

1
)( 2xxK −=

π , σ - �	���� «���	�
� �������», 

�
���� �����
�� ��������� �	�	��
��� ��� ����
 ��
� ������ ��
��	-
�� ���	�	��
�����
�� �
	
��
�
�. 

!����
��, � ����� ����
�	��
�� ���
���
� �	����������� ����
 ��-

�
����	: 0ρρ = . (	������, ����� ����	
� V/10 =ρ , ��� V – �������� ��#-
�� %	������ ����
�	��
�	 �	���� (
�
����, ��������, 
������). 

�������, �
� ��
��
	 ����
�	��
�	 ����
 
��%�����-����
�� ���:  
 

�=
ij

ji
ij dxdxxds δγ )(2

,  

��� )(xγ - 
��%������ �����
���, �	����"�� �
 
��
� x. !�� 
���, �
��� 
���
���
� �	���� � ����� ����
�	��
�� �
	�	 ���
������ (����
 ��
� �	 
��
�������� ��	������ ���	�
��), ���������� ����	
� 

n

x
x

/2
0

)(
)( ��
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�=
ρ
ργ

. 
� ������ �
�����, �����	� 

α

ρ
ργ ��




�
��
�

�
=

0

)(
)(

x
x

, α > 0 
�����	�� ��
��
�, � 
�
���� ���"���� �	���� �������
 
�� ����� 
��-

�	�
��, ��� ������ �	�	��
� α. 0	��� �	��
����� ����� 
��
	�� 
�	���� � 
	
�� ��
��
� �
	����
�� �"� ������, ������� – ������. 

 
2.1.6. ���������� �	��
����� ��� �	���� � ������	�� 
 
 
������� ��	����� 
������	
 
���
 �	���� ����
 �
	�	
��� ���� 

�����
��������, ���� ����"� �������
����, � 
���	 ��#�

 � ��������-
��� ����
�	��
�� �	�� �����
	���
� �� 
��
��, 	 ������ ��� ��������-
�
��
��, �	�	�������� 
������	
��� ����. $	
 ������
� �	��
����� ��-
��� ��#�

	�� � 
	
�� ����	�? 



)���� �������
� 
	
�� �	��
����� 
	
 �	��
����� ����� ���
��
�
-
���"��� �����
�����
��� ���	�	�� (����� 
��
�� � ������, 
��
�� � 
����
��
��, ������ � ������ � 
.�.) � ������
	
� ������� ����� ����
�� 
��	���� ���������� �	��
����� ����� ��#�

	�� � �����"������ ��	-
������� �����	
�� – ���������� ����������� � ��� ���������������, � 
������� �������� ��������� � �
%����� �������� ������� �. 2���� 
����	��, ��� ������
� ���� � %�����	� ���������� �	��
����� 
� ��	-
�	����, 
�
���� �� ����
 ��
� ��������� ��-�	 
���, �
� �
������� ��	-
����� �����	
�� �������
��, ����
� ������
	�
��. 

��
	���, �
� '
� 
	
. !����
��, ��#�

 ����
 ������"�� ��	����� 
�����	
�� 

),..,@,,,..,,( 1121 mkkX ξξξξξ +−= . 
+�	�
�� @ �� �����	���� �������
��� ��	����� �����	
	 ξk. ���
� 

X(k) �����	�	�
, �
� � ��#�

	 X �������
�� ��	�����  k-��� �����	
	, 	 
X0(k) �����	�	�
 ������"�� �	��� �����	
��: 

),..,,0,,..,,()( 1121
0

mkkkX ξξξξξ +−= , 

� ��
� k-�� ��	����� �����	
	 �	������ �����. 
,���	 �����
�����
�� ���	�, 
�
���� ����� �����
	��
� ��#�

� 

X(k) – ����	� 

tekXX k+= )(0
, ��� ek  – ��������� ��
 k-�� 
������	
��� ���. 

���
� ��	����� �����	
�� ��#�

	 Y �����
�� ������
��. ,���	 �	�-

��� 
�	
�	���� �	��
����� �����  X  � )...,( 21 mY ηηη= : 

( )( ) 02 =− YX
dt

d

 �  ( ) 0=− keYX   �   kkYet η== . 
.
� ���	�	�
, �
� ��� ���������� �	��
����� �������
��� ��	����� k-

�� �����	
	 � X ���������� �	����
� ��	������ k-�� �����	
	 Y. (� 
���	 

( ) 200202 ))()(())(( kYkXYkXYX k −=−−=− η , 

� ��
� ��� ���������� �	��
����� ����� ����
� ����	���
� 
 ���� 

��	����� k-�� �����	
	 ��#�

�� X � Y. ,���	, �	������, � ����	� ��
��-
���	 �	��
����� �����	�� %������ ��� ���������� �	��
����� 

�

≠
=

−=
m

i
i

iiYXd

@
1

2)(),(

ξ

ηξ

. 
1	����
���, �
� ����
, ���� � ��#�

	 Y �������
�� ��	����� l-��� 

�����	
	. ,���	 

selYY l+= )(0
, 

( )( )
( )( )

( )
( ) ��

�
�
�
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=−+−
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�
�
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stekX

stelY

eYX

eYX

YX
ds

d

YX
dt

d

kll

klk

l

k

δ

δ
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-��� lk ≠ , 
�  kt η= , ls ξ=  � �������� 
 
�� �� ��
�	���, �
� � � 
����	� � 
��
�� � ������. -��� lk = , 
� st =  � 

( ) ( )2002 )()( kYkXYX −=−  � ����� �� ����
� ������
	�� �������
��� 
��	����� �����	
	. 

���������� 	�	������� ���
��
 ���� � ��"�� ����	�, 
���	 � X, � Y 
������	
 ������������ ����� �����"����� �����	
��. 

,����� �������� 
 ����	�, 
���	 � Y �����
�� ��� ��	����� �����	-

��, 	 ��� X �������
�� ��	����� k-�� �����	
	, �� �����
��, �
� ��� ����
 
� ��	�	���� [ak,bk] (��#�

 �����
	����
�� �
���
�� ������). ,���	 
��	���� ���������� �	��
����� ����� X � Y �
	��
�� ������"��: ���� 

],[ kkk ba∈η , 
� 
	
 � ������ ������
	�� ��	����� �����	
	, ��	��, ���� 

kk a<η , 
� ���	�	�� kk a=ξ , 	 ���� kk a>η , 
� kk b=ξ  � ���
	�� �	��
��-
���. 

 

2.1.6. 7�	��
����"�� �	���� 
 
��������� �������	��

� �	���� ����
 �	
���	
��� �� 
���
� � 

��������
� �	���� � ������ ��
��
�, �� � � �����	��	������� ������-
��� �	��
����� ����� 
��
	�� ��� ������
��	��� ������������ ������-
���
�� �
��

��� ���	
	 
���
. 

1	����
��� ������������ � ��	�� I �	��	�
 ������	���	��� �	���� 

	
 ���	
	 ��	��
����"�� 
���
. �������� 
	���� 
��
� Xi  «�	���» mi. 
«,������� �����
	��
���» 
�	����, �	������, ����
 ���
� ������� �	�-
�� �� ��	������ � �������. � �	��� ����
�� ����	� ��� �	��� �	���. 

)���� ���������	
� ��
������ ��
��
� ��� ��������� �	��
����� 
����� 
��
	��, 
���	 

2)( jiji XXXX −=−  
������ ��
����	� ��	�������
��� ����� 
��
	�� Xi � Xj. 1	����
��� 

����
�� ����	� ���
�	����� ��� � �����������, �
� ��
����	� �� �	��-
��
 �
 ������� 
���
 i � j: 

( )jiji XXXX −= ϕϕ ),(
, 

ϕ (r) – ��
����	���	� %��
���, �	����"	� 
���
� �
 �	��
����� ���-
�� 
��
	��. ,���	 '������ ��	�������
��� �	�� 
���
 

( )jijiij XXmmU −= ϕ  
� ����	��	� '������ 

( )�
≠

−=
ji

jiji XXmmU ϕ
2

1

. 
,���	  
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−′
=

∂
∂
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�

≠

≠

ϕ

δδ
ϕ

. 
)���� ���
	
�, �
� ���
	� �	�
��	 �����
�� � ���
�� �����, 
	
 �
� 

������� �������� �	��
�� ������. ,���	 ��	������ �������� �
	���	�
�� 
������� �����
	: 

k

i

X

U

t

X

∂
∂−=

∂
∂

. 
���"� ����� ���	
� '
� ��	������ �� ����� .����	, �
� �	�
 ���-

���"�� �
��	������� %������: 

t
X

U
XX

i

t
i

t
i ∆

∂
∂−=+ )()1(

. 
5	� ∆t ������ ��
� ���
	
���� �	�, �
��� ��������
� 	��
�	
���
� 

�������. 
,����� ��������, �
� �	�	 �������	� �	���� �����	 �	����	
���, 

�
��� ��������
� ���
������ ���
���
� �	����. .
��� '%%�

	 ����� 
���
����
� ����
�� ������������
�� �	���� �	 ������	�	����� ��#��. 
!�� '
��� ����� �������
� ����� %	����� ��#�� �	���� V(t+1) – ��#�� 
�������������� �	�	����������	 �� �
����	��, �	����� ��	�	���	� ��	-
����� �����	
��. ,���	 �����	�� �
���	
������ �
��	������� 	�����
�: 

5	� 1. !������� �	�
�� 

t
X

U
XX

i

t
i

t
i ∆

∂
∂−=+ )()1(

 
5	� 2. ������������
	. 
(	 '
�� �	�� ����� ��������
� ��	 �	��	�
	: 
1) ���
������ (�	�������� ���������
 ����	
��� �� ���� �	��	���-

����): 

( ) )1(
/1

)1(

)0(
)1( +

+
+ ⋅�

�



�
�
�
�

�
=

′ t
i

m

t
t

i X
V

V
X

, ��� V(0) – �	�	����� ��#�� �	����. 
� '
�� �	��	�
� �������� «���	���	���» ��������� �	���� ����� 


	
���-
� �	��	������ (�	�	���������� ����
 �	�	
� �����	������� ��-

����	
���). 

2) �����
������ (�	�������� ���������
 
	
, �
��� ����	��
� %��-
�� ��������� %	������ ��#��	) 

( ) )1(
)1(

)0(
)1( +

+
+

∆
∆

=
′ t

ikt
k

kt
ik xx

, 

��� 
)(t

k∆ – ��	�	��� ��������� ��	����� k-�� �����	
	 �	 �	�� t. 



 
,����� �	����
��� ��
�
���� �	��	�
� ��
����	����� %��
��� 

ϕ(r): 
1) ���
�����
�� ��
����	� ��� �����������
� 

2
)(

ε
αϕ
+

=
r

r
 

-��� α < 0, 
� �	���� ���
����	�
�� � �� 
�	�
���	� �
��

��	 �
	-
����
�� ����� 
��
�	�
���, ��� α > 0 – �

	�
��	�
�� � �	����������� 
�
	����
�� ����� �	��������� (�� �
������� ������
�	 ��� '
�� �	��-
�	�
�� �� ����
�� ������) . 1����������"	� ���
����	� ε2 ����	 ��� 

���, �
��� 
��
� �	���� �� ����
��	�� ����
�� ������� ������"���� 
(�	 ������	 �����
	 ∆t) ������ r = 0. 

2) ��
����	� ������� ��� 

2
0)/exp(

)(
ε

αϕ
+
−

=
r

rr
r

. 
����� ���
������ r0 – '%%�

����� �	���� ��	�������
���: �	 �	�-

�
������ ������ r0 
��
� �	���� ��	

����
� «�� �	���	�
» ���� ����	. 
3) ���������	��� ������ �
������� �	�������
�� 

2
)(

ε
αϕ β +

=
r

r
. 

,	
, ��� ������������ ���
�����
��� ��
����	�	 2
1−= mβ

 . 
 
2.1.8. /�
	����� �
	
��
�
� 
 
1	����
��� �
�	
�� ���� ��
	����� �
	
��
�
, 
�
��	� 
��� ����
 

��
� ���������	�	 ��� ���	��

� �	���� ����� ����������� �������� 
����	���	���. 

������� k-�� ��#�

, 
�
���� ����
 ���	
� ���� �	������. �������� 

 ����� ��

����� ���������� r’  = r – rk , ���, �
� 
��� �	��� – �
���
��-
���� �	���� 
	
, �
��� k-�� ��#�

 �
	�	��� � �	�	�� 
������	
: 

kpp XXX −='
, p = 1…N. 

,����� ������ 
�	��	
����� ��
��
� 
T

jpkjpjpk XXGXXXXd )()(),(2 ′−′′−′=′′ , 
Gk – ������
����� ����������	� �����
����	� �	
���	. -� 
�'%%�-

����
� 
)(k

ijg ����
 ��
� �	�
����� �� �	������� �����	�����. �������� 
��	 �	��� ����
��: 

1)  �
����	��� �	�������� 
�	����. $�'%%�����
� 
)(k

ijg �	�
�	��	�
�� �� ������� �������	 %��
����	�	 



min
),0(

),0(

→
′

′
=

�

�

∉′

∈′

kwiX
ik

kwiX
ik

Xd

Xd

J

, ��� wk  – 
�	��, 
 
�
����� ���	�	���� ���-
�	����	� ��#�

 Xk. 

,	
�� ���	���, ��#�

� 
��� �� 
�	��	, �
� � Xk, �
	���	�
�� � ��-
����
	
� ����� 
 �	�	�� 
������	
 (��� �	����
�� Xk), ��� ��� ��
	����� 
��#�

�. 

2) (���	���	��� �	����������� 

0	
���	 
1−= kk WG , ��� 

( )�
=

′′=
m

i

T
iik XX

N
W

1

1

. 
-��� �	
���	 Wk ����������	, 
� Gk ��"��
���
 � � ������
	
� �	�-

���������� ��

���� iX ′  «� 
��
� ������» kX ′ ����
 �������
� ������� �	 
����	�����. 

!�� ������� �������
�� �	�	� ����� �����
�
� Gk, ����	� �� ��	-
���	����� (��
��
	 �
	��
�� ���������� ��
�������): 

� ′−′=′′
i

jipikijpk xxwXXd 22 )(),(
, 0≥kpw . 

,���	, �	������, ��� ����	���	��� �	����������� ����� ����	
� 

( ) 1−= iikki Ww , ��� ( )iikW – i-�� ��	���	����� '�����
 Wk. 
���
������� ����
�	��
�� �����	
�� ����� 	�	�������	
� (� ����	-

�������	
�) ������ ��
��	�� 	�	���	 ����������� �	����. � ������
	-

� �� ������� ����	��� �	���	 �	���� «� 
��
� ������» ��#�

	 Xk. 
�
��� N 
	
�� ����
�	��
� (� �����	� N ����	���) � ��	����	� �� ����� 
�����, ����� ����	
� �������� ������ �� �
��

��� �	����. 1	�����
��, 
��� '%%�

������ ��	������ N ������
	
�� ���	��

� ���������� 
	
��-

� ���	��� 	�
��	
������	
� '
�
 �������, ���	�	� ��� «����� ��
	
�
» 
������
	
�� ��	������. 

!����� ������ ���
��
 � 
���
������	��� ������ ����
�	��
�	, 
�
�-
��� ������������ ���	��� «����"	�
» ��� ���
������� ����
�	��
�	. 

!����
��, ���
����� N ��
��
 ),( jik XXd ′′ , k = 1…N. ,���	 ����� �	��-
�	
� 
	
�� �	
���� ��	������
��: 
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, 
 



��� �	 ����������� i-�� �
��
� � j-�� �
����	 �
��
 �	��
����� ����� i-�� 
� j-�� ��#�

�� � ��
��
�, ���
������� ��� i-�� ��#�

	. ���
���
� ��� 
�	������� ��#�

�� ����
 ���
����� �	������� ��
��
�, 
� ��� '�����-

�� �	
���� D ����
 �� �������
��� ������� �����
������
� 

( ),(),( ijjjii XXdXXd ≠ ) � ���	����
�	 
���������
	 ( ),( jii XXd ����
 

��
� ������ ),(),( jkkkii XXdXXd + ). ��'
��� 
	
	� �	
���	 �� ����
 
�	������ �����
� �	
����� �	��
�����. 

��������� ��
�	��
� �
	�	���� �	�������, ����� ����� 
�	�� 
	
 
�	���	���� d(s)-��
��
: 

bddsaXXd jkikji
s +⋅= )](),([),()( ϕϕ , k = 1…N, 

��� dik, djk – '�����
� i-�� � j-�� �
��
 �	
���� D; ϕ(x) – ����
���	� 
%��
���, �	������,  ϕ(x) = x ��� ϕ(x) = rank(x) – ������	���	��� 
 �����-

���� �
	��; s[…,…] – ���	 ������� ���� ��������	
������
��; a, b – 

���
	�
�, ��	����� 
�
���� ������	�
�� � ����� �	��
	�����	��� � 
���������� ��
�����
�� 	
����� ���	����
�	 
���������
	. ,���	 �	�-
�
����� ����� ��#�

	�� � d(s) ��
��
� ����
 ����� ����� – '
� �	������ 
���� ��������	
������
�� ����� – ���� �	��
����� �� ��#�

	 Xi � ��
��
� 
di � ���� �	��
����� �� ��#�

	 Xj � ��
��
� dj.  !������ ����	�� – '
� 
���	 �����
�	 ���� �����
	������ �	���� – � 
��
� ������ ��#�

	 Xi � Xj. 

� 
	���
�� 
��
��
��� �	��	�
�� d(s)-��
��
 ����
 ��
� ���������	-
��: 

 
d(d)-��
��
	: 

[ ]�
=

−=
N

k
jkikji

d ddXXd
1

2)( )()(),( ϕϕ
 

�����	�	 �	 ����
�� ��
������� %������ ��� ��	������ ��������	-

������
��.  �	 	�
��	
����
� ���������	�
 ���������� ������� ���-
��
������
� � ���	����
�	 
���������
	, ���	
� ���������
 ��
�
���� 
�	���� ���������
� ����� ϕ(dik) � ϕ(djk). 

 
d(s)-��
��
	, �����	��	� �	 �
	��	�
��� ���	� �����: 

2

1
),()( ij

ji
s s

XXd
−

=
, 

��� � 
	���
�� sij, ����� ����	
� 
�'%%�����
 
��������� ������	 
(�
� ���������	�
 ������� �����
���, �� �������� ����	��
������ �	-
������� ���	����
�	 
���������
	) ��� 
�'%%�����
 ����� τ-$���	��	 
����� �	������� �����	
	�� (���������	�
 ���������� ���� �������). 

 
����� 
���, 
	
 ��������	
��� ��
	����
�� �	 
�� ��� ���� �	��	�
� 

d(s) ��
��
�, �	
���	 D ������	���
�� 
	
�� ���	���, �
��� ��	 ����	 
�����
� �	
����� �	��
����� ��� ��
�
����� �	����������� 
���
 �	�-
���. ����� '
��� ����� �������
� 
� ��
��� 	�	���	 �	����, � 
�
���� 



�������� ��%���	���� �����
 �	
���	 �	��
����� (�	������, ��
��� 
��
�����
��� �
	�����	���). 

 
 
2.2. �	����
� ����	
 ����
� 
 
,����� �������� 
 
�	

��� ����	��� 
�	��������� �������� ��-


���� 	�	���	, 
�
���� 
	
 ��� ��	�� ����� ���������	
� ��� ����	���	-
��� �
��

��� �	����.  

��	�	�	 ������� %������, 
�
����� ������	�
�� ����	��	� ����-
���	 (��

��), ���������	� ������������ ����	������ �	
��� �	������-
�����. ���
���
� �����
���
� � '
�� ����	� �	��	 

�



�
�
�

� −Σ−−= − )()(
2

1
exp)( 1 MXXMXXCX Tρ

, Σ
=

det)2(

1
2/m

C
π . 

+���� MX – �	
��	
����
�� ����	��� X, Σ – 
��	��	�����	� �	
���	 
 

 )))((( TMXXMXXM −−=Σ . 
 
�������	 MX � 
��	��	�����	� �	
���	 ������	�
�� � ����"�� 

�	���� �����
�: 

�≈
i

iX
N

MX
1

, 
�
=

−−
−

=≈Σ
N

i

T
ii MXXMXX

N
S

1
))((

1

1

. 
 
2.2.1. 0�
�� ��	���� 
�������
 
 
$	
 ��� ������	����, ���� 	�	���	 �	���� – ���������� ������	-

"���� � ��� ��%���	���. +	�	�	 �������� �	�������
� �	���	 �	���� – 
����	��� 
	���� 
��
� �	���� � ����"�� �������, ����� 
�
���� ����-
�� �	�������
� ����
�	��
�	 � 
�
���� �����
�� %��
����� �������� 

������	
  

 

),...,,( 21 mkk F ξξξη = , k = 1…m’ , m’ < m. 
 
4��
��� Fk �	�	�
 �
���	����� F �� ��������� ����
�	��
�	 Rm � 

����
�	��
�� Rm’. .
� �
���	����� ������ �����	
��� 
	
�� ���	���, 
�
��� �	 �	���� �	���� X �	
���������	
� ������������ 
��
����, 
	
-

� �
�	�	�"�� 
������
�� ����	������ ��� '
�� ������	���	��� ��%��-
�	���. �����	� �
���	����� F �� ������������� 
�	��	 �
���	����� � 

��
���� ����	����� ��%���	��� J, ����� �����	
� �	������� ��
��� 
��
�	"���� �	�������
� ����
�	��
�	 �����	
��. 

� ��
��� ��	���� 
�������
 F – ��
�
���� �������� ��
����	����� 
��������	���� �
���	�����, 
.�. 



)(...)(),...,,( 11121 mmmkkmk ccF µξµξξξξ −++−= , ��� 
�
=

=
N

i
ijj x

N 1

1µ
– 

������� �� �	���� �	���� ��	����� �����	
��, 	 �	 
�'%%�����
� cij �	-

�	���	�
�� �������  

1
1

2 =�
=

m

k
ikc

, 
�
=

=
m

k
jkikcc

1
0

, i, j = 1…m, i ≠ j. 
��� 
��
���� J : 

m

m

DD

DD
J

ξξ
ηη

++
++

= ′

...

...

1

1

,  
��� D – ���������� ��������� ����	���� ��������. 
����	��� '
��� 
��
����, 
������
�� ����	������ ��%���	��� �	�-

�� ���� «��#��������» � ����"�� ����� �����	
�� η1…ηm ��������� 
�������� �����	
��. 

&����� ������� ����������� �	���	�
 
	
�� ��������	���-
���
�����	���� �������� 
�����	��� �������� �����	
��, 
�
��	� 
����� ���� ������ ��������	���-���
�����	���� �������� 
�����	��� 
���	�	�
 �	 �	���� �	���� �	���� �	�������� ����������. 

1���� �	�	�� �	�������� ������ ��	���� 
�������
�. !�� '
��� ��-
�������� ����
� �	�	��  

 

1
1 max)(

l
XlD →

,  

��� 1l – ��

��-�
��
	 �	�������
� m, ��� ������� ��������
� 

111 =Tll . ��

�� 1l ����� �����
	���
� 
	
 ��������� ��

�� ����
�	��
�	 

�	����, 
���	 11 ),( lXl i  – 
��
	 ����
��� ��

��	 iX �	 ��

�� 1l . 
�������, �
� ���
��	 ��

���� �	���� �����
�� ���
�����	����, 
.�. 

0)( =≡ XXE  ,���	 
TTTTT SlllXXEllXXlEXlEXlD 111111

2
11 )()()()( ==== , 

��� S – 
��	��	�����	� �	
���	 �	���	 �	���� X. 

������ %��
��� /	���	��	 )1(),( 11111 −−= TT llSlll λλϕ , 
���	 

022 11
1

=−=
∂
∂ TT

T
lSl

l
λϕ

, 
�  

0)( 1 =− TlIS λ ,  


� ��
� 
Tl1 – ����
������ ��

�� 
��	��	������� �	
����. (� 

λ== TSllXlD 111 )( , ��	��
 ��� 
���, �
��� )( 1XlD ���
��	�� �	
�����	, 
����� ����	
� �	
���	����� ����
������ ��	�����. (�������	���� ���-



�
������ ��

��, �
���	�"�� '
��� ��	����� � �	�	�
 �	��	������ ���-
��� ��	���� 
�������
� � ����
�	��
��. 

k-o� ������� ����������� (k = 2…m) �	���	�
�� 
	
	� ��������	���-
���
�����	��	� ������	� 
�����	��� �������� �����	
��, 
�
��	� �� 

���������	�	 � k-1 �������"��� ��	����� 
�������
	�� � ����� ���� 
������ ��������	���-���
�����	���� �������� 
�����	���, �� 
����-
�����	���� � �������"��� k-1 ��	����� 
�������
	�� ���	�	�
 �	 �	�-
��� �	���� �	���� �	�������� ����������. 

0���� ��
	�	
�, �
� k-	� ��	��	� 
�������
	 �	�	�
�� ����
������ 
��

���� 
��	��	������� �	
���� �	����, 
�
���� ���
��
�
���
 k-��� 
�� �������� ����
������� ��	�����. 

+	��
��, �
� ������� �	�	�� �	�������� ��	���� 
�������
 �� ��-
���
�� ���	��	�
��� �
����
����� ����� �	��
	��� � �	���� �����	
��. 
��'
��� ����� ����������� ��
��	 �	���� ��������
�� 
	
, �
��� ��� 
�����	
� ���� �������� � �����
	����� �	��
	�	�. 

 
(	 m’ ��	���� 
�������
 ����� �	
���
� �������
�	��
�� �	�������
� 
m’. /��
� ����
�, �
� ����	 
�	��	
�� �	��
����� �
 
���
 �	���� �� '
�-
�� �������
�	��
�	  �	��	 ���������� �	 N (����� 
���
) ��
	
����� 
���������, «�� ��#��������» � ����"�� m’ ��	���� 
�������
, 
� ��
� 

)...()...( 1'1' mmmm NDDN λλξξ ++=++ ++ , ��� 1'+mλ ,…, mλ  – �	�������� �� 
�������� ����
������ ��	�����.  
���	 �
	����
�� ����
��� �	���� 
'
�
���	����� �����
�� �
	�	����� �������
�	��
�	: 

�������� 1. ����� ��������� ���������� �� �������� �����-

��
������� 1X ,…, NX  �� ������������, ���������� �� m’ ������� ���-
������ ������ ��� ����� ���� ������ �������������� ����������� m’, 
���������� � ����� � �������� ��� �������-����������� ������� �� m’ 
��������. 

8
	��� �"� ��	 '
�
���	����� �����
�	 �������
�	��
�	 ��	���� 

�������
.  

+	�	��� ��	���� �������	 
 �������� ����� ���������� � ����"�� 
��������� ������	���	���: 

�
=

=
m

k
ikjkij xcz

1 , j = 1…m’, i = 1…N, ��� 
Z = CX, 

����� ikx – k-	� 
������	
	 ��

��	 �	���� Xi, zij – j-	� 
������	
	 i-�� 

��
� �	���� � ��
�
���� �������
�	��
�� ������� �	�������
� Rm’. 
0���� �	���	
���	
� '
� %������ 
	
 ����
��� 
���
 �	���� �� �����-
���� ����
�	��
�	 � Rm’. 

1	����
��� �������� 

��
= =

−=
N

i

N

j
ji XXM

1 1

2)(
, 



��
= =

−=
N

i

N

j
ji ZZCM

1 1

2)()(
. 

2� ����� – ����	 
�	��	
�� �	��
����� ����� ������������� �	-
�	�� ��#�

�� � �������� ����
�	��
�� � � Rm’. ������ � 
	���
�� ���� 
��
	����� ����� 
�	��	
�� ���	���� �	��
����� ����� 
��
	�� �	���� 
�������� M-M(C). 0���� ��
	�	
� [4], �
� 

)...()}({)( 1'
2

min mm
C

NCMMLMM λλ ++=−=− +
, 

��� L – �	
���	, �	�	�"	� ����
��� 
���
 �	���� � �������
�	��
-
��, �	
���
�� �	 m’ ��	���� 
�������
.  
���	 ������
  

�������� 2. ����� ���� �������������� ����������� m’ , �������-
��� �� ��������� ������������ ������ � ����� � �������� ���� �����-
���� ����
��������� �������� ���������, � ���������������, ������-
��� �� ������ m’ ������� ��������� �������� ����'����� ����� ����-
����� ���������� ��'�� ��������'���� ������ ��������������� ��-
���. 
(	
����, ������ ���� ��
	����� �	��
����� �� �	�	�	 
������	
 � ����� 
����� �������, ��������"��� ������������ �	�� 
���
 � �	�	��� 
�-

�����	
.  ����	��� �� )(CHH − , ��� 

),(},{ jiijij XXhhH == , 

),()()},({)( jiijij ZZChChCH == ,  

	 ��� A – ��
�����	 ����	 �	
���� A.  
	���	�
��, �
� 

)...()()( 22
1'

2
min mm

C
NCHHLHH λλ ++=−=− +

. 
,� ��
� ���	������� 
�������� 3. ����� ���� �������������� ����������� m’ , �������-

��� �� ��������� ������������ ������ � ����� � �������� ���� �����-
���� ����
��������� �������� ���������, � ���������������, ������-
��� �� ������ m’ ������� ��������� �������� ����'����� ���������� 
�� ����� �� ������ ���������, � ���'� ���� ��'�� �������, �����-
������� ��������'��� ���� ����� � ������� ���������. 

(	
����, �
��
��, �
� �
	�	���� ��	�	�� 
�����	��� «���
�����	�-
���
�» �	���� �� �����
�� ��������	�����. -��� � �	���� ��
 ��������, 

� �����
�����
�� ���
� ���	
	 
���
 ��������� ������	���.  
����� � 
%���������
	� �����
� 1-3 ����
 ���� � 
��, �
� ����
� ��������� ���-
����
�	��
�	, �	
���
��� �	 ��	���� 
�������
� �	�� �	���	
���	
� ��-
������ ��������	���, ���
������� �	 ������ ��	���� 
�������
	� � ���-
����"�� ����� 
��
� �����
�����
��� ���
�	. 

 
2.2.2. 2
��	������� 	�����
� �	�������� ��	���� 
�������
 
 



2�������� '
�
���	����� �����
�� 1 �������
�	��
�, �	
���
�� �	 
��	���� 
�������
�, ����� ��������
� �
��	������� 	�����
� �	���-
����� ������ ��	���� 
�������
� (��. � [41,53]). )���� ��
	
� ������ � 
����
�	��
�� �	����, �	�	���� �	�	��
�����
�� ��	������� 

bay += t , 

	
��, �
� ����	 
�	��	
�� �	��
����� �
 
���
 �	���� �� '
�� ������ 
�����	���	. .
	 ����	, �	��	� 

�
=

−−=
N

i
ii tXQ

1

2)( ba
 

�����
�� 
��
�����, 
�
���� ����� �����������	
� � ����"�� ������-
"�� ����
�� ���������: 

+	�	����� ������������� ��

��	�� a � b. !	��� �
��	��� 	�����
�	 
���
��
 �� ���� �	���: 

(�� 1. ��� �	�	���� ��

��	� a � b ���������
�� �	��� { ti}, i = 1…N: 

02)(2)(2 2 =−−−=−−−=
∂
∂

iiii
i

tXtX
t

Q
aababa

, 

2

)(

a

ab−
= i

i
X

t
. 

(�� 2. ��� �	�	���� �	���� { ti} ���������
�� ����� 
������	
� 
��

���� a � b: 

�
�
�

��
�

�

=−−−=
∂
∂

=−−−=
∂
∂

�

�

=

=

0)(2

0)(2

1

1

N

i
ii

i

N

i
ii

tX
Q

ttX
Q

ba
b

ba
a

, 

�
�
�

��
�

�

=+

=+

��

���

==

===
N

i
i

N

i
i

N

i
ii

N

i
i

N

i
i

XNt

tXtt

11

111

2

ba

ba

, 
�
� �	�
 m ���
�� �������� ��	������ 2x2 ��� ����������� ���� 
����-
���
 ��

���� a � b. 

&������� �� �������. 3�����
� ��
	�	����	�
��, 
���	 
ε<∆

Q

Q

, ��� 
Q∆  – ��������� �������� Q  �	 �
��	���, 	 ε  – �	�	� �������	. 

 
������"��
�� 
	
��� ������	 �	�������� ������ ��	���� 
�������-


� ���
��
 � 
��, �
� �� ���
� ����"	�
�� �	 ����	�, 
���	 ��
�
���� 
�	���� ������	
 �������� ��	�����. 1����
 ����
 – ���� � ���
��
�
-
���"�� ����� ��
���	�
�� �������
��� ��	�����, 
� 
	
�� ��	�	���� ���-
���
	�
��. ,���	, ���� �������� �	���� ��
, 
� b �	�
 ��

�� �������� 



��	����� ���� 
������	
: 
�
=

=
N

i
iX

N 1

1
b

, ��	�� – ��
�
���� «'%%�

�����» 
��

�� ��������. ��

�� a � ����	� ������ �	���� �	�	�
 �	��	������ 
������ ��	���� 
�������
�, � ����	� �������� – «'%%�

�����» ������ 
��	���� 
�������
�. 

!�� 
���, �
��� �	�
� �
���� ��	���� 
�������
�, ���
��	�
 ���-
���"�� ���	���: 

1. 1	����
��	�
�� ������
�� ��

���� ������ ��
	

�� X ′ : 
ba −−=′ iii tXX . .
� ������
�� ����
 � ����
�	��
��, ��
����	����� 

������ ��	���� 
�������
�, �	�������
�� �	 ������� ������ �	������-
�
� ��������� ����
�	��
�	 �	����. 

2. !�� ������ ������
�	 ��

���� �	����
��	�
�� ����	� ��	��	� 

�������
	.  �	 � ����
 �
���� ��	���� 
�������
�� ��������� �	���	 
�	����. 

!�� �	�������� 
��
��� ��	���� 
�������
� �"�
�� ������
�� �
�-
��� ��
	

�� � ��� ���� ���������
�� ����	� ��	��	� 
�������
	, � 
.�. 

 
2.2.3. 0����� ��������� %	

������ 	�	���	 
 
(	������, �
� ��
�� ��	���� 
�������
 ����
 ��
� �%���������	� 


	
 �	�	�	 ��
����	��� %��
����	�	 J 
	���
�	 «����	�����» ��%���	-
��� ��� �	�	���� �
���	����� F �� ��������� ����
�	��
�	 � ����
�	�-
�
�� ������� �	�������
�. � ��
��� ��	���� 
�������
 � 
	���
�� %��
-
����	�	 J ���
��	�
 ���� «��#��������» � ����"�� ����� 
������	
 
���������.  

� ������ %	

������ 	�	���	 
	����� ��

��� �	���� Xi �����
	���-

�
�� �	��� �� m’ ��	����� %	

���� 
1
iy ,…,

'm
iy : 

j
m

k

k
ijkjij uyqx +=− �

=

'

1
µ

, j = 1…m’, ��� 
UQYXX ii +=− , 

��� jµ – ������� ��	����� j-�� �����	
	, ijx – ��	����� j-�� �����	
	 ��� i-
�� ��#�

	, qij – «�	����
�» %	

����, uj – ��
	
���	� ����	��	� 
�������-

	. ��� '
�� ��������
�� �������: 

0=kEy , 0=kEu , 1=kDy , 

� 
1
iy ,…,

'm
iy , 

1u ,…,
'mu ���	��� ��
���������	��. 

� 
	���
�� F �����	�
�� �������� ������	���	��� 
������	
 
	
��, 
�
��� ����������� '
� �������, � ���
��	� �	
�����	 %��
����	�  

2
ˆ1)( XX RRFJ −−= , 



��� XR  – 
�����������	� �	
���	 �������� �����	
��, XR ˆ  – 
��������-

���	� �	
���	 «����
���» � ����
�	��
�� %	

���� ii QYX =ˆ , A  – 
��
�����	 ����	 �	
���� A. 

������� ��
�	�
�. 0	
���	 �	�����
 Q �	����	�� m’×m 
���"��
����
 �������� �
���	����� �� ����
�	��
�	 %	

���� 
(�	�������
� m’) � �������� ����
�	��
�� (�	�������
� m). � ������
	
� 

�����	�
�� ������
�� �	���� ii QYX =ˆ , 
�
���� ����	�	�
 �� ������
��� 
�������� �	���� � 
�����
�� �� ����	���� 
�������
� U. .
� ������
-
�� ����
 � ��
�
���� �������
�	��
�� �	�������
� m’, �	
���
�� �	 m’ 

�
������ �	
���� Q. 0	
���	 Q � �������� �	��� %	

���� 
1
iy ,…,

'm
iy , i = 

1…N �����	�
�� 
	
�� ���	���, �
��� 
�����������	� �	
���	 �	���	 
�	���� X̂ �	
���	���� 
���� �������������	 
������������� �	
���� 
��������� �	���	 �	����. ,	
�� ���	���, 
��
����� 
������
�	 «����	-
������» ��%���	��� �����
�� ����� ��#������� �� ��������� �����	
��, 	 
�� ��	����� �
���������	����
�. 

&
� 
	�	�
�� «�������» 
�������
� U, 
� ������ ���	�	�
, �
� ��	 
�� �	����
 �
 �	����������� �	���� � ��������	 m-������� ����	������ 
�	����������� � ������� ������� ��	������. ,���	 
��	��	�����	� �	
-
���	 �	����������� U ����
 ��	���	����� ���: 

)( TUUEV = , )...( 11 mmvvdiagV = , 
i

ii Duv = . 
-��� �������� �	����������� �	���� �������	�	�
�� ���
�����	�-

���, 
� ��� 
��	��	�����	� �	
���	 

VQQS T +=  
!������� ������ 
��������� ������� �	���	�
 �	�� �	
��� (Q,V), 

������
�����"�� '
��� �������.  �������, �
� ���� ���� 
	
�� ������� 
��"��
���
, 
� ������������ �������� �����
�� (QC,V), ��� C – �����-
������� ��
����	����� ������	���	��� (������
 ��

����-�
������ �	
-
���� Q). �� '
�� � ������ ������	� ������� �	�	�� %	

������ 	�	���	 
�����
�� ��������	����, ��'
��� ��� �� ������� ���������� ����	
� 
	-

��-���� �������
������ ������������� � �����
�	� �	
���� Q. (��	��-
���� �
 '
�� ������������� �
��	������� ��
�� ������� �	�	�� �����-
��
 ������"�� ���	���. 

 
��	�	�� �	�	�
�� ������� ����������� �	
���� V=V(0). 
5	� 1. �����	�� ������� ����������� �	
���� Ψ = QQT, 
.�. Ψ(0) = S 

– V(0). 
5	� 2. � ����"�� Ψ(0) 

���������� ������� ����������� �	
���� Q. 
3�����
� �������	�
�� �� ��������� ����������� 
�����
�. 
 
!������
������ ������������� � �
��

��� �	
���� Q ���������
-

�� ��� ��	���	��� 5	�	 2 	�����
�	. 1	����
��� ��	 �������: 



1) QTQ – ��	���	���	� �	
���	, ������ ��	���	����� '�����
� �	�-
����� � ����������� � �����
� ����	���. 

,���	  

)...( 1 m
T diagQQA ′== λλ , mλλλ >>> ..21 , 

AQQQQQ T ==Ψ , 

� ��
� m’ �
������ q1…qm’ �	
���� Q ������
�����
 ��	������� 

0=−Ψ iii qq λ  �	 ����
������ ��	����� �	
���� Ψ. ����
������ ��

��	 
�	
���� Ψ, �
���	�"�� ������ m’ �� �������� ����
������ ��	������ � 
���
	��
 ��������� ����������� �	
���� �	�����
 Q. 

2) QTVQ – ��	���	���	� �	
���	, ������ ��	���	����� '�����
� �	�-
����� � ����������� � �����
� ����	���. 

,���	  

)...( 1 m
T diagVQQA ′== λλ , mλλλ >>> ..21 , 

QAVVQQQVQ T 11 −− ==Ψ , 

� ��
� m’ �
������ q1…qm’ �	
���� Q ������
�����
 ��	������� 

01 =−Ψ −
iiiii qvq λ  �	 ����"����� ����
������ ��	����� �	
���� Ψ. 

 ���"����� ����
������ ��

��	 �	
���� Ψ, �
���	�"�� ������ m’ �� 
�������� ����"����� ����
������ ��	������ ���
	����
 ��������� 
����������� �	
���� �	�����
 Q. 

 
�������� ��
�
���� �
���. �� �	����� �	���� �	����, ��������� ��
�� 
��	���� 
�������
 ��� ��
��� %	

������ 	�	���	, ����� ���
���
� ��-
������ ������ �	����. 4	

����
� '
� ��
��� �
���
 �����	����� ��-
������ ��������	��� ������� �	�������
�, �	 
�
���� ���������
�� ��-
������ �	����. .
� �������
�	��
�� �
	���	�
�� � ��
�
���� ������ ��-

��	����� ����� ���� ������ �������� ��������	��� 
�� �� �	������-
�
�. � ����	� ��
��	 ��	���� 
�������
 ��
��	�����
� �	
���	�
�� � 

��, �
� ����
��� �	���� �	
���	���� ������������
 ��������� �����-
��� �	����. � ����	� ��
���� %	

������ 	�	���	 ��	����� �����	
�� 
����
��� �	
���	���� ������ �	 �������� ��	����� �����	
�� � ������ 
��	����� 
���������. ������
 �	��
�
�, �
� � ����	�, 
���	 ��
	
����� 
��������� (����	���� �	��
����� �� ���
�������� �������
�	��
�	) ��-
����
�, ��	 ��
��	 �	�
 ������� ������
	
� ('
� �
	����
�� �������� ��-
��
��, ���� �	����
��
� ������� 1 �	 �
��

��� �	
���� Q). 
 


