§ 23. Корреляция. Метод наименьших квадратов.

При изучении связи между случайными величинами  х  и  у  важную роль играет коэффициент корреляции  r [x, y], определяемый формулой
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Учитывая, что  k[x, y] = M[x y] – M[x] M[y] (см. § 18), можно записать:
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Свойства коэффициента корреляции:

1. Если  х  и  у независимы , то r [x, y] = 0.

2. Для любых  х  и  у  имеет место неравенство  (r [x, y] ( ( 1.

3. (r [x, y] ( = 1 тогда и только тогда, когда между х  и  у  имеется линейная зависимость  у = ах + b; причем  r [x, y] = 1 , если a > 0 и r [x, y] = -1, если a < 0 ( и наоборот).

Система случайных величин (х, у) задана таблицей распределения:

	          у    

х
	-1
	0
	1

	0
	0,10
	0,15
	0,20

	1
	0,15
	0,25
	0,15


Найдите коэффициент корреляции между  х  и  у.

Решение. Воспользуемся формулой (1):
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В данном случае

M[xy] = 0 ( (-1) ( 0,10 + 0 ( 0 ( 0,15 + 0 (1 ( 0,20 + 1 ( (-1) ( 0,15 + 1 ( 0 ( 0,25 + + 1 ( 1 ( 0,15 = 0.

Для нахождения   M[x], M[y], ( [x] и ( [x] составим законы распределения величин  х и у в отдельности:

	0
	1
	- закон распределения  х;

	0,45
	0,55
	


	-1
	0
	1
	- закон распределения  у;

	0,25
	0,40
	0,35
	


Отсюда

M[x] = 0 ( 0,45 + 1( 0,55 = 0,55; 

M[y] = (-1) ( 0,25 + 0 ( 0,040 + 1 ( 0,25 = 0,1; 

D[x] = M[x2] – M[x]2 = 0,55 – 0,552 = 0,2475;

( [x] = 
[image: image4.wmf]2475

,

0

 ( 0,497;

D[y] = M[y2] – M[y]2 = 0,6 – 0,12 = 0,59;

( [y] = 
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 ( 0,768;
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Пример 2. Известно, что M[x] = 5; M[y] = 0,2; D[x] = 4; D[y] = 2,25;              r [x,y] = -0,5. Найдите M[xy].

Решение. Из формулы (1) находим:

M[xy] = M[x] M[y] + ([x] ([y] r[x,y] = 5 ( 0,2 ( 
[image: image7.wmf]4

(
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,

2

(-0,5) = -1,5.

Пусть коэффициент корреляции между величинами  х и у  неизвестен, но мы располагаем  n точками:

                                    (х1, у1), (х2 у2), ..., (xn yn),                                                              (2)

 полученными в результате  n независимых опытов над системой (х, у). Тогда в качестве приближенного значения неизвестного r[x,y] берется выборочный коэффициент корреляции:
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Пример 3. В результате 10 независимых опытов над системой (х,у) получены точки: (2,1; 3,0), (2,1; 2,8), (2,0; 3,0), (2,5; 2,0), (2,8; 1,8), (2,2; 2,5), (3,2; 1,5), (3,2; 1,1), (3,2; 1,0), (4,7; 1,3). Найдите выборочный коэффициент корреляции.

Решение. Для удобства вычислений составляем расчетную таблицу:

	№ опыта
	xk
	yk
	xk yk
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	1
	2,1
	3,0
	6,30
	4,41
	9,00

	2
	2,1
	2,8
	5,88
	4,41
	7,84

	3
	2,0
	3,0
	6,0
	4,00
	9,00

	4
	2,5
	2,0
	5,0
	6,25
	4,00

	5
	2,8
	1,8
	5,04
	7,84
	3,24

	6
	2,2
	2,5
	5,50
	4,84
	6,25

	7
	3,2
	1,5
	4,80
	10,24
	2,25

	8
	3,2
	1,1
	3,52
	10,24
	1,21

	9
	3,2
	1,0
	3,20
	10,24
	1,00

	10
	4,7
	1,3
	6,11
	22,09
	1,69

	Сумма
	28
	20
	51б35
	84,56
	45,48


Далее находим:
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Так как модуль коэффициента корреляции близок к 1, то зависимость между  х и у  можно считать близкой к линейной, причем корреляция отрицательная ( с возрастанием  х  величина  у  в среднем убывает).

Пусть зависимость  у  от  х близка к линейной и имеется выборка (2). Требуется найти прямую  у = ах + b, которая наилучшим образом выражает зависимость  у  от  х. Эта задача решается методом наименьших квадратов (см. [6], § 46). Искомое уравнение имеет вид:
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Уравнение (3) называется выборочным уравнением регрессии  у  на  х. Аналогично определяется выборочное уравнение регрессии  х  на  у:
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Пример 4. Найдите выборочные уравнения регрессии  у  на  х  и  х  на  у  для случайных величин из предыдущего примера.

Решение. Используя результаты вычислений в предыдущем примере, имеем:
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После упрощений получаем окончательно:

у = -0,75 х + 4,11,   и

х = - 0,85 у + 4,5.

Задачи.

571. Докажите, что коэффициент корреляции обладает свойствами (a и b постоянные):

а) r[x + a; y + b] = r[x, y];    б) r[ax, by] = 
[image: image24.wmf]ab

ab

 r[x, y].

572. Докажите, что выборочный коэффициент корреляции обладает свойствами:

а) 
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573. Система случайных величин  (х, у) задана таблицей распределения. Найдите коэффициент корреляции r[x, y]:

	1)
	       у

х
	-1
	0
	1
	2)
	       у

х
	0
	1
	2

	
	-1
	0,1
	0,2
	0,1
	
	1
	0,3
	0,2
	0,1

	
	1
	0,2
	0,3
	0,1
	
	2
	0,1
	0,2
	0,1


 574. Изготавливаемые в цехе втулки сортируются по отклонению  х  их внутреннего диаметра от номинального размера на 4 группы со значениями 0,01; 0,02; 0,03; 0,04 (мм) и по отклонению их внешнего диаметра  у  на  4 группы со значениями 0,002; 0,004; 0,006; 0,008 (мм). Совместное распределение отклонений  х и у  задано таблицей:

	                   у

х
	0,002
	0,004
	0,006
	0,008

	0,01
	0,01
	0,03
	0,04
	0,02

	0,02
	0,02
	0,24
	0,10
	0,04

	0,03
	0,04
	0,15
	0,08
	0,03

	0,04
	0,04
	0,06
	0,08
	0,02


Найдите коэффициент корреляции случайных величин:

а) х  и  у;  б)  2х  и  у. (Для упрощения расчетов следует перейти к величинам  u = 100x и  v= 500 y).

575. Закон распределения системы (х, у) задан таблицей:

	       у

х
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	-1
	0,001
	0.002
	0,005
	0,006
	0,014
	0,021
	0,012
	0,008
	0,002
	0,001

	0
	0,001
	0,001
	0,002
	0,003
	0,008
	0,01
	0,04
	0,023
	0,012
	0,002

	1
	0,002
	0,005
	0,01
	0,089
	0,154
	0,231
	0,180
	0,098
	0,048
	0,009


Найдите коэффициенты корреляции случайных величин:

а)  х  и  у;  б) –х  и  у;  в) 6х  и у+1;  г) –х  и  -у.

576. Задан закон распределения дискретной случайной величины  х:

	xi
	0
	1
	2

	pi
	0,1
	0,6
	0,3


Найдите коэффициент корреляции  r[x, y],  если:

а) y = 2 + 3x;  б) у = 2 – 3х;  в) у = х2;  г) у = (х(;  д) у = 2х2 + 1; 

е) у = 3(х(;  ж) у = (х( + 2.

577. Задан закон распределения дискретной случайной величины:

	xi
	-1
	0
	1

	Qi
	0,3
	0,4
	0,3


Найдите коэффициент корреляции  r[x, y],  если:

а) у = х2;  б) у = х2 + 1;  

в) у =-2х2;  г) у = (х(.

578. Случайная величина  х  равномерно распределена на отрезке  [0, 1]. Найдите коэффициент корреляции r[x, y], если:

а) у = 2х + 1;  б) у = -2х + 1;  

в) у =2х2 + 1;  г) у =-2х2 + 1.

579. Случайна величина  х  распределена равномерно на отрезке [-1, 1]. Найдите коэффициент корреляции r[x, y], если:

у = ах + b,  a ( 0.

580. Случайная величина  х  распределена нормально с плотностью
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Найдите коэффициент корреляции r[x, y], если: а) у = 2х2; б) у = (х(.

581. Случайные величины  х  и  у  имеют математические ожидания        M[x] = -1, M[y] = 3 и  дисперсии  D[x] = 9, D[y] = 16.

Коэффициент корреляции этих величин равен r[x, y] = 0,5. Найдите математическое ожидание случайной величины  z = 3xy + 4.

582. Имеется случайный вектор (х, у). Известно, что M[x] = 0, M[y] = 2,  D[x] = 2, D[y] = 1 и  
[image: image28.wmf].
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Найдите дисперсию случайной величины  z = 2x – 3y.

583. Некоторая величина  х   отклоняется от своего среднего значения под воздействием двух случайных факторов  А  и  В. Среднее квадратическое отклонение, вызванное фактором А, равно 1,2, а фактором В – 1,1. Коэффициент корреляции между этими отклонениями  
[image: image29.wmf].
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 Найдите среднее квадратическое отклонение величины  х, вызываемое суммарным действием обоих факторов.

584. Брак в продукции завода вследствие дефекта  А составляет 6%, причем среди бракованных по признаку  А продукции в 4 % случаев встречается дефект В, а в продукции, свободной от дефекта А, дефект  В встречается в 1% случаев. Найдите вероятность встретить дефект  В во всей продукции и коэффициент корреляции между признаками  А и В.

585. Случайная величина  х  равномерно распределена на отрезке [-1, 1], а величина  y = xm (m ( N). Найдите коэффициент корреляции r[x,y]. Рассмотрите отдельно случаи четного и нечетного m, а также  m ( (.

586. Случайные величины  х и у независимы и нормально распределены с одними и теми же параметрами  а  и (. Найдите коэффициент корреляции случайных величин (х + (у  и  (х - (у,  где ( и ( постоянные.

587. Даны результаты 10 независимых наблюдений над системой случайных величин (х, у). Требуется: а) найти выборочный коэффициент корреляции 
[image: image30.wmf]xy
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; б) предполагая, что зависимость между  х  и  у  близка к линейной, методом наименьших квадратов найти уравнения линий регрессии  у  на х  и х на у. Постройте линии регрессии.

	1)
	0,9
	3,1
	-0,8
	-1,8
	2,1
	4,8
	1,1
	0,1
	2,2
	2,5

	
	1,4
	2,2
	0,8
	0,6
	1,8
	2,8
	1,5
	1,2
	1,8
	1,9


	2)
	0,0
	0,5
	1,0
	1,5
	2,0
	2,5
	3,0
	3,5
	4,0
	4,5

	
	1,67
	1,32
	1,10
	0,81
	0,48
	0,18
	-0,10
	-0,46
	-0,80
	-1,15
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