§ 21. Оценки параметров распределения

Пусть  ( - неизвестный параметр (математическое ожидание, дисперсия и т.д.) изучаемой случайной величины  х и 

                                             х1, х2,…,хn                                                                       (1)

выборка, полученная в результате  n  независимых опытов. Члены выборки  xi являются случайными величинами в том смысле, что если выполнить новую серию  n опытов, то, вообще говоря, получится другие числа: х1', х2',…,хn'. Однако, каждая случайная величина xi  имеет такой же закон распределения, что и исходная величина  х. 

Оценкой параметра  ( - по данной выборке (1) называется число  
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( х1, х2,…,хn), зависящее от  х1, х2,…,хn  и приближенно равное ( , т.е. 
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По отношению к  ( назовем  
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  выборочным параметром величины  х. Выборочный параметр 
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также является случайной величиной, так как он будет меняться от одной серии опытов к другой.

Если  M[
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] = 
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 называется несмещенной оценкой параметра  (.

Если  
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] = 0,  то  
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 называется состоятельной оценкой 
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Если  m - неизвестное математическое ожидание случайной величины  х, то в качестве оценки m  применяется выборочное среднее  
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Выборочное среднее 
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 является несмещенной и состоятельной оценкой  m.

В качестве оценки неизвестной дисперсии  D  случайной величины  х применяется выборочная дисперсия

                                           [image: image15.wmf]å
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Выборочная дисперсия  
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 является состоятельной, но смещенной оценкой дисперсии  D. Несмещенной и состоятельной оценкой  D  является исправленная выборочная дисперсия
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При малом объеме выборки  (n ( 30) пользуются исправленной выборочной дисперсией  
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; при больших  n (n > 30) практически безразлично, какой из двух оценок (
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 или 
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) пользоваться.

Для выборочной дисперсии справедлива формула
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Если для х составлена таблица частот

	(1
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то 
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 можно вычислить по формулам
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Если изучаемая случайная величина непрерывная с интервальной таблицей частот:

	c1-c2
	c2-c3
	…
	cm-cm+1
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то для  применения формул (6), (7) и (8) в качестве (i  обычно берут середину интервала  [ci, ci+1[.

Пример 1. Получена таблица частот оценок по контрольной  работе у 40 учащихся класса:

	Оценка
	2
	3
	4
	5

	Частота
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Найдите: а) выборочное среднее значение оценки; б) выборочную дисперсию; в) исправленную выборочную дисперсию; г) выборочное среднее квадратическое отклонение 
[image: image35.wmf]s
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; д) исправленное выборочное среднее квадратическое отклонение  
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Решение. а) По формуле (6)
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б) по формуле (7)


[image: image38.wmf]5375

0

40

4

75

3

5

25

75

3

4

8

75

3

3

3

75

3

2

2

2

2

2

,

)

,

(

)

,

(

)

,

(

)

,

(

~

=

×

-

+

×

-

+

×

-

+

×

-

=

D

;

в) по формуле (8)  
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г) 
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Пример 2. Дана интервальная таблица частот для случайной величины  х, равной весу новорожденных детей:

	Интервалы (кг)
	1-1,5
	1,5 - 2
	2 – 2,5
	2,5 – 3
	3 – 3,5
	3,5 – 4
	4 – 4,5
	4,5 - 5

	Частоты
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	0,01
	0,02
	0,05
	0,15
	0,35
	0,28
	0,12
	0,02


Требуется найти  
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Решение. Чтобы упростить вычисления, воспользуемся приемом, часто применяемым в задачах подобного рода. В данном примере мы имеем дело с промежутком [1, 5], разбитым на равные части длиной 0,5. Учитывая, что центр промежутка находится в точке 3, рассмотрим преобразование
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Для величины  у  получим интервалы: [-4, -3[; [-3, -2[; [-2, -1[; [-1, 0[; [1, 2[, [2, 3[, [3, 4],  с которыми легче проводить необходимые вычисления. Составим расчетную таблицу:

	NN

п/п
	Интервал

веса
	Середина интервала
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	1
	-4; -3
	-3,5
	0,01
	-0,035
	12,25
	0,1225

	2
	-3; -2
	-2,5
	0,02
	-0,050
	6,25
	0,1250

	3
	-2; -1
	-1,5
	0,05
	0,075
	2,25
	0,1125

	4
	-1; 0
	-0,5
	0,15
	-0,075
	0,25
	0,0375

	5
	0; 1
	0,5
	0,35
	0,175
	0,25
	0,0875

	6
	1; 2
	1,5
	0,28
	0,420
	2,25
	0,6300

	7
	2; 3
	2,5
	0,12
	0,300
	6,25
	0,7500

	8
	3; 4
	3,5
	0,02
	0,070
	12,25
	0,2450

	
	
	
	1
	0,730
	-
	2,1100


 Теперь находим  
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. Так как при линейном преобразовании  у = ах + b величины  х  такому же преобразованию подвергается и выборочное среднее (проверьте!), в то время как выборочная дисперсия умножается на а2 , то для величины  х  будет иметь:    
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0

58

1

4

1

4

1

,

,

~

»

×

»

=

y

x

D

D

;


[image: image56.wmf]63

0

4

0

,

,

~

»

=

s

.

Пример 3. При подсчете числа простых чисел в восьмом миллионе весь интервал был разбит на 2000 групп, по 500 последовательных чисел в каждой группе. Пусть х – число простых чисел в группе, N(x) – число групп, в которых  по х простых чисел. В результате подсчетов получилась таблица:

	х
	18
	19
	20
	21
	22
	23
	24
	25
	26
	27
	28
	29
	30

	N(x)
	1
	4
	5
	6
	11
	18
	48
	63
	70
	102
	141
	149
	165

	x
	31
	32
	33
	34
	35
	36
	37
	38
	39
	40
	41
	42
	43
	44

	N(x)
	188
	203
	181
	160
	141
	115
	78
	63
	38
	16
	15
	14
	4
	1


Математическое ожидание M[x] = 31, 5645, дисперсия  D[x] =17,1888. При случайном распределении вероятность встретить простое число в восьмом миллионе равна  
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.   При этом дисперсия была бы равна 

500 р(1-р) ( 29,5, что значительно больше наблюдаемой 17,1888. (Читателю рекомендуем проделать аналогичные расчеты для седьмого миллиона и полученные  результаты сравнить с приведенными здесь).

Задачи.

542. Найдите выборочное среднее  
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,  выборочную дисперсию 
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, выборочное среднее квадратическое отклонение  
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, исправленные  дисперсию  
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 и среднее квадратическое отклонение  
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 случайной величины  х по выборке, заданной в задаче 531 (1-4).

543. Найдите 
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 случайной величины  х, равной числу баллов, полученных 50 абитуриентами, по выборке из задачи 532.

544. Игральная кость подбрасывается 120 раз (см. задачу 535). Случайная величина  х  -  число очков на верхней грани. Найдите 
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 по таблице частот, полученной опытным путем. Сравните вычисленные выборочные характеристики с их истинными (теоретическими) значениями 
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545. По выборке из задачи 536 найдите выборочные характеристики величины х. Вычислите эти же характеристики, исходя из интервальной таблицы частот ( в качестве вариант (i берутся середины интервалов). Сравните полученные результаты.

546. Пусть  х  - случайная величина,  h и с – постоянные и  y = hx + c. Докажите, что 
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547.  Найдите  
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 величины  х  по интервальной таблице частот, заданной в задаче 537 (1-2).

548.Найдите выборочные числовые характеристики роста студентов по интервальной таблице частот, заданной в задаче 539.

549.Найдите выборочные среднее, дисперсию и среднее квадратическое отклонение жирности молока по выборке из задачи 541. Найдите исправленную выборочную дисперсию.

550. Для случайной величины  х  задана таблица частот, составленная на основе выборки. Пользуясь формулами из задачи 546, вычислите 
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 . В тех случаях, когда объем выборки мал (n ( 30), вычислите  
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:

	1)
	20
	30
	40
	50
	60
	

	
	0,1
	0,2
	0,4
	0,2
	0,1
	n=10


	2)
	0,1
	0,5
	0,6
	0,8
	

	
	0,1
	0,3
	0,4
	0,2
	n=50


	3)
	2580
	2600
	2620
	2640
	2660
	

	
	0,1
	0,15
	0,5
	0,2
	0,05
	n=20


551. По данным задачи 534 вычислите выборочную среднюю размера основных фондов 30 предприятий двумя способами: а) по исходным данным; б) по интервальной таблице частот, приняв за значения размера основных фондов середины интервалов.

Вычислите выборочную дисперсию, исходя из интервальной таблицы частот.

552. По интервальной таблице частот, полученной в задаче 533, найдите среднее значение оплаты труда колхозников. Вычислите среднее квадратическое отклонение.

553. Для нахождения среднего значения урожайности озимой пшеницы  совхозное поле площадью 2000 га разделили на 20 равных участков. Сплошной учет фактического урожая на каждом участке дал следующую таблицу:

	Урожайность на участке в ц/га
	25
	30
	35
	40
	45
	Итого

	Кол-во участков
	2
	3
	8
	4
	3
	20


а) Составьте таблицу частот; б) вычислите среднее значение, дисперсию и среднее квадратическое отклонение урожайности.

�EMBED Equation.3���
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