§ 19.   Неравенство Чебышева и закон больших чисел

Лемма Чебышева. Если случайная величина х, для которой существует математическое ожидание  М[x], может принимать только неотрицательные значения, то для любого положительного числа  ( имеет место неравенство 
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Неравенство Чебышева. Если  х – случайная величина  с математическим ожиданием М[x] и дисперсией  D[x], то для любого положительного  (  имеет место неравенство
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Теорема Чебышева. (закон больших чисел). Пусть  х1, х2, …, xn,… - последовательность независимых случайных величин с одним и тем же математическим ожиданием  m и дисперсиями, ограниченными одной и той же  константой  с. Тогда для любого положительного числа  ( имеет место предельное равенство
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Доказательство теоремы основано на неравенстве
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вытекающей из неравенства Чебышева. Из теоремы Чебышева как следствие может быть получена

Теорема Бернулли. Пусть производится  n  независимых опытов, в каждом из которых с вероятностью  р  может наступить некоторое событие  А , и пусть  vn – случайная величина,  равная числу наступлений события  А   в этих  n опытах.  Тогда для любого   ( > 0 имеет место предельное равенство
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Отметим, что неравенство (4) применительно к условиям теоремы Бернулли дает:

                                 
[image: image6.wmf]2

)

1

(

1

e

e

n

p

p

p

n

v

p

n

-

-

³

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

<

-

.                                                  (6)

Теорему Чебышева можно сформулировать в несколько более общем виде:

Обобщенная теорема Чебышева. Пусть  х1, х2, …, xn,… - последовательность независимых случайных величин с математическими ожиданиями  M[x1] = m1, M[x2] = m2,… и дисперсиями, ограниченными одной и той же  постоянной  с. Тогда  для любого положительного числа  ( имеет место предельное равенство
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Пример 1. Оцените вероятность того, что при 3600 независимых бросаниях игральной кости число появлений 6 очков будет не меньше 900.

Решение. Пусть  х  -число появлений 6 очков при 3600 бросаниях кости. Тогда  М [x] = 3600 
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  = 600. Воспользуемся теперь неравенством (1) при       ( = 900:   
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Пример 2. Оцените вероятность того, что частота появления шестерки в 10000 независимых бросаниях игральной кости отклонится от вероятности появления шестерки по абсолютной величине меньше чем на 0,01.

Решение. Используем неравенство (6) при  n = 10000, р = 
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Пример 3. Вероятность наступления события А  в каждом из 1000 независимых опытов равна 0,8. Найдите вероятность того, что число наступлений события  А  в этих 1000 опытах отклонится от своего математического ожидания по абсолютной величине меньше чем на 50. 

Решение. Пусть  х  - число наступлений события  А в указанных 1000 опытах. Тогда М [x] = 1000 ( 0,8 = 800 и  D [x] = 1000 ( 0,8 ( 0,2 = 160. Теперь неравенство (2) дает:
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Пример 4. Дисперсия каждой из 1000 независимых случайных величин  xk   (k = 1, 2,..., 1000) равна 4. Оцените вероятность того, что отклонение средней арифметической этих величин от средней арифметической их математических ожиданий по абсолютной величине не превзойдет 0,1.

Решение: Согласно неравенству (4) при  с = 4  и  ( = 0,1 имеем:
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Задачи.

512. Случайная величина  х  может принимать только неотрицательные значения, а ее среднее значение равно 100. С помощью леммы Чебышева оцените снизу вероятность того, что в результате опыта величина  х  примет значение, меньшее 120.

513. Среднее значение веса изделия данного вида равно 50 г. С помощью леммы Чебышева оцените снизу вероятность того, что наудачу взятое изделие имеет вес меньше 90 г.

514. Среднее значение скорости ветра у Земли в данной местности равно 20 м/с. С помощью леммы Чебышева оцените снизу вероятность того, что при одном наблюдении в данной местности скорость ветра окажется меньше 80 м/с.

515. Число солнечных дней в году для данной местности является случайной величиной с математическим ожиданием, равным 75. С помощью леммы Чебышева оцените снизу вероятность того, что в следующем году в данной местности окажется меньше 150 солнечных дней.

516. Математическое ожидание начальной скорости снаряда равно 500 м/с. С помощью леммы Чебышева оцените сверху вероятность того, что при испы-тании очередного снаряда его начальная скорость окажется не меньше 800 м/с.

517. Среднее  значение начальной скорости снаряда равно 500 м/с. Какие начальные скорости снаряда следует ожидать с вероятностью, не меньшей 0,5? (Применить лемму Чебышева).

518. Оцените вероятность того, что при 1200 независимых бросаниях игральной кости одно очко выпадает менее 800 раз. (Применить лемму Чебышева).

519. Средняя температура в квартире в период отопительного сезона равна 200 С, а среднее квадратическое отклонение равно 20С. С помощью неравенства Чебышева оцените снизу вероятность того, что температура в квартире отклонится от средней по абсолютной величине менее чем на 40С.

520. Вероятность рождения девочки приблизительно равна 0,485. Оцените снизу вероятность того, что число девочек среди 3000 новорожденных будет отличаться от математического ожидания этого числа по абсолютной величине менее чем на 55.

521. Вероятность получения с конвейера изделия высшего качества равна 0,6. Оцените вероятность того, что среди 600 изделий, полученных с конвейера, содержится от 340 до 380 изделий высшего качества. Оценку произведите, используя: а) неравенство Чебышева; б) интегральную приближенную формулу Лапласа (см. [6], § 17).

522. Случайная величина  х  имеет  математическое ожидание М [x] = 1  и  дисперсию, равную D [x] = 0,04. С помощью неравенства Чебышева оцените вероятность неравенства 0,5 < x < 1,5.

523. Используя неравенство Чебышева, найдите вероятность того, что частота появления герба при 200 бросаниях монеты отклонится от вероятности не более чем на 0,1. Сравните с вероятностью, полученной с помощью применения интегральной приближенной формулы Лапласа.

524. Вероятность некоторого события А в каждом из n независимых испытаний равна р = 
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. Используя неравенство  Чебышева, оцените вероятность того, что частота этого события отклонится от его вероятности по абсолютной величине менее чем на 0,01, если будет произведено: а) n = 9000 испытаний; б) n = 75000 испытаний. Сравните полученные оценки с результатами применения интегральной приближенной формулы Лапласа.

525. Вероятность попадания в цель из данного орудия при каждом выстреле равна р = 
[image: image16.wmf]3
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. Найдите наименьшее число  n  независимых выстрелов из орудия, чтобы с вероятностью, не меньшей 0,99, частота попадания отклонилась по абсолютной величине от его вероятности не более чем 0,01. 

Решите задачу: а) применив неравенство Чебышева; б) применив интегральную приближенную формулу Лапласа.

526. Длина изготавливаемых изделий представляет случайную величину, среднее значение которой равно 90 см. Дисперсия этой величины равна 0,0225. Оцените вероятность того, что: а) отклонение длины изготовленного изделия от его среднего значения по абсолютной величине не превзойдет 0,4 см; б) длина изделия выразится числом, заключенным между 89,7 и 90,3 см.

527. Оцените вероятность того, что отклонение любой случайной величины от ее математического ожидания будет по абсолютной величине: а) не более 2 средних квадратических отклонений; б) не более 3 средних квадратических отклонений (правило «трех сигм»); в) не более 4 средних квадратических отклонений.

528. Дисперсия каждой из 1000 независимых случайных величин равна 4. Оцените вероятность того, что отклонение средней арифметической этих случайных величин от средней арифметической их математических ожиданий по абсолютной величине окажется меньше чем 0,2.

529. Дана последовательность независимых случайных величин  х1,  х2, ..., xn, ... . Закон распределения xn имеет вид:

	Значения  хn
	-
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Применима ли к этой последовательности теорема Чебышева?

530. Применим ли закон больших чисел к последовательности независимых случайных величин х1,  х2, ..., xn, ... , если   xn  равномерно распределена на отрезке:

а) [0; n];  б) [0; 
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];  в) 
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