§ 18.  Числовые характеристики случайных величин. 

Математическим ожиданием дискретной случайной величины  х с законом распределения:

	xi
	x1
	x2
	…

	pi
	p1
	p2
	     …


называется  число

                                  M[x] = x1p1 + x2p2 +…                                                                 (2)

при условии абсолютной сходимости ряда (2).

Если  х  имеет закон распределения (1) и у = ((х) – функция от случайной величины  х, то 

                                  M[y] = M[((х)] = ( ((хi)pi                                                           (3)

Если х – непрерывная случайная величина с плотностью вероятности  f(x), то (см. [6], § 32)

                                   M[x] =  
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при условии, что интеграл сходится абсолютно; справедлив также интегральный аналог формулы (3):

                                 M[((х)] = 
[image: image2.wmf]ò

¥

¥

-

j

dx

)

x

(

f

)

x

(

  ,                                                         (5) 

если  функция ((х)  является правильной (см. [6], § 32) и интеграл в правой части сходится абсолютно.

Свойства математического ожидания:

1. M [c] = c, если  с  постоянная.

2. M [cх] = c M [х] , если  с  постоянная.

3. M [х1 + …+ хn] = M [х1] + …+M[хn].  
4. Если  х1 , х2, …, хn  независимы, то M [х1 ( … ( хn] = M [х1] ( … ( M[хn].

Дисперсией случайной величины х называется число

                                  D[x] = M[(x – M[x])2].                                                        

Число  ( [x] = 
[image: image3.wmf]]
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 называется средним квадратическим отклонением х.

Справедлива формула

                                  D[x] = M[x2] – M[x]2.                                                               (6)                                                       

Из определения дисперсии и формул (3) и (5) вытекает справедливость следующих формул для дисперсии:

                                  D[x] =  
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если  х – дискретная случайная величина с законом распределения (1);
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если  х – непрерывная величина с плотностью f(x).
Формула (6) в сочетании с (3) и (5) дает для дисперсии формулы (обычно более удобные, чем (7) и (8)):

                                     D[x] 
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 M[x]2,                                                          (9)

если  х – дискретная величина;

                                   D[x] =
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 M[x]2,                                                (10)

если  х – непрерывная величина с плотностью f(x).
Свойства дисперсии:
1. D[c] = 0 , если  с  постоянная.

2. D [cх] = c2 D [х] = c, если  с  постоянная.

Корреляционным моментом случайных величин х и у называется число

                                   K[x, y] = M
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 , где 
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х

=x – M[x], 
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у

= y – M[y].
Основное свойство корреляционного момента: если  х и у независимы, то  K[x, y]=0;

Дисперсия суммы двух случайных величин равна сумме дисперсий этих величин плюс удвоенный корреляционный момент:

                           D[x + у] = D[x] + D[у] + 2К[x, у].                                               

Если случайные величины х и у независимы, то дисперсия их суммы равна сумме их дисперсий:

                                  D[x + у] = D[x] + D[у].
Из определения корреляционного момента и свойств математического ожидания вытекает формула

                            К [x, у] = М [xу] – М [х] М [ у ].                                                 (11)

Пример 1.Дискретная случайная величина  х  задана законом распределения:

	Значения  х
	-1
	0
	1
	2

	Вероятности
	0,1
	0,3
	0,5
	0,1


Найдите математические  ожидания величин  х  и  у = 2х2 +1.

Решение.  Имеем согласно (1) и (2):

М [х] = (-1) ( 0,1 + 0 ( 0,3 + 1 ( 0,5 + 2 ( 0,1 = 0,6;

М [у] = М [2х2 + 1] = [2 (-1)2 + 1] ( 0,1 + [2 ( 02 + 1] ( 0,3 + [2 ( 12 + 1] ( 0,5 +

+ [2 ( 22 + 1] ( 0,1 = 2,2.

Пример 2. Случайная величина  х  имеет плотность вероятности (показательный закон распределения):
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Найдите математические ожидания величин х  и  у = 2х2 +3. 

Решение. Имеем согласно (4) и (5):
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Пример 3.  Известно, что М[х] = 2, М[у] = 1,5. Найдите математическое ожидание величины z = 3x – y + 2,5.

Решение. Используя свойства 1 – 3, имеем:

М[z] = М[3х – y + 2,5] = 3 ( 2 – 1,5 + 2,5 = 7.

Пример 4. Найдем по формулам (9) и (10) дисперсии случайных величин из примеров 1 и 2:

1) D[x] = (-1)2 ( 0,1 + 02 ( 0,3 + 12 ( 0,5 + 22 ( 0,1 – 0,62 = 0,64;

2) 
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Пример 5. Случайные величины  х и у  связаны соотношением  у = 2 – 3х, причем  М[x] = 2 и D[x] = 4. Найдите М[у], D[у], ( [у] и К [x, у].

Решение. Используя свойства математического ожидания и дисперсии, получим:

М [у] = М[2 – 3х] = М[2] - 3 М[х] = 2 – 3 ( 2 = -4.

D [у] = D[2 – 3х] = D[2] + (-3)2 D[х] = 9 ( 4 = 36;

( [у] = 
[image: image15.wmf]36

 = 6.

Для вычисления корреляционного момента К [x, у] воспользуемся формулой (11):

К [x, у] = М [х, у] - М [х] М [у] = М [х (2 – 3х)]- 2 (-4) = 

= 2 М [х] - 3 М [х2] + 8 = 12 - 3 М [х2].

Используя формулу (6), находим:

М [х2] = D[х] + М [х]2 = 4 + 22 = 8.

Следовательно, К [x, у] = 12 – 3 ( 8 = -12.

Задачи.

444. Дискретная случайная величина  х  задана таблицей распределения. Требуется найти М [х], D[х] и ( [х]:

	1)
	0
	1
	2
	3)
	-2
	-1
	0
	1
	2

	
	0,3
	0,5
	0,2
	
	0,1
	0,2
	0,4
	0,2
	0,1

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	2)
	-1
	0
	1
	4)
	1
	2
	3
	4
	5

	
	0,4
	0,5
	0,1
	
	0,05
	0,15
	0,3
	0,4
	0,1


445. Заданы закон распределения дискретной случайной величины  х  и функция  ((х). Требуется найти М [((х)]:

	1)
	-1
	0
	1
	((х) = (х( + 1;

	
	0,3
	0,5
	0,2
	

	
	
	
	
	

	2)
	-2
	-1
	0
	1
	2
	((х) = 2(х(.

	
	0,10
	0,15
	0,25
	0,40
	0,10
	


446. Найдите математическое ожидание случайной величины z, если заданы  математические ожидания случайных величин  х и у:

а)  z = 2x – 3y,  M[x] = 3,  M[y] = 1;

б)  z = x + 3y + 1,  M[x] = 2,  M[y] = 0.

447. Случайные величины  х и у независимы, причем  D[x] = 1  и  D[y] = 2. Найдите D[z], если:

a) z = 3x + y;  б) z = 2x + y – 2;  в) z = аx + by + c, 

     где  а, b, c- постоянные величины.

448. Случайные величины  х1,  х2, ..., хn независимы, имеют одно и то же математическое ожидание  m  и одну и ту же дисперсию  (2. Найдите математическое ожидание,  дисперсию и среднее квадратическое отклонение величины.
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449. Вероятность наступления события А в данном опыте равна  р. Величина  х – число наступлений события А в этом опыте. Найдите M[x], D[x] и ([x].

450. Случайная величина  х  имеет биномиальное распределение 

р( x = k) = 
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 ,  k = 0, 1, 2, ..., n;  0 < p < 1,  q = 1 – p.

Найдите  М [x] и  D[x] двумя способами: а) непосредственным подсчетом; б) используя предыдущую задачу и свойства математического ожидания и дисперсии.

451. Произведено  n  независимых бросаний монеты (n ( 1). Случайная величина  х  - число выпаданий герба при этих  n  бросаниях. Найдите М [x], D[x] и ([x].

452. Вероятность успеха в каждом из n испытаний Бернулли равна р. Величина  х  - частота успеха в серии из  n испытаний. Найдите М [x], D[x] и ([x].

453. Вероятность попадания в мишень при одном выстреле для данного стрелка равна  р = 0,8,  х -  число попаданий в мишень в 100 независимых выстрелах. Найдите М [x], D[x] и ([x].

454. 2 стрелка независимо друг от друга сделали по одному выстрелу в одну и ту же мишень. Вероятность попадания для первого стрелка равна р1, а для второго – р2. Найдите М [x], D[x] и ([x], если  х  - общее число попаданий в мишень.

455. 2 стрелка независимо  друг от друга сделали по  n  выстрелов в мишень. Вероятность попадания при каждом выстреле для первого стрелка р1, а для второго эта вероятность равна  р2. Найдите числовые характеристики        (М [x], D[x] и ([x]) случайной величины  х, равной общему числу попаданий в мишень.

456. Производится последовательность независимых опытов, в каждом из которых событие А наступает с вероятностью р. Опыты проводятся до первого наступления события  А, а потом прекращаются. Пусть  х – число произведенных опытов. Найдите числовые характеристики величины  х.

457. Стрелок, имея  n  патронов в запасе, начинает стрельбу по цели, вероятность попадания в которую при каждом выстреле равна  р. Стрельба прекращается после первого попадания в цель или после израсходования всех патронов. Найдите числовые характеристики числа израсходованных патронов.

458. Из урны, содержащей  m  белых и  n – m  черных шаров, по схеме выбора без возвращения извлекается выборка объемом  k. Пусть  х -  число белых шаров в выборке. Найдите М [x] и D[x].

459. Имеется 5 ключей, из которых только один подходит к замку. Найдите числовые характеристики случайной величины, равной числу проб при открывании замка, если: а) испробованный ключ в последующих опробованиях не участвует;  б) испробованный ключ участвует в последующих опробованиях.

460. В ящике лежит  n  изделий, из которых одно бракованное. Из ящика извлекают изделия одно за другим до тех пор, пока не будет вынуто бракованное изделие. Найдите среднее значение числа вынутых изделий.

461. Вероятность изготовления стандартной детали равна р = 0,98. Для контроля наудачу взято 100 деталей. Пусть  х – число нестандартных деталей в выборке.  Найдите числовые характеристики случайной величины  х.
462. Мишень состоит из круга № 1 и двух концентрических колец № 2 и   № 3. Попадание в круг № 1 дает 10 очков, в кольцо № 2 – 5 очков, в кольцо № 3 – одно очко. Вероятности попадания в круг № 1 и кольца № 2 и № 3 соответственно равны 0,5; 0,2; 0,3. Пусть  х – сумма очков, полученных в результате 3 попаданий в мишень. Найдите числовые характеристики величины  х.

463. Даны все возможные значения дискретной случайной величины  х:    х1 = 1, х2 = 2, х3 = 3, а также известны М [x] = 2,3,  М(x2) = 5,9. Найдите закон распределения величины  х.

464. Найдите математическое ожидание и дисперсию дискретной случайной величины  х, распределенной по закону  Пуассона с параметром  (.

465. Математическое ожидание числа отказов радиоаппаратуры за 10000 ч работы равно 10. Определите вероятность отказа радиоаппаратуры за 100 ч.

466. В течение часа коммутатор получает в среднем 60 вызовов. Какова вероятность того, что за время 30 с, в течение которых телефонистка отлучалась, не будет ни одного вызова?

467. За рассматриваемый период времени среднее число ошибочных соединений, приходящихся на одного телефонного абонента, равно 8. Какова вероятность, что для данного абонента число ошибочных соединений будет больше 4?

468. Какова вероятность того, что среди 200 изделий окажется более 3 бракованных, если в среднем бракованные изделия составляют 1%?

469. Радиоаппаратура состоит из 1000 элементов. Вероятность отказа каждого элемента в течение одного года работы равна 0,001 и не зависит от состояния других элементов. Найдите среднее значение числа элементов, отказывающих в течение года. Какова вероятность того, что в течение года откажут: а) 2 элемента; б) не менее 2 элементов? Найдите среднее число элементов, отказывающих в течение 2 лет.

470. В лотерее имеется  m1 выигрышей стоимостью  k1,  m2  выигрышей стоимостью  k2 и т.д., mn выигрышей стоимостью  kn.  Всего билетов  N. Какую стоимость билета следует установить, чтобы математическое ожидание выигрыша на один билет равнялось половине его стоимости?

471. Автоматическая линия при нормальной настройке может выпускать бракованное изделие с вероятностью  р. Переналадка линии производится после первого же бракованного изделия. Найдите среднее число всех изделий, изготовленных между двумя переналадками линии.

472. Случайная величина  х  может принимать лишь целые положительные значения с вероятностями, убывающими по геометрической прогрессии. Выберите первый член и знаменатель прогрессии  q так, чтобы математическое ожидание величины  х  было равно 10 и вычислите при этих условиях вероятность Р ( х ( 10).

473. Из урны, содержащей  m  белых  и  n  черных шаров, извлекаются шары до тех пор. пока не появится белый шар. Найдите математическое ожидание числа вынутых шаров и его дисперсию, если каждый шар после извлечения возвращается в урну.

474. Из ящика, содержащего 2 белых и 4 черных шара, вынимают 3 шара и перекладывают в другой ящик, где имелось 5 белых шаров. Затем из второго ящика 4 шара перекладывают в первый. Найдите математическое ожидание числа белых шаров, оказавшихся в каждом ящике.

475.  n игральных костей бросают  N  раз. Пусть  х  - число тех бросаний, в которых появилось  m  шестерок. Найдите  М [x].

476. Случайная величина  х   распределена  по закону Паскаля ( a > 0):
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Найдите М [x], D[x]  и  ([x].

477. Пусть  х  - число появлений события  А в серии из  n  независимых испытаний. Вероятность появлений события  А  в  k-м испытании равна  рk (k = 1, 2, ..., n). Найдите М [x], D[x] и ([x].

478. Непрерывная случайная ве6личина  х  задана плотностью вероятности  f(x). Найдите М [x], D[x] и ([x].
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3) 
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479. Задана плотность вероятности f(x) случайной величины  х. Требуется найти математическое ожидание случайной величины  у = ((х).

1) 
[image: image23.wmf]ï

î

ï

í

ì

>

£

£

-

-

<

=

;

,

,

,

,

,

,

)

(

1

0

1

1

5

0

1

0

x

если

x

если

x

если

x

f

                      2) 
[image: image24.wmf]ï

î

ï

í

ì

>

£

£

<

=

;

,

,

,

,

,

,

,

,

,

)

(

5

1

0

5

1

5

0

1

5

0

0

x

если

x

если

x

если

x

f


               у = (х(+ 1;                                                   у = х2 - 1;

3) 
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               у = sin х;                                                       у = ln х + 1.

480. Число  (r = M[xr],  r ( N,  называется начальным моментом r-го порядка случайной величины  х, а  (r = M[(x – M[x])r] -  центральным моментом  r-го порядка (очевидно, что (1 = M[x] и  (2 = D[x]). Вычислите (3 и  (3 для величины  х из задачи 478.

481. Случайная величина  х  распределена по нормальному закону с параметрами  а и (. Выразите через  а и (  начальные и центральные моменты порядков 2, 3 и 4.

482. Найдите начальные и центральные моменты 3-го и 4-го порядков для случайной величины  х, имеющей равномерный закон распределения: а) на отрезке [-1,1]; б) на отрезке [0,1].

483. Случайная величина  х  равномерно распределена на отрезке [a – h,     a + h],  h > 0. 

1) Найдите М [x], D[x] и ([x].

2) Вычислите вероятности попадания  х  в промежутки:
а) [М [x] - ([x],  М [x] + ( [x]].

б) [М [x] – 3 ([x],  М [x] + 3 ([x]].

484. Маршрутный автобус ходит через данную остановку с интервалом 10 мин.  Вы подходите к останове в случайный момент времени. Предполагая, что время ожидания автобуса на остановке имеет равномерный закон распределения, найдите среднюю продолжительность и среднее квадратическое отклонение этого времени.

485. Случайная величина  х  равномерно распределена на отрезке [-1, 1]. Найдите: а) М [2x + 3]; б) М [x2 + 1].

486. По осям  координат  Ох и Оу своими 

концами скользит отрезок длины  l (см. рис. 20),

занимая случайное положение. Абсцисса  х 

точки  А  является случайной величиной, расп-

ределенной равномерно на отрезке [0; l].

Найдите математическое ожидание:

а)  расстояния R от начала координат до

     отрезка l;

б) площади      АВО.

487. Показать, что если  х  - случайная величина с конечным математическим ожиданием и  ((х) – выпуклая вниз функция, то

                                 М [( (x)]  ( ( ( М [x]).

488. Найдите  математическое ожидание и среднее квадратическое отклонение случайной  величины  х, имеющей плотность вероятности

                                   
[image: image27.wmf].
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Пользуясь правилом «трех сигм» (см. [6], § 24), укажите интервал, симметричный относительно математического ожидания, в который попадает случайная величина  х  с вероятностью 0,9973.

489. Случайная величина  х  подчинена закону нормального распределения с М [x] = 0. Вероятность попадания величины  х на участке от  -( до ( (( > 0) равна 0,5. Найдите  ( = ( [x] и напишите выражение для плотности вероятности величины  х.

490. Математическое ожидание и среднее квадратическое отклонение нормально распределенной случайной величины  х  соответственно равны 10 и 2. Найдите  Вероятность того, что в результате испытания  х  примет значение, заключенное в промежутке [12; 14].

491. Автомат штампует детали. Контролируется длина детали (случайная величина  х), которая распределена нормально со средним  значением 50 мм. Фактическая длина изготовленных деталей не менее 32 мм и не более 68 мм. Найдите вероятность того, что длина наудачу взятой детали: а) больше 55 мм; б) меньше 40 мм.

492. Производится взвешивание вещества без систематических ошибок. Случайные ошибки взвешивания подчинены нормальному закону со средним квадратическим отклонением ( = 20 г. Найдите вероятность того, что взвешивание будет произведено с ошибкой, не превосходящей по абсолютной величины 10 г. 

493. Деталь, изготовленная автоматом, считается годной, если отклонение ее фактического размера от проектного не превышает 10 мм. Случайные отклонения фактического размера от проектного подчинены нормальному закону со средним квадратическим отклонением ( = 5 мм и математическим ожиданием  а = 0. Сколько процентов годных деталей изготавливает автомат?

494. При измерении детали ее длина  х  является случайной величиной, распределенной по нормальному закону с математическим ожиданием 22 мм и средним квадратическим отклонением 0,2 мм. Найдите интервал, в который с вероятностью 0,9544 попадает  х.

495. Случайная величина  х подчинена нормальному закону распределения с математическим ожиданием M[x] = 0. Задан отрезок [(, (], не включающий начало координат. При каком значении среднего квадратического отклонения ([x] вероятность попадания случайной величины в отрезок [(, (] достигает максимума?

496. Завод изготовляет шарики для подшипников. Номинальный диаметр шариков d0 = 5 мм. Вследствие неточности изготовления шарика фактический его диаметр есть случайная величина, распределенная по нормальному закону со средним значением d0 и средним квадратическим отклонением ( = 0,05. При контроле бракуются шарики, диаметр которых отличается от номинального больше чем на  ( = 0,1 мм. Определить, какой процент шариков в среднем будет отбраковываться.

497. Найдите математическое ожидание, дисперсию и среднее квадрати-ческое отклонение случайной величины  х, имеющей плотность вероятности (распределение Лапласа)

                                      f(x) = 0,5 e -(x(.

Вычислите вероятность попадания значений случайной величины в промежуток 

                [ М [x] – 3 ([x],     М [x] + 3 ([x] ].

498. Плотность вероятности случайной величины  х  имеет вид (закон арксинуса):
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Определите дисперсию и среднее квадратическое отклонение величины  х.

499. Плотность вероятности случайной величины  х  задана формулой
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Найдите М [x] и D[x].

500. Найдите среднее значение и среднее квадратическое отклонение модуля скорости молекулы газа (см. §15, пример 8, закон Максвелла).

501. Непрерывная случайная величина М [x]  распределена по показательному закону:
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Найдите математическое ожидание М [x] и  среднее квадратическое отклонение ([x]. Вычислите вероятность того, что отклонения величины  х от     М [x] не превосходят  3( [x].

502. Случайная величина  х  распределена по закону прямоугольного треугольника (см. задачу 381). Найдите М [x],  D[x] и ([x].

503. Случайная величина  х  распределена по закону Симпсона (см. задачу 382). Найдите М [x],  D[x] и ([x].

504. Имеется случайная величина  х, подчиненная нормальному закону с математическим ожиданием  а  и средним квадратическим отклонением (. Требуется приближенно заменить нормальный закон равномерным законом в интервале  [(, (]; границы (  и  ( подобрать так, чтобы сохранить неизменными  а и  (.

505. Покажите, что если каждое из чисел М [(x (r] и  М [(у (r]  ( r ( 1) конечно, то справедливо неравенство

                 М [(x + у (r] ( 2r-1 (М [(x (r] + М [(y (r]).

506. Случайные величины  х  и  у  имеют равномерное распределение на отрезке  [0, 1]. Докажите, что при любом характере зависимости между  х  и  у  имеет место неравенство

                                М [(x - у (r] ( 0,5.

507. Даны 2 независимые случайные величины  х  и  у. Величина  х  распределена по нормальному закону:
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величины  у распределена равномерно на отрезке [0; 2].

Определите: а) М [x + у];  б) М [xу]; в) М [x2]; г) М [x – у2]; д) D [x+ y].

508. Плотности вероятности независимых случайных величин  х  и  у  заданы формулами
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Найдите М [xу] и D [xy].

509. Случайные величины  х  и  у  имеют математическое ожидание          М [x] = - 1, М [у] = 3. Корреляционный момент этих величин равен К [x, у] = 6. Найдите математическое ожидание величины  z = 3xy + 4.
510. Независимые случайные величины  х и  у имеют метматические ожидания М [x] = 2, М [у] = -3 и дисперсии D [x] = 1, D [у] = 2. Найдите математическое ожидание случайной величины  z = 3x2 y + 2у + 1.

511. Независимые случайные величины  х  и  у   имеют математические ожидания М [x] = 1, М [у] = 3 и дисперсии D [x] = 4, D [у] = 25. Рассматривая  х и   у    как координаты случайной точки на плоскости  хоу , найдите математическое ожидание и дисперсию случайной величины  z,  равной расстоянию от начала координат до проекции точки (х, у) на прямую, проходящую через начало координат и образующую с осью угол 60о.
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Рис. 20
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