§ 17. Функции от случайных величин

1. Функция от одной случайной величины. Пусть  х -  случайная величина, связанная с некоторым опытом, и  у = ((х) – числовая функция, определенная при всех возможных значениях величины  х. Тогда можно рассмотреть случайную величину  у, которая принимает свои значения  в зависимости от того, какие значения принимает  х , а именно: если в результате опыта величина  х приняла значение  х0, то величина  у принимает значение  у0 = ((х0). При этом  у называют функцией случайной величины  х (функцией случайного аргумента  х) и записывают

                                                   у = ((х).

Строгое определение понятия функции от случайной величины основано на понятии борелевской функции: числовая функция  у = ((х) называется борелевской, если ее график  Г( = {(x, y) ( у = ((х)}  является борелевским множеством на плоскости  хоу.

Определение.  Пусть (х, у) – система случайных величин с распределением  Рх,у ( ) и       у = ((х) –борелевская функция. Тогда говорят, что случайная величина  у является функцией  ( от случайной величины  х   и записывают   у = ((х), если 

                                                  Рх,у (Г( ) = 1.

Распределение Ру ( ) величины  у = ((х)  выражается через распределение Рх ( ) аргумента  х  и функцию  (  следующим образом: пусть  В – произвольное борелевское множество на числовой оси  оу , а  ( -1(В) – полный прообраз множества  В при отображении ( , т.е.            ( -1(В) =  {(x ( ((х) ( В}. Тогда (см. [6], § 30)

                                               Ру (В) = Рх (( -1(В)).                                                       (1)

В случае, когда  х – дискретная случайная величина, характеризуемая таблицей:

	xi
	x1
	x2
	…

	pi
	p1
	p2
	…


закон распределения   у = ((х)   находим следующим образом: возможными значениями  у  являются  все  различные  числа  у1, у2,… среди чисел   ((х1),  ((х2),…, а  вероятность   qj  = p( y = yj), j = 1,2,… вычисляются по формуле 
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В общем случае из формулы (1) получается выражение для функции распределения  G(y) случайной величины у = ((х):

                                      G(y) = px (Dy) = p(x ( Dy),                                                      (3)

где 

                                              Dy = {x ( ((х) < y }.

Если случайная величина  х имеет плотность вероятности  f(x), то (3) перепишется в виде 
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В случае, когда  G(y)  непрерывна всюду и имеет непрерывную производную G’(y) всюду, за возможным исключением конечного числа точек, случайная величина у = ((х) имеет плотность вероятности   g(y), которая равна:

                                                    g(y) = G’(y).                                                                 (5)

Пример 1. Случайная величина х имеет закон распределения:

	xi
	0
	1
	2
	3

	pi
	0,1
	0,3
	0,4
	0,2


Найдите закон распределения случайной величины 
[image: image3.wmf].
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Решение. Находим значения функции   
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 при  х = 0,1,2,3, в результате чего получаем числа 1,2,1,0; следовательно, возможными значениями  у  являются yi = 0, 1, 2. Теперь по формуле (2)  находим вероятности:

q1 = p(y = 0) = p (x = 3) = 0,2;               

q2 = p(y = 1) = p(x = 0) + p(x = 2) = 0,1 + 0,4 = 0,5;

q3 = p(y = 2) = p(x = 1) = 0,3. 

Закон распределения  у  будет:

	уi
	0
	1
	2

	qi
	0,2
	0,5
	0,3


Пример 2.  Случайная величина х задана функцией распределения F(x). Найдите функцию распределения случайной величины у = ((х), если: а) ( - строго возрастающая; б) ( - строго убывающая; в) ((х) = с при любом х.

Решение. В каждом из указанных случаев найдем множество 
Dy = {x (( (x) < y} при любом у и воспользуемся формулой (3). Получим:

а) Dy = {x (( (x) < y} =  {x ( х < (-1 (y)}.

Следовательно,

G(y) = px (D y) = p (x < (-1 (y) = F ((-1 (y)).

б) Dy = {x (( (x) < y} =  {x ( х > (-1 (y)};

в этом случае, переходя в (3) к вероятности противоположного события, получим:

G(y) = p (x > (-1 (y)) = 1 – p( x ( (-1 (y)) = 1 – p( x < (-1 (y) – p(x = (-1 (y)) = 

= 1 - F ((-1 (y) – p( x = (-1 (y)).

Для получения окончательного ответа следует учесть формулу

 p  ( x = c) = F (c + 0) – F(c)

(см. [6], § 22), применив ее для с = (-1 (y);

в) Dy = {x (( (x) < y} =  {x ( с < y} = 
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Следовательно, формула (3) дает:
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Пример 3. Случайная величина х задана плотностью вероятности f(x). Найдите функцию распределения G(y) и плотность вероятности g(y) случайной величины  у = х2.

Решение. В этом примере  ( (x) = х2 и 

Dy = {x (x2 < y} =  
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Следовательно, если у ( 0, имеем G(y) = 0, а при  y > 0
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Окончательно,
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Легко видеть, что G(y) непрерывна всюду и имеет непрерывную производную, за исключением точки у = 0. Поэтому
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Пример 4. Случайная величина х распределена нормально с параметрами  а = 0 и ( = 1. Найдите функцию распределения G(y) и плотность вероятности g(y) случайной величины у = х3.

Решение. Так как функция у = х3 строго возрастающая, то можем воспользоваться результатом пункта а) примера 2. Учитывая, что плотность вероятности f(x) величины х равна:
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запишем функцию распределения F(x):
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Тогда
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где Ф – функция Лапласа. Плотность вероятности g(y) величины у находим по формуле (5):


[image: image14.wmf](

)

.

1

2

3

1

2

1

)

`(

)

(

3

2

2

3

2

3

2

3

2

y

e

y

e

y

G

y

g

y

y

-

-

=

=

=

p

p


2. Функция от двух случайных величин. Определение функции z = ( (x, y) от двух случайных величин аналогично определению функции от одной величины ([6], § 31). Отметим лишь, что при заданном распределении   Рх,у   системы (х, у) распределение Pz величины z находится по формуле

                                           Pz (B) = Px,y ((-1 (B)),                                                          (6)

где В – произвольное борелевское множество на числовой оси oz, а (-1 (B) – полный прообраз В в плоскости  хоу   при отображении  (.  

Для функции  распределения G(z) величины z = ( (x, y) из равенства (6) вытекает формула

                                           G(z) = Px, y (Dz),                                                                    (7)

где Dz = { x, y (( (x, y ) < z}. Если существует плотность вероятности g(z) величины      z = ( (x, y), то ее находим дифференцированием:

                                            g(z) = G`(z).

Для системы  (x, y) дискретного типа, заданной таблицей:


	                  у 

х
	у1
	у2
	...

	х1
	р11
	р12
	...

	х2
	р21
	р22
	...

	...
	...
	...
	...


легко найти таблицу распределения величины z = ( (x, y). Возможными значениями z будут различные числа z1, z2, ... среди чисел ((xi, yj), i, j = 1,2,...; вероятности rk = p(z = zk) вычисляются по формуле
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Пример 5. Задана система (х, у) с законом распределения:

	                 у 

х
	0
	1
	2
	3

	-1
	0,01
	0,06
	0,05
	0,04

	0
	0,04
	0,24
	0,15
	0,07

	1
	0,05
	0,10
	0,10
	0,09


Найдите закон распределения величины  z = x + y.

Решение. Находим числа   xi + yj :

-1, 0, 1, 2, 0, 1 ,2, 3, 1, 2, 3, 4.

Возможными значениями  z  являются числа   zk =  -1, 0, 1, 2, 3, 4.

Находим соответствующие вероятности:

r1 = p(z = -1) = p(x = -1, y = 0) = 0,01;

r2 = p(z = 0) = p(x = -1, y = 1) + p(x = 0, y = 0) = 0,06 + 0,04 = 0,1;

r3 = p(z = 1) = p(x = -1, y = 2) +  p(x = 0, y = 1) + p(x = 1, y = 0) = 0,34;

r4 = p(z = 2) = p(x = -1, y = 3) +  p(x = 0, y = 2) +  p(x = 1, y = 1) = 0,29;

r5 = p(z = 3) = p(x = 0, y = 3) +  p(x = 1, y = 2) = 0,17;

r6 = p(z = 4) = p(x = 1, y = 3) = 0,09.

Искомый закон распределения:
	       zk          
	-1
	0
	1
	2
	3
	4

	rk
	0,01
	0,1
	0,34
	0,29
	0,17
	0,09


Пример 6. Пусть задана система (х, у) с плотностью вероятности f(x,y). Требуется найти плотность вероятности   g(z)   величины   z = x + y.

Этот пример подробно  разобран в учебном пособии ([6], § 31).

Приведем лишь окончательный результат:
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В частности, если  х  и  у  независимы и их плотности вероятности равны f1(x)  и  f2(y) соответственно, то f(x, у) = f1(x) f2(у) и формула (9) принимает вид:

                       
[image: image17.wmf](

)

ò

¥

¥

-

-

=

.

)

(

)

(

2

1

dt

t

z

f

t

f

z

g

                                                (10)

Закон распределения (10)  величины  z  называется композицией законов распределения величин  х  и  у.

Пример 7. Случайные величины х  и  у независимы, х  равномерно распределена на [0, 1],  у  распределена по нормальному закону с параметрами а = 0 и ( = 1.  Найдите композицию законов распределения х  и  у, т.е. закон распределения величины   z = х +у.

Решение. По условию
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Тогда по формуле (10)


[image: image20.wmf].

)

(

)

(

dt

e

z

g

t

z

2

1

0

2

2

1

-

-

ò

=

p


Полагая  z – t = u,  имеем:
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Задачи.

415. Случайная величина  х  задана таблицей распределения:

	      xi 
	-2
	-1
	0
	1
	2

	pi
	0,1
	0,2
	0,3
	0,3
	0,1


Требуется составить таблицу распределения величины  у:

а)  у = 2х – 1;           б) у = х2 + 1;

в)  у = 2х;                  г) у = 2(х(.

416. Случайная величина  х  задана таблицей распределения:

	xi
	-1
	0
	1
	2

	pi
	0,1
	0,2
	0,5
	0,2


Требуется найти функцию распределения G(y) случайной величины  у = ((х):

а)  у = х2 – 1;     б)  у = (х(.

417. Задана таблица распределения системы случайных величин  (х, у):

	у

x
	-2
	-1
	0
	1

	-1
	0,01
	0,02
	0,05
	0,03

	0
	0,03
	0,24
	0,15
	0,06

	1
	0,06
	0,09
	0,16
	0,10


Требуется найти закон распределения случайной величины z = ((x, y):

а)  z = x + y;                     б)  z = x ( y;

в) z = 2x – 3y;                   г)  z = (х( - y.

418. Заданы независимые случайные величины х и у:

	xi
	-1
	0
	1

	pi
	0,1
	0,2
	0,5


	уi
	0
	1
	2
	3

	qi
	0,2
	0,4
	0,3
	0,1


Требуется составить закон распределения случайной величины z:

a)  z = x + y;        б) z = xy;         в) z = 2x + 3y;            г) z = x2 + y2.

419.  2 стрелка независимо друг от друга стреляют по одной и той же мишени. Первый  попадает в мишень с вероятностью 0,4 и имеет 3 патрона в запасе, а второй – с вероятностью 0,6 и имеет 2 патрона в запасе. Каждый  из стрелков стреляет или до первого попадания в мишень, или до израсходования всех патронов. Пусть х – число патронов, израсходованных первым стрелком, а у – число патронов, израсходованных вторым. Найдите законы распределения х, у, (х,у) и  х + у.

420. Монета брошена 3 раза. Пусть х – число выпаданий герба, а у – число выпаданий цифры. Найдите законы распределения случайной величин: 
a) z = x – y;  б) z = xy.
421. Пусть случайные величины х и у независимы и одинаково распределены, причем р(х = 1)= p > 0, p(x = 0) =1-p > 0. Введем новую случайную вели-чину  z:  z = 0   при   х + у  – четном  и   z = 1  при  х + у – нечетном. При каком значении   р  величины  х  и  z  независимы?

422. Случайная величина х задана функцией распределения F(x). Требуется выразить функцию распределения G(y) случайной величины  у = ((x) через F:

1) у = 2х;  2) у = х2 – 1;  3) у = (х- 1(; 4) у = ех.

423. Случайная величина  х   задана плотностью вероятности  f(x). Убедитесь, что случайная величина у = ((x) имеет плот-ность вероятности g(y), и выразите эту плотность через f:

а) у = -2x + 3;      б) у = х2 – 1; 

в) у = (х(;           г) у = ех.

424. Плотность вероятности f(x) случайной величины х равна 0 при х ( 0 и равна  h(x) при х > 0.  

Найдите плотность вероятности случайной величины:

а) у = е-х;  б) y = ln x;  в) y = x3 ;  г) 
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425. Случайная величина х равномерно распределена на отрезке [-1, 1]. Найдите функцию распределения G(y) и плотность вероятности случайной величины у = ((x):

а) у = 2х;   б) у = х2;   в) у = (х(;   г) у = ех.

426. Случайная величина х равномерно распределена на отрезке [
[image: image24.wmf]4
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]. Найдите функцию распределения G(y) и плотность вероятности g(y) случайной величины у = ((x):  а)  y = sin x;  б) y = sin 2x.
427. Через точку А (1,0) (рис. 19) проводится прямая АВ под углом   (  к оси абсцисс. Величина  (  является случайной, распределенной равномерно в промежутке  [
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]. Найдите функцию распределения и плотность вероят-ности случайной величины у, равной ординате точки В пересечения прямой АВ с осью Оу.
428. Закон распределения радиуса  х  круга – нормальный с параметрами   а = 1000  и  ( = 0,5. Найдите закон распределения: 

а) длины окружности  у;   б)  площади круга  z.

429. Закон распределения ребра  х  куба – нормальный параметрами  а = 5   и  ( = 1. Найдите закон распределения:  а) объема куба у;  б) площади полной поверхности куба  z.

430. Случайная величина  х  распределена по нормальному закону с параметрами а = 0  и  ( = 1. Найдите плотность вероятности величины у = (х(.

431. Случайная величина  х  распределена по нормальному закону с параметрами   а  и  ( . Найдите закон распределения величины  y = kx.

432. Случайная величина  х  распределена по закону Коши:

                                            
[image: image26.wmf])
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Найдите плотность вероятности величины: а) y = arctg  x;  б)  y = 
[image: image27.wmf]x

1

.

433. Случайная величина  х  имеет показательное распределение с плотностью вероятности
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Найдите плотность вероятности случайной величины:

а)  
[image: image29.wmf]x

y

=

;  б) 
[image: image30.wmf]x
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434. Задана плотность вероятности  f(x, y) системы случайных величин    (х, у). Найдите плотность вероятности случайной величины: 
а) z = x – y;  б) z = xy;  в) 
[image: image31.wmf]y
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435. Решите задачу 434 при условии, что х  и  у независимы и имеют плотности вероятности  f1(x)  и f2(y) соответственно.

436. Найдите плотность вероятности случайной величины 
[image: image32.wmf]х

у

z

=

, если слу-чайные величины  х  и  у  распределены нормально с параметрами  ах = ау = 0  и   (х  = (у = 1. 

437. Случайная точка (х, у) равномерно распределена в квадрате с вершинами (0,0), (1,0), (1,1), (0,1). Найдите закон распределения площади прямоугольника со сторонами  х  и  у.

438. Случайные величины х  и  у независимы и каждая имеет равномерное распределение на отрезке [0, 1].  Найдите плотность вероятности случайной величины: а) z = x + y;  б) z = x - y;  в) 
[image: image33.wmf]y
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439. Случайные величины х  и  у независимы и имеют показательное распределение:
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Найдите плотность вероятности случайной величины   z = x + y.

440. Случайные величины х  и  у независимы и распределены нормально с параметрами ах = ау = 0  и   (х  = (у = 1.  Найдите плотность вероятности случайной величины: а) z = у2 + y2;  б) z = x + y;  в) 
[image: image36.wmf]2
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441. Каждая из независимых случайных величин х  и  у равномерно расп-ределена на отрезке [0, 2]. Найдите закон распределения случайной величины    z = x + y.

442. Каждая из независимых случайных величин х  и  у равномерно расп-ределена на отрезках [1, 3] и [2, 6]. Найдите плотность вероятности случайной величины z = x + y.

443. Найдите плотность вероятности суммы независимых случайных величин х  и  у, если   х  равномерно расппределена на отрезке [0 , 1], а  у   имеет показательное распределение с плотностью 

у
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рис. 19





В








_1047894564.unknown

_1047992483.unknown

_1092820411.unknown

_1092820442.unknown

_1092821159.unknown

_1092821160.unknown

_1092820764.unknown

_1092820412.unknown

_1049266139.unknown

_1049266734.unknown

_1049267203.unknown

_1049267476.unknown

_1049267674.unknown

_1049267154.unknown

_1049266348.unknown

_1049266492.unknown

_1049266301.unknown

_1049263297.unknown

_1049266005.unknown

_1049263014.unknown

_1047989891.unknown

_1047992266.unknown

_1047992409.unknown

_1047990789.unknown

_1047894768.unknown

_1047897593.unknown

_1047894612.unknown

_1047885025.unknown

_1047885665.unknown

_1047885848.unknown

_1047885555.unknown

_1047883064.unknown

_1047883181.unknown

_1018428781.unknown

