§ 13. Дискретная случайная величина и закон ее распределения.

Реальное содержание понятия «случайная величина» может быть выражено с помощью такого определения: случайной величиной, связанной с данным опытом, называется величина, которая при каждом осуществлении этого опыта принимает то или иное числовое значение, причем заранее неизвестно, какое именно. Случайные величины будем обозначать жирными буквами х, у,….

Определение. Говорят, что задана дискретная случайная величина  х, если указано конечное или счетное множество чисел

х1, х2…

и каждому из этих чисел  xi поставлено в соответствие некоторое положительное число  pi, причем

р1 + р2  + …= 1.

Числа   х1, х2… называются возможными значениями случайной величины  х,  а числа     р1 , р2 ,… - вероятностями этих значений  (pi = Р(х = xi)).

Таблица
	xi
	x1
	x2
	…

	pi
	p1
	p2
	…


называется законом распределения дискретной случайной величины  х.

Для наглядности закон распределения дискретной случайной величины изображают графически, для чего в прямоугольной системе координат строят точки (xi, pi) и соединяют последовательно отрезками прямых. Получающаяся при этом ломаная линия называется многоугольником распределения случайной величины  х.


Пример 1. По мишени производится 4 независимых выстрела с вероятностью попадания при каждом выстреле р = 0,8. Требуется: а) найти закон распределения дискретной случайной величины х, равной числу попаданий в мишень; б) найти вероятности событий: 1 ( х ( 3; х > 3; в) построить многоугольник распределения.

Решение. а) Возможные значения случайной величины х: 0, 1, 2, 3, 4. Соответствующие вероятности вычисляем по формуле Бернулли:


[image: image1.wmf].

0016

,

0

2

,

0

8

,

0

)

0

(

4

0

0

4

0

=

×

=

=

=

С

х

р

р



[image: image2.wmf].

0256

,

0

2

,

0

8

,

0

)

1

(

3

1

4

1

=

×

=

=

=

С

х

р

р



[image: image3.wmf].

1536

,

0

2

,

0

8

,

0

)

2

(

2

2

2

4

2

=

×

=

=

=

С

х

р

р



[image: image4.wmf].

4096

,

0

2

,

0

8

,

0

)

3

(

3

3

4

3

=

×

=

=

=

С

х

р

р



[image: image5.wmf].

4096

,

0

2

,

0

8

,

0

)

4

(

0

4

4

4

4

=

×

=

=

=

С

х

р

р


Закон распределения х представится таблицей:

	xi
	0
	1
	2
	3
	4

	pi
	0,0016
	0,0256
	0,1536
	0,4096
	0,4096


Проверка: 0,0016 + 0,0256 + 0,1536 + 0,4096 + 0,4096 = 1.

б) Вероятность событий 1 ( х ( 3 и  х > 3 равны:

р (1 ( х ( 3) = р ({1,2,3}) = р1 + р2 + р3 = 0,0256 + 0,1536 + 0,4096 = 0,5888;

р( х > 3) = р ({4}) = р4 = 0,4096.

в) Многоугольник распределения представлен на рисунке 11.

Если возможными значениями дискретной случайной величины х  являются  0, 1, 2, …, n, а соответствующие им вероятности  вычисляются по формуле Бернулли: 
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то говорят, что случайная величина  х  имеет биномиальный закон распределения:

	xi
	0
	1
	…
	n

	pi
	pn(0)
	pn(1)
	…
	pn(n)


Рассмотренная выше в примере 1 случайная величина х имеет биномиальный закон распределения, в котором n = 4, p = 0,8.

Пример 2. В урне 7 шаров, из которых 4 белых, а остальные черные. Из этой урны наудачу извлекаются 3 шара; х – число извлеченных белых шаров. Найдите закон распределения дискретной случайной величины х и вероятность события х ( 2.

Решение. Возможные значения случайной величины х:  0, 1, 2, 3. Соответствующие им вероятности р0, р1, р2, р3 подсчитываем классическим способом:
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Закон распределения х:

	xi
	0
	1
	2
	3

	pi
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Вероятность события  х ( 2 равна:

р (х ( 2) = 
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Пусть заданы натуральные числа  m, n, s, причем  m( s ( n. Если возможными значениями дискретной случайной величины  х  являются  0,1,2,…, m, а соответствующие им вероятности выражаются по формуле 

                            pk =  p(x = k) = 
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 то говорят, что случайная величина  х  имеет гипергеометрический закон распределения.

Случайная величина х из примера 2 имеет гипергеометрический закон распределения с n =7, s = 3, m = 4.

Другими часто встречающимися примерами законов распределения дискретной случайной величины являются:

геометрический

	xi
	1
	2
	3
	…
	k
	…

	pi
	p1
	p2
	p3
	…
	pk
	…


где  pk  = qk-1p,   q = 1 – p  (0 < p < 1);

Закон распределения Пуассона:

	xi
	0
	1
	2
	3
	…
	k
	…

	pi
	p0
	p1
	p2
	p3
	…
	pk
	…
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Закон распределения Пуассона является предельным для биномиального при  n ( (,   p ( 0,   np = ( = const. Виду этого обстоятельства при больших  n  и малых  p  биномиальные вероятности вычисляются приближенно по формуле Пуассона:
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Пример 3. Завод отправил на базу 500 доброкачественных изделий. Вероятность повреждения каждого изделия в пути равна 0,002. Найдите закон распределения случайной величины х, равной числу поврежденных изделий, и найдите вероятности следующих событий:

А – повреждено менее 3 изделий;

В – повреждено более 2 изделий;

С – повреждено хотя бы одно изделие.

Решение. Возможные значения х: 0, 1, 2, ..., 500; так как n = 500 велико, а р = 0,002 мало, то положив ( = 500 ( 0,002 = 1, вычислим вероятности 

pk = p(x = k)

приближенно по формуле Пуассона:
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Закон распределения случайной величины х приближенно имеет вид:

	xk
	0
	1
	2
	3
	…
	500

	pk
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или

	xk
	0
	1
	2
	3
	…
	500

	pk
	0,368
	0,368
	0,184
	0,061
	…
	0,000


Используя полученную таблицу, находим вероятности событий А, В и С:

p(A) = p(x < 3) = p ({0, 1, 2}) = 0,368 + 0,368 + 0,184 = 0,92.

p(B) = p (x > 2) = 1 – p( x ( 2) 1 – p ({0, 1, 2}) = 0,008.

p(C) = p (x ( 1) = 1 – p( x ( 0) 1 – p ({0}) = 1 – 0,368 = 0,632.

Задачи.

324. Дискретная случайная величина х – число мальчиков в семьях с 5 детьми. Предполагая равновероятными рождения мальчика и девочки: а) найдите закон распределения х; б) постройте многоугольник распределения; в) найдите вероятности событий: А – в семье не менее 2, но не более 3 мальчиков; В – не более 3 мальчиков; С – более одного мальчика.

325. С вероятностью попадания при одном выстреле 0,7 охотник стреляет по дичи до первого попадания, но успевает сделать не более 4 выстрелов. Дискретная случайная величина х – число промахов. а) Найдите закон распределения х. б) Постройте многоугольник распределения. в) Найдите вероятности событий: x < 2; x ( 3; 1 < x ( 3.

326. 2 стрелка делают по одному выстрелу в одну мишень. Вероятность попадания для первого стрелка при одном выстреле – 0,5, для второго – 0,4. Дискретная случайная величина х –число попаданий в мишень. а) Найдите закон распределения х. б) Постройте многоугольник распределения. в) Найдите вероятность события  х ( 1.

327. В коробке имеются 7 карандашей, из которых 4 красные. Из этой коробки наудачу извлекаются 3 карандаша. а)  Найдите закон распределения случайной величины х, равной числу красных карандашей в выборке. б) Постройте многоугольник распределения. в) Найдите вероятность события 0 < x ( 2.

328. Из 25 контрольных работ, среди которых 5 оценены на «отлично», наугад извлекают 3 работы. Найдите закон распределения дискретной случайной величины х, равной числу оцененных на «отлично» работ среди извлеченных. Чему равна вероятность события x > 0?

329. Дискретная случайная величина х имеет закон распределения:

	xi
	0
	3
	4
	5
	8

	pi
	0,2
	0,1
	0,3
	p4
	0,15


Чему равна вероятность Р4 = Р (х = 5)? Постройте многоугольник распределения.

330. Имеются 5 ключей, из которых только один подходит к замку. Найдите закон распределения случайной величины х, равной числу проб при открывании замка, если испробованный ключ в последующих опробованиях не участвует.

331. В партии из 10 деталей имеется 8 стандартных. Из этой партии наудачу взято 2 детали. Найдите закон распределения случайной величины, равной числу стандартных деталей в выборке.

332. Дважды брошена игральная кость. Случайная величина х равна разности между числом очков при первом бросании и числом очков при втором бросании. Найдите закон распределения  х и вероятность события 2 ( х ( 4.

333. Бросается игральная кость до первого появления шестерки. Случайная величина х равна количеству бросаний кости. Найдите закон распределения случайной величины х и вероятность события х ( 5.

334. Производится 10 независимых опытов Бернулли, причем вероятность успеха в каждом опыте равна р (0 < p < 1). Случайная  величина х – число успехов в 10 опытах. Составьте закон распределения  х (биномиальный закон).

335. Монета подбрасывается n раз. Случайная величина х – число выпаданий герба. Найдите закон распределения х; покажите, что сумма всех вероятностей в таблице распределения равна 1.

336. Производится n независимых опытов Бернулли, в каждом из которых успех появляется с вероятностью р. Найдите закон распределения случайной величины х, равной числу неудач в  n опытах.

337. Найдите закон распределения случайной величины  х, равной частоте появления успеха в серии  n независимых опытов Бернулли, если вероятность успеха в каждом опыте равна р.

338. 2 стрелка стреляют каждый по своей мишени, делая независимо друг от друга по одному выстрелу. Вероятность попадания в мишень для первого стрелка р1, для второго – р2. Пусть случайная величина  х равна разности между числом попаданий в мишень первым стрелком и числом попаданий в мишень вторым стрелком.
 Найдите закон распределения х.

339. 2 стрелка стреляют по одной мишени, делая независимо друг от друга по 2 выстрела. Вероятность попадания в мишень для первого стрелка равна 0,5,для второго – 0,6. Найдите закон распределения случайной величины х, равной общему числу  попаданий в мишень.

340. Рабочий обслуживает 4 независимо работающих станка. Вероятность того, что в течение часа станок не потребует внимания рабочего, равна для первого станка 0,7, для второго – 0,75, для третьего – 0,8, для четвертого – 0,9. Найдите закон распределения случайной величины х, равной числу станков, которые не потребуют внимания рабочего.

341. Монету подбрасывают 6 раз. Найдите закон распределения случайной величины х, равной отношению числа появлений герба к числу появлений цифры.

342. На пути движения автомобиля 6 светофоров, каждый из них или разрешает, или запрещает дальнейшее движение с вероятностью 0,5. Найдите закон распределения случайной величины х, равной числу светофоров, пройденных автомобилем до первой остановки.

343. Вероятность изготовления нестандартной детали 0,1. Из партии контролер берет деталь и проверяет ее на стандартность. Если деталь оказывается нестандартной, то дальнейшие испытания прекращаются, а партия вся задерживается. Если же деталь окажется стандартной, то контролер берет следующую и т.д., но всего он проверяет не более 5 деталей. Найдите закон распределения случайной величины х, равной числу стандартных деталей среди проверенных.

344. В ящике лежат n изделий, из которых одно бракованное. Из ящика извлекают изделия одно за другим до тех пор, пока не будет вынуто бракованное изделие. Найдите закон распределения случайной величины х, равной числу вынутых изделий.

345. Вероятность попадания в мишень стрелком при  каждом выстреле равна р. Имея в запасе n патронов (n ( 1), он ведет стрельбу до первого попадания а мишень или до израсходования всех патронов. Найдите закон распределения случайной величины х, равной числу израсходованных патронов.

346. Автоматическая телефонная станция обслуживает 1000 телефонных точек. Вероятность того, что в течение 5 мин на АТС поступит вызов из телефонной точки, равна 0,005. Найдите закон распределения случайной величины х, равной числу вызовов, поступивших на АТС в течение 5 мин. Чему равна вероятность того, что в течение 5 мин. а) на АТС поступит хотя бы один вызов; б) более 4 вызовов?

347. Вероятность изготовления стандартной детали равна 0,98. Для контроля наудачу взято 100 деталей. Найдите закон распределения случайной величины х, равной числу нестандартных деталей в выборке. Найдите вероятности следующих событий: 

А – в выборке менее 2 нестандартных деталей;

В – в выборке более 2 нестандартных деталей.

348. В условиях предыдущей задачи найдите вероятность того, что среди 100 наудачу взятых деталей окажется одна нестандартная. Подсчет этой вероятности произведите: а) по формуле Бернулли с использованием логарифмических таблиц; б) по приближенной формуле Пуассона; в) по приближенной формуле Лапласа. Сравните полученные результаты.

349. Вероятность попадания в самолет при каждом выстреле из винтовки равна 0,001. Производится 3000 выстрелов. Найдите закон распределения случайной величины х, равной числу попаданий в самолет, и вероятность того, что произойдет хотя бы одно попадание.

350. Мишень состоит из круга № 1 и двух концентрических колец с номерами 2 и 3. Попадание в круг № 1 дает 10 очков, в кольцо № 2 – 5 очков, в кольцо № 3 – (-1) очко. Вероятности попадания в круг № 1 и кольца № 2 и № 3 соответственно равны 0,5; 0,3; 0,2. Найдите закон распределения суммы очков в результате 3 попаданий в мишень.

351. Имеется n заготовок для одной и той же детали. Вероятность изготовления годной детали из каждой заготовки равна р.

а) Найдите закон распределения числа заготовок, оставшихся после изготовления первой годной детали.

б) Найдите закон распределения для числа использованных заготовок.
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