§ 12. Цепи Маркова.

Неограниченная последовательность опытов с единственно возможными и попарно несовместными исходами А1, А2, …, Am называется цепью Маркова, если вероятность любого из этих исходов в очередном опыте однозначно определяется результатом непосредственно предшествующего опыта.

Обозначения: 
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 - вероятность j-го исхода в первом опыте (j = 1, 2, …, m; 
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 - вероятность j-го исхода в n-м опыте при условии, что в (n – 1)-м опыте наступил i-й исход, ( n = 2, 3, …; i, j = 1,2, …, m; 
[image: image6.wmf])

(

1

n

i

p

+ 
[image: image7.wmf])

(

2

n

i

p

+ … + 
[image: image8.wmf])

(

n

im

p

= 1). Введенными вероятностями полностью описывается цепь Маркова.

Цепь Маркова называется однородной, если вероятность 
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 от n не зависят, в этом случае они обозначаются без верхнего индекса: pij . Числа  pij  называются  вероятностями переходов, а
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- матрицей перехода.

Обозначим: pij (n) – вероятность того, что через n шагов произойдет переход от Ai к Aj (i, j = 1, 2, …, m), P(n) – матрицу переходов за n шагов, т.е. матрицу, состоящую из pij (n). Справедлива формула

                                                 P(n) = Pn.

Теорема Маркова (о предельных вероятностях): если существует такое натуральное число n0 , что все элементы матрицы 
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 строго положительны, то для каждого j = 1, 2, …, m существует предельная вероятность 
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Предельные вероятности (если они существуют) можно найти из системы линейных уравнений:
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Пример 1. Пусть А1, А2, А3 – точки числовой оси с целочисленными координатами х = 1, х = 2, х = 3. Представим себе частицу, которая движется по этим точкам следующим образом: если в какой-то момент времени t = n (n = 0,1,2,…) частица находится во внутренней точке А2, то в следующий момент t = n + 1 она переходит в А1 с вероятностью q (0 < q < 1) или в А3 – с вероятностью         p = 1- q; если частица оказалась в левой граничной точке А1, то в следующий момент времени с вероятностью q  она там остается или с вероятностью р возвращается в А2; если же частица оказалась в правой граничной точке А3, то в следующий момент времени она там остается с вероятностью р или возвращается в А2 с вероятностью q.

а) Найдите матрицу переходов.

б) Найдите матрицу переходов за 2 шага.

в) Проверьте существование предельных вероятностей.

г) Если существуют предельные вероятности, то найдите их.

Решение. а) Находим вероятности переходов pij за один шаг: р11 = q, p12 = p, p13 = 0, p21 = q, p22 = 0, p23 = p, p31 = 0, p32 = q, p33 = p. В результате матрица переходов равна:
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б) Для нахождения Р(2) вычисляем Р2.
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в) Так как все элементы Р2 строго положительны, то условие теоремы Маркова о предельных вероятностях выполняется. Следовательно, предельные вероятности существуют.

г) Для нахождения предельных вероятностей  
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 решим систему:
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в результате чего получим:
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Пример 2. Видоизменим пример 1 следующим образом: пусть граничные точки А1 и А3 являются поглощающими экранами. Это значит, что частица, попадая в эти  точки, остается в них навсегда. Найдем матрицу переходов за 2 шага; покажем, что к данной цепи Маркова теорема Маркова о предельных вероятностях неприменима.

Решение. Согласно условию   р11 = 1, p12 = 0,  p13 = 0, p21 = q, p22 = 0, p23 = p, p31 = 0, p32 = 0, p33 = 1. Следовательно, матрицей переходов является 
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Вычисление показывает, что Р2 = Р, а значит и при любом натуральном n выполняется равенство Pn = P, т.е.  P(n) = P. Так как в матрице Р имеются нулевые элементы, то теорема Маркова неприменима.

Пример 3. Внесем еще одно изменение в пример 1: пусть частица, находясь во внутренней точке А2, в следующий момент времени с одной и той же вероятностью 
[image: image20.wmf]3
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 или переходит в А1, или остается на месте, или переходит в точку А2. Если же частица достигает любой из граничных точек А1 или А3, то она остается на месте с вероятностью 
[image: image21.wmf]2
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 или возвращается во внутреннюю точку А2 с той же вероятностью. Найдем матрицу переходов и матрицу переходов за 2 шага; покажем применимость к данной цепи теоремы Маркова и найдем предельные вероятности.

Решение. Матрицу переходов составляем согласно условию:
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Далее находим Р(2) = Р2.
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Так как все элементы матрицы Р(2) строго положительны, то по теореме Маркова предельные вероятности 
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 существуют. Найдем их из системы линейных уравнений:
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Предельные вероятности равны:  
[image: image26.wmf].

7

2

,

7

3

,

7

2

*

3

*

2

*

1

=

=

=

p

p

p


Задачи.

309. Происходит случайное блуждание частицы по точкам А0, А1, А2, А3 с координатами 0, 1, 2, 3 соответственно. Граничные точки А0 и А3 являются поглощающими экранами (см. пример 2). Если частица в момент времени t = n находится в одной из внутренних точек А1, А2, то в следующий момент времени t = n + 1 она переходит в соседнюю справа точку с вероятностью p (0<p<1)  и в соседнюю слева точку с вероятностью q = 1 – p.

а) Найдите матрицу переходов данной цепи Маркова.

б) Найдите матрицу  переходов за 2 шага.

310. Пусть в задаче 309 точки А0, А3 являются отражающими экранами, т.е. частица, попадая в любую из них, в следующий момент времени возвращается в соседнюю внутреннюю точку. В точках А1, А2 частица ведет себя как и в задаче 309.

а) Найдите матрицу переходов данной цепи Маркова.

б) Найдите матрицу переходов за 2 шага.

311. Существуют ли предельные вероятности для цепей Маркова, управляемых матрицами переходов:

а) 
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312. Цепь Маркова управляется матрицей 
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а) Убедитесь в применимости теоремы Маркова к этой цепи.

б) Найдите предельные вероятности  
[image: image33.wmf]*
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313. Цепь Маркова управляется матрицей
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, 0 < p1 < 1, 0 < p2 < 1.
Найдите предельные вероятности  
[image: image35.wmf]*
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314. Цепь Маркова управляется матрицей
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Убедитесь в существовании предельных вероятностей и найдите их.

315. Представим себе частицу, которая движется по точкам А1, А2, А3, А4, А5 числовой оси с абсциссами 1, 2, 3, 4,5 соответственно Каждый шаг направлен вправо с вероятностью р и влево с вероятностью q = 1- p.  Частица движется, пока не достигнет одной из двух крайних точек А1 или А5. Достигнув крайней точки, она отражается и возвращается в состояние, из которого пришла. Составьте матрицу переходов описанной цепи Маркова.

316. Пусть частица (см. задачу 315), достигнув одной из двух граничных точек А1 или А5, в следующий момент времени направляется в среднюю точку А3. Поведение частицы во внутренних точках А2, А3, А4 такое же, что и в задаче 315. Найдите матрицу переходов.

317. Пусть частица (см. задачу 315), достигнув одной из двух граничных точек, с вероятностью 0,5 в ней остается и с вероятностью 0,5 переходит в другую граничную точку. Поведение частицы во внутренних точках такое же, что и в задаче 315. Найдите матрицу переходов.

318. Пусть частица (см. задачу 315), находясь в одной из внутренних точек А2, А3, А4 с равными вероятностями движется вправо, влево или остается на месте. Если частица находится на границе, то она не может остаться на месте и с равными вероятностями переходит в одну из остальных 4 точек. Найти Р.

319. 2 черных и 2 белых шара размещены в 2 урнах, по 2 шара в каждой. Число черных шаров в первой урне однозначно определяет состояние системы (двух урн). Производится последовательность опытов, каждый из которых состоит в извлечении по одному шару из каждой урны и перемене местонахождения этих шаров соответственно.

а) Сколько различных состояний имеет цепь Маркова, управляющая переходами состояний этой системы?

б) Найдите матрицу переходов.

в) Установите существование предельных вероятностей и найдите их.

320. Рассмотрите задачу 319 для 3 черных и 3 белых шаров.

321. Рассмотрите задачу 319 для n черных и n белых шаров (n ( 2).

322. Начальные вероятности 3 возможных состояний А1, А2, А3 некоторой физической системы равны: 
[image: image38.wmf]7

,

0

0

1

=

p

; 
[image: image39.wmf]2

,

0

0

2

=

p

; 
[image: image40.wmf]1

,

0

0

3

=

p

. Последовательность смен состояния системы образует цепь Маркова с матрицей переходов
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а) Найдите вероятности состояний в момент времени t = 2.

б) Найдите предельные вероятности.

323. В городке N каждый работающий житель владеет одной из трех профессий: А1, А2, А3. Дети родителей, имеющих профессии А1, А2, А3 , овладевают этими профессиями с вероятностями 
[image: image42.wmf]5
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 соответственно, а если не овладевают, то с равными вероятностями выбирают любую из двух других профессий.

а) Найдите распределение вероятностей по профессиям в следующем поколении, если в данном поколении эти вероятности равны соответственно 0,2; 0,3; 0,5.

б) Найдите предельное распределение вероятностей по профессиям, когда число поколений растет неограниченно.
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