§ 10. Формула Бернулли и ее обобщение. 

Случайное блуждание по прямой.

Опыты  (1, (2,… называются независимыми, если любая комбинация их исходов является совокупностью независимых событий.

В вероятностной схеме Бернулли рассматривается последовательность  n  независимых опытов  (1, (2,…, (n, в каждом из которых некоторое событие  А может наступить с одной и той же вероятностью  р = р(А). Условно это событие рассматривается как успех, а его ненаступление (событие 
[image: image1.wmf]A

) – как неудача. Вероятность неудачи в каждом опыте равна:    q = 1 – p .

Пусть для заданного целого числа  k (0 ( k ( n) Pn(k) обозначает вероятность того, что в  n  опытах успех наступит ровно  k  раз. Имеет место формула Бернулли:

                                                Pn(k) = 
[image: image2.wmf]k

n

C

 pk qn-k.                                                                (1)

Вероятности   Pn(k)  (k = 0,1,…,n) называются биномиальными в силу того, что правая часть формулы (1) представляет собой общий член разложения бинома Ньютона:
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Так как  p+q=1, то из формулы (2) следует, что сумма всех биномиальных вероятностей равна 1:
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Пример 1. Вероятность попадания в мишень при одном выстреле для данного стрелка равна 0,8 и не зависит от номера выстрела. Требуется найти вероятность того, что при 5 выстрелах произойдет ровно 2 попадания в мишень.

Решение. В этом примере n = 5, р = 0,8 и k = 2; по формуле Бернулли находим:   
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Пример 2. 2 равносильных шахматиста играют ряд партий, причем ничьи в счет не идут. Что более вероятно в счете: ( 1 : 1), ил (2 : 2), или (3 : 3) и т.д.?

Решение. Найдем по формуле Бернулли вероятность того, что в 2n результативных партиях один из шахматистов выиграет n партий, т.е. счет будет n : n. Принимая во внимание, что p = q = 
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, имеем:
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Преобразуем полученное выражение с целью найти связь между P2n(n) и P2n+2(n+1):
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Из полученного соотношения
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видно, что счет (n : n) более вероятен, чем (n + 1 : n + 1). Расчеты по формуле Бернулли показывают, что последовательности событий (1 : 1), (2 : 2), (3 : 3), (4 : 4), … соответствует последовательности вероятностей
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То число успехов k0, которому при заданном n соответствует максимальная биномиальная вероятность Pn(k0), называется наиболее вероятным числом успехов.

Для нахождения наиболее вероятного числа успехов k0 по заданным n и р можно воспользоваться неравенствами

                              np – q ( k0 ( np + p                                                               (4)     
или правилом: если число np + p не целое, то k0 равно целой части этого числа 

(k0 = [np + p]);  если же np + p  целое, то k0 имеет два значения 
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Пример 3. Найдите наиболее вероятное число попаданий в мишень при 5 выстрелах, используя условие примера 1, и соответствующую этому числу вероятность.

Решение. Так как np + p = 5 ( 0,8 = 4,8 не целое, то k0 = [4,8] = 4; вероятность Р5(4) находим по формуле Бернулли:
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Пример 4. Найдите наиболее вероятное число выпаданий герба при 25 бросаниях монеты.

Решение. В этом примере n = 25, p = 0,5. Число np + p = 25 (0,5+0,5=13 –целое, поэтому 
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Пусть  Рn (k1 ( k ( k2) – вероятность того, что в  n опытах схемы Бернулли успех наступит от   k1  до  k2 раз  (0 ( k1 ( k ( n ). Тогда имеет место формула

                                Рn (k1 ( k ( k2) = 
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вероятность   Рn (1 ( k ( n) того, что в  n  опытах успех наступит хотя бы один раз, равна:

                                                   Рn (1 ( k ( n)= 1 – qn.                                                  (6)

Пример 5. Монета брошена 10 раз. Найдите вероятность того, что герб выпадет: а) от 4 до 6 раз; б) хотя бы один раз.

Решение. А) По формуле (5) при n = 10, k1 = 4, k2 = 6, p = q = 0,5 получим:

Р10 (4 ( k (  6) = Р10 (4) + Р10 (5) + Р10 (6) = 
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б) По формуле (6)  Р10 (1 ( k (  10) = 
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Пример 6. Какое минимальное число опытов достаточно провести, чтобы с вероятностью, не меньшей, чем ( (0 < ( < 1), можно было бы ожидать наступления успеха хотя бы один раз, если вероятность успеха в одном опыте равна р?

Решение. Потребуем, чтобы вероятность наступления успеха хотя бы один раз в n опытах (см. формулу (6)) была не меньше чем (:

1 – qn ( (, или 1 – (1 – р)n ( (.

Решив полученное равенство относительно n, получаем неравенство
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Отсюда заключаем, что минимальное число опытов n0, удовлетворяющее условию примера, равно:
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В частности, если р = 0,02 и ( = 0,98, то формула (7) дает n0 = 80.

Пусть производится  n  независимых опытов, каждый из которых имеет  m (m ( 2) попарно несовместных и единственно возможных исходов  А1, А2,…, Аm  с вероятностями  р1= р(А),…,рm = (Am), одинаковыми во всех опытах (имеется в виду, что р1+р2+…+ рm=1). Для произвольных целых неотрицательных чисел  k1, k2,…,km (k1+ k2+…+km = n) обозначим через  Pn (k1, k2,…,km) вероятность того, что в  n опытах исход  А1 наступит  k1 раз, исход   А2 - k2  раз и т.д., исход   Am - km  раз. Тогда справедлива формула

                         Pn (k1, k2,…,km) = 
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которая является обобщением формулы Бернулли на случай, когда каждый из независимых опытов  (1, (2,…, (n   имеет  m  исходов (m ( 2).
Вероятности  Pn (k1, k2,…,km), соответствующие всевозможным наборам целых неотрицательных чисел  k1, k2,…,km  с условием   k1+ k2+…+km = n  назовем полиномиальными, ввиду того что выражение, стоящее в правой части формулы (8), представляет собой общий член разложения  (р1+р2+…+ рm)n  по полиномиальной формуле .

Вывод формулы (8) аналогичен выводу формулы Бернулли.

Пусть событие  В  означает: в  n независимых опытах событие  Аi наступит  k1 раз, событие  А2 - k2  раз и т.д., событие   Am - km  раз. Тогда Pn (k1, k2,…,km) = р(В). Каждый вариант реализации события  В  можно интерпретировать как строку длины  n, составленную из символов  А1, А2,…, Аm , в которой  Аi повторяется   k1 раз,   А2 - k2  раз и т.д.,  Am - km  раз. Количество  N таких строк равно числу размещений состава   (k1, k2,…,km), т.е. 
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вероятность же каждого варианта равна  
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. Отсюда по правилу сложения вероятностей имеем (8).
Пример 7. Мишень состоит из 3 попарно непересекающихся зон. При одном выстреле по мишени вероятность попадания в первую зону для данного стрелка равна 0,5. Для второй и третьей зон эта вероятность равна соответственно 0,3 и 0,2. Стрелок произвел 6 выстрелов по мишени. Найдите вероятность того, что при этом окажется 3 попадания в первую зону, 2 попадания во вторую и одно попадание в третью зону.

Решение. В этом примере n = 6, k1 = 3, k2 = 2, k3 = 1, p1 = 0,5, p2 = 0,3 и p3 = 0,2. Подставляя эти данные в формулу (8), получаем искомую вероятность:
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С вероятностной схемой Бернулли связана задача о случайном блуждании по прямой.

Пусть в какой-то момент времени частица находится в начале координат и через каждую единицу времени перемещается на единицу длины вверх с вероятностью p (0 < p < 1)  или вниз с вероятностью q = 1 – p. Такое движение частицы называют случайным блужданием по прямой. Если p = q = 0,5, то случайное блуждание называется симметричным.

Для удобства каждое перемещение частицы  вверх за единицу времени будем рассматривать как успех, а каждое перемещение вниз – как неудачу. Обозначим число успехов за время n через k. Тогда k – (n – k) = 2k – n = Sn – разность между числом успехов и числом неудач, имевших место за время n. Найдем вероятность P(Sn = m) того, что в момент времени n разность между числом успехов k и числом неудач  n – k  окажется равной m.

Если n и m разной четности, то n + m будет нечетным и равенство 2k – n = m  не может выполняться. Следовательно, в этом случае P(Sn = m) = 0. Если же m и n одинаковой четности, то n + m – четное число и

 P(Sn = m) = P(2k – n = m) = 
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Тогда формула Бернулли дает:
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Для большей наглядности движение частицы будем изображать на плоскости хОу, причем время будем откладывать на оси абсцисс, а перемещение – на оси ординат. Положение частицы в момент времени n определяется точкой (n, m), где m = Sn – разность между числом перемещений вверх и числом перемещений вниз. Формула (9) выражает вероятность того, что блуждающая частица окажется в точке (n, m). Соединив последовательно все точки, в которых побывала частица в моменты 1, 2, …, получим ломанную, которую будем условно рассматривать как путь блуждающей частицы. Один из возможных путей при n = 13 изображен на рис. 9.

Пусть L(n,m) – число путей, ведущих из начала координат (0,0) в точку (n,m). Число L(n,m) играет важную роль при решении вероятностных задач, связанных с блужданием по прямой. Сразу же заметим, что частица не может попасть в точку (n,m) с m > n и в точку (n,m), когда n и m имеют разную четность. Таким образом, L(n,m) = 0, если m > n или n + m нечетно.

Докажем, что при n + m четном и m ( n имеет место формула 
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Если m = n или m = -n, то L(n,n) = L(n,-n)=1 и 
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Пусть m=n – 2k и 0 < k < n. Докажем, что 
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Воспользуемся индукцией по n. При n = 2 имеем, L(2,0) = 2  и  
[image: image32.wmf]2

1

2

=

C

 , так что формула  (10’) верна при n = 2. Пусть формула (10’) верна для n – 1.Заметим, что в точку (n, n-2k) можно попасть за один шаг только из 2 точек (n-1, n-2k-1) и (n-1, n – 2k+1). Поэтому

L(n, n - 2k) = L(n –1, n – 2k – 1) + L(n-1, n – 2k +1).
Тогда по предложению индукции получим:
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Пример 8. Используя формулу (10), найдем вероятность того, что симметрично блуждающая частица из точки (0,0) попадет в точку (n,m), где n + m четно и  m ( n.

Решение.  За время n число возможных путей частицы, очевидно, равно 2n. В силу симметричности блуждания (p = q = 0,5) следует считать все 2n путей равновозможными. Из этого числа путей в точку (n,m) приходят L(n,m). Следовательно, искомая вероятность равна: 
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(Заметим, что формула (11) вытекает из общей формулы (9) при  p = q = 0,5).
Заменим в формуле (11) n на 2n и положим m = 0. Тогда получим вероятность u2n того, что в момент времени 2n симметрично блуждающая частица возвратиться в начало координат (сравните с примером 2): 
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Для больших значений n точное вычисление вероятностей, выражающихся через факториалы, трудоемко. Поэтому обычно пользуются таблицами логарифмов факториалов или формулой Стирлинга:

                                n! ( 
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(Запись  an ( bn  означает, что 
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Например, для u2n формула Стирлинга дает:

                                 u2n  ( 
[image: image38.wmf]n
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Пример 9. Найдите вероятность того, что симметрично блуждающая частица в момент времени 2n = 80 возвращается в начало координат.

Решение. Воспользуемся формулой (14) при n =40:

u80 = u 2 ( 40   
[image: image39.wmf]»
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(Использование таблиц логарифмов факториалов дает u80 = 0,0894.)
Задачи

231. Какова вероятность того, что при 8 бросаниях монеты герб выпадет 5 раз?

232. По данным технического контроля 2% изготовленных станков нуждаются в дополнительной регулировке. Найдите вероятность того, что из 6 изготовленных станков 4 нуждаются в дополнительной регулировке.

233. В семье 5 детей. Найдите вероятность того, что среди детей 2 мальчика, если вероятность рождения мальчика принимается 0,5.

234. Найдите наиболее вероятное число выпаданий шестерки при 46 бросаниях игральной кости.

235. Контрольное задание состоит из 10 вопросов, предусматривающих ответы «да» и «нет». Найдите наиболее вероятное число правильных ответов, которые даст учащийся, если он станет выбирать ответ по каждому вопросу наудачу. Найдите вероятность наиболее вероятного числа правильных ответов.

236. Контрольное задание состоит из 10 вопросов, предусматривающих ответы «да» или «нет». Найдите вероятность того, что учащийся, давший 8 правильных ответов, знает 8 вопросов, если известно, что 10% учащихся знают ответы на 6 вопросов, 30% - на 7 вопросов, 30% - на 8 вопросов, а остальные знают ответы не более чем 8 вопросов.

237. Вероятность изготовления стандартной детали 0,95. Сколько деталей должно быть в партии, чтобы наиболее вероятное число нестандартных деталей в ней равнялось 55?

238. Завод изготовляет изделия, каждое из которых с вероятностью 0,01 имеет дефект. Каков должен быть объем случайной выборки с возвращением, чтобы вероятность встретить в ней хотя бы одно дефектное изделие была не меньше 0,95?

239. На автобазе имеется 12 автомашин. Вероятность выхода на линию каждой из них равна 0,8. Найдите вероятность нормальной работы автобазы в ближайший день, если для этого необходимо иметь на линии не меньше 8 автомашин.

240. Вероятность того, что покупателю потребуется обувь 41-го размера, равна 0,2. Найдите вероятность того, что из 5 первых покупателей обувь этого размера понадобится: а) одному; б) по крайней мере одному.

241. Вероятность того, что денежный приемник автомата при опускании монеты сработает неправильно, равна 0,03. Найдите наиболее вероятное число случаев правильной работы автомата, если будет опущено 150 монет.

242. Вероятность того, что денежный приемник автомата при опускании одной монеты сработает правильно, равна 0,97. Сколько нужно опустить монет, чтобы наиболее вероятное число случаев правильной работы автомата было равно 100?

243. Контрольное задание состоит из 5 вопросов, на каждый из которых дается 4 варианта ответа, причем один из них правильный, а остальные неправильные. Найдите вероятность того, что учащийся, не знающий ни одного вопроса, даст: а) 3 правильных ответа; б) не менее 3 правильных ответов (предполагается, что учащийся выбирает ответы наудачу).

244. Производится 10 независимых выстрелов по цели, вероятность попадания в которую при  одном выстреле равна 0,2. Найдите: а) наиболее вероятное число попаданий; б) вероятность того, что число попаданий равно наиболее вероятному  числу попаданий.

245. Рабочий обслуживает 12 станков одного типа. Вероятность того, что станок потребует внимание рабочего в течение часа равна 
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. Найдите: а) вероятность того, что в течение часа 4 станка потребуют внимания рабочего; б) наиболее вероятное число станков, которые потребуют внимание рабочего в течение часа.

246. Проведено 5 независимых испытаний, каждое из которых заключается в одновременном подбрасывании 2 монет. Найдите вероятность того, что ровно в 3 испытаниях появились по 2 герба.

247.При передаче сообщения вероятность искажения для каждого знака равна 0,1. Какова вероятность того, что сообщение из 5 знаков: а) не будет искажено; б) содержит ровно одно искажение; в) содержит не более 3 искажений?

248. Испытание состоит в бросании 3 игральных костей. Найдите вероятность того, что в 5 независимых испытаниях ровно 2 раза выпадет по 3 единицы.

249. Производится 2n независимых испытаний, в каждом из которых вероятность успеха равна р. Найдите вероятность того, что все испытания с четными номерами закончатся успехом и общее число успехов будет равно n + m     (0 ( m ( n).

250. Обрабатываемые на станке детали сортируются по размерам на 2 группы. Каждая очередная деталь независимо от предыдущих с равными вероятностями попадает попадает в первую или вторую группу. Пусть в начале смены для каждой группы деталей приготовлено по ящику емкостью r. Какова вероятность того, что в момент, когда очередную деталь будет некуда класть, в другом ящике будет m  деталей?

251. В круг вписан квадрат. Найдите вероятность того, что среди 4 точек, наудачу брошенных в круг, ровно одна попадет внутрь квадрата.

252. В круг вписан правильный треугольник. Найдите вероятность того, что из 5 наудачу брошенных в круг точек ни одна не попадет внутрь указанного треугольника.

253. Мишень имеет форму квадрата, в который вписан круг. По мишени наудачу производится 4 независимых выстрела. Какова вероятность получения ровно 3 попаданий в круг?

254. Определите вероятность того, что номер первой встретившейся автомашины не содержит: а) цифры 5; б) 2 и более пятерок; в) ровно 2 пятерок. (Предполагается, что номер машины состоит из 4 цифр).
255. Опыт состоит в делении заданного отрезка случайным образом на 3 части. Предположим, что производится 6 независимых опытов такого рода. Какова вероятность того, что в 2 случаях из полученных частей отрезка можно составить треугольник?

256. Событие В наступает в том и только в том случае, если событие А наступает не менее 3 раз. Определите вероятность наступления события В, если вероятность наступления события А при одном испытании равна 0,3 и произведено: а) 5 независимых испытаний; б) 7 независимых испытаний.

257. Электрическая схема, содержащая 2 блока типа А, один блок типа В и 4 блока типа С, составлена так, как показано на рисунке 10. Определите вероятность разрыва цепи, неустранимого с помощью ключа Л, если блоки типа А выходят из строя с вероятностью 0,3, блоки типа В – с вероятностью 0,4, блоки типа С – с вероятностью 0,2.

258. Производится 4 независимых опыта, в каждом из которых событие А 

происходит с вероятностью 0,3. Событие В наступает с вероятностью 1, если событие А произошло не менее 2 раз; не может наступить,  если событие А не имело места, и наступает с вероятностью 0,6, если событие А имело место один раз. Найдите вероятность события В.

259. По мишени произведено 200 независимых выстрелов (при одинаковых условиях), которые дали 116 попаданий. Определите, какое значение вероятности попадания при одном выстреле более вероятно: 
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 или  
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, если до опыта гипотезы были равновероятны и единственно возможны.

260. Вероятность хотя бы одного появления события А при 4 независимых испытаниях равно 0,59. Какова вероятность появления события А в одном испытании, если в каждом опыте эта вероятность одна и та же?

261. Вероятность наступления события А в каждом из 18  независимых опытов равна 0,2. Определите вероятность появления этого события по крайней мере 3 раза.

262. Игра состоит в набрасывании колец на колышек. Игрок получает 6 колец и бросает их до первого попадания или до полного израсходования колец. Найдите вероятность того, что хотя бы одно кольцо останется не израсходованным, если вероятность попадания при каждом броске равна 0,1.

263. 2 баскетболиста делают по 3 броска мячом в корзину. Вероятности попадания мяча в корзину при каждом броске равны соответственно 0,6 и 0,7. Найдите вероятность того, что: а) у обоих будет равное количество попаданий; б) у первого баскетболиста будет больше попаданий, чем у второго.

264. Прибор выходит из строя, если перегорит не менее 5 ламп I типа или не менее 2 ламп II типа. Определите вероятность выхода из строя прибора, если известно, что перегорело 5 ламп, а вероятности перегорания ламп I и II типов равны соответственно 0,7 и 0,3 (выход из строя ламп – события независимые).

265.Вероятность отказа каждого прибора при испытании равна 0,2. Сколько таких приборов нужно испытать чтобы с вероятностью не менее 0,9 получить не меньше 3 отказов?

266. Из ящика, в котором 20 белых и 2 черных шара, n раз извлекаются шары по одному, причем каждый раз  шар возвращается. Определите наименьшее значение n, при котором вероятность достать хотя бы один раз черный шар будет больше половины.

267. Какое из событий более вероятно: а) появление по крайней мере одной шестерки при бросании 6 игральных костей; б) появление хотя бы 2 шестерок при бросании 12 костей; в) появление хотя бы 3 шестерок при бросании 18 игральных костей?

268. В урне 9 белых и один черный шар. Какова вероятность того, что при 10 извлечениях с возвращением каждого шара будет извлечен хотя бы раз черный шар? Сколько раз нужно производить извлечения, чтобы вероятность получить хотя бы раз черный шар была не меньше 0,9?

269. 2 шахматиста условились сыграть 10 результативных партий. Вероятность выигрыша каждой отдельной партии первым шахматистом равна 
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, а для второго шахматиста эта вероятность равна 
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. Чему равны вероятности выигрыша всей игры для первого и второго шахматиста? Чему равна вероятность ничейного исхода?

270. Игральная кость брошена 6 раз. Найдите вероятность того, что на верхней грани появятся все числа 1,2,3,4,5,6 по одному разу.

271. Игральная кость брошена 6 раз. Найдите вероятность того, что на верхней грани 3 раза появится четное число, 2 раза – число 5 и один раз появится 1 или 3.

272. Рабочий производит с вероятностью 0,9 годное изделие, с вероятностью 0,09 – изделие с устранимым дефектом и с вероятностью 0,01 – с неустранимым дефектом. Произведено 4 изделия. Найдите вероятность того, что среди них 2 годных и хотя бы одно изделие с устранимым дефектом.

273. В электропоезд, состоящий из 6 вагонов, садятся 12 пассажиров, причем выбор каждым пассажиром любого вагона равновозможен. Определите вероятность того, что: а) в каждый вагон вошло по 2 человека; б) в один вагон никто не вошел, в другой вошел один человек, в 2 вагона – по 2 человека, а в оставшиеся 2 вагона соответственно 3 и 4 человека.
274. В круг вписан квадрат. Найдите вероятность того, что из 10 точек, брошенных наудачу независимо одна от другой внутрь круга, 4 попадут в квадрат, 3 – в один сегмент и по одной – в оставшиеся 3 сегмента.

275. В урне 3 шара: черный, красный и белый. Из урны шары извлекались по одному 5 раз, причем после каждого извлечения шар возвращался обратно. Найдите вероятность того, что черный и белый шары извлечены не менее чем по 2 раза каждый.

276. Исходя из соотношения(3), покажите, что P2n (n) ( 0  при n ( ( (см. пример 2).

277. Урна содержит l белых,  m черных и  n красных шаров. Из этой урны берутся без возвращения все шары по одному. Найдите вероятность того, что будут извлечены сначала все белые шары, затем все черные и, наконец, все красные.

278. (Принцип отражения). Пусть А0 (n0, m0), A (n, m) – точки с целочисленными координатами, 0 < n0 < n, m0 > 0, m > 0, и  А0’ (n0, - m0) – точка, симметричная точке А0 . Докажите, что число путей блуждающей частицы из А0  в А, которые соприкасаются с осью абсцисс или пересекают ее, равно числу всех путей, ведущих из точки А0' в точку А.

279. Путь блуждающей частицы называется положительным, если все его вершины (точки, через которые он проходит) лежат строго выше оси абсцисс. Докажите, что число положительных путей из начала координат (0, 0) в точку (n, m), 0 < m ( n, равно  
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280. (Задача о баллотировке). 2 кандидата А и В получили на выборах соответственно а и  b (a > b) голосов. Какова вероятность того, что кандидат А в течение всех выборов по количеству голосов был впереди В?

281. 2 шахматиста, имея равные вероятности на выигрыш каждой  партии (ничьи не засчитывались), играют матч из 10 результативных партий. Матч заканчивается победой определенного шахматиста со счетом 6 : 4. Какова вероятность того, что победитель вел в счете в течение всего матча?

282. Докажите, что число путей блуждающей частицы, выходящих из начала координат (0, 0) и впервые достигающих уровня m (m > 0)  в момент времени  n,  равно 
[image: image46.wmf])

,

(

m

n

L

n

m

.

283. Докажите, что число положительных путей блуждающей частицы, выходящих из начала координат и заканчивающихся в точках с абсциссой n > 1, равно 
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284. Путь блуждающей частицы называется отрицательным, если все его вершины лежат строго ниже оси абсцисс. Докажите что общее число положительных и отрицательных путей, выходящих из начала координат и заканчивающихся в точках с абсциссой n, равно 
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285. Докажите, что для блуждающей частицы число положительных путей из начала координат (0, 0) в точку (2n, 0)  равно 
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286. Докажите, что для блуждающей частицы число неотрицательных путей из (0, 0) в (2n, 0) равно 
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287. Пусть f2n – вероятность первого возвращения симметрично блуждающей частицы в начало координат в момент времени 2n. Докажите, что: 
а) f2n = u2n-2 – u2n, где u2n – вероятность возвращения этой частицы в начало координат в момент времени 2n; 
б) 
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288. Докажите, что вероятность хотя бы одного возвращения симметрично блуждающей частицы в начало координат за время 2n равна 1 – u2n.

289. Найдите вероятность того, что симметрично блуждающая частица когда-либо вернется в начало координат.
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