6.2. Программирование деревьев.

6.2.1. Неупорядоченные деревья.

Неупорядоченное дерево, или просто дерево – структура данных, единственное отношение r которой обладает свойствами:

1) имеется ровно один узел w, называемый корнем, который не имеет предшественников;

2) каждый узел, кроме корня, имеет ровно одного непосредственного предшественника;

3) для каждого узла k, кроме корня, имеется последовательность узлов  w = k0, k1, … , kn =k, n(1,  в которой ki – непосредственный преемник ki-1, 1( i ( n.

Узлы, не имеющие преемников, называются листьями. Степень узла k – число его непосредственных преемников (сыновей). Наибольшая степень узла среди всех узлов дерева называется степенью дерева.

При задании дерева часто используют список узлов, который получается при обходе дерева в определенном порядке. Пусть B – дерево степени s. Узлы дерева B просматриваются в прямом (префиксном) порядке, если сначала просматривается корень, а затем узлы поддеревьев в прямом порядке. Узлы дерева B просматриваются в обратном (постфиксном) порядке, если сначала просматриваются узлы поддеревьев в обратном порядке, а затем – корень. На рис. 6.10 приведены примеры деревьев степени три. При обходе дерева, изображенного на рис.6.10,а, в прямом порядке получают последовательность узлов 

A, B, E, F, C, G, H, I, J, D,

а при  обходе в обратном порядке – последовательность узлов 
E, F, B, G, H, J, I, C, D, A.

Очевидно, что простого перечисления значений узлов недостаточно для задания дерева. Обычно к информации, получаемой при обходе дерева, добавляют номера уровней.

С каждым узлом k дерева ассоциировано положительное число  уровень k.

Для номеров уровней узлов выполняются условия:

1) если k( - преемник k, то уровень k( > уровень k;
2) если k( и k(( - преемники одного и того же узла k, то уровень k( = уровень k((;
3) уровень корня дерева =1.
Представление дерева с использованием номеров уровней может быть получено, если при обходе дерева выписать значения всех узлов вместе с соответствующим каждому узлу номером уровня. Сопоставив каждому узлу дерева, изображенного на рис. 6.10,а, номер уровня (см. рис. 6.11.) мы можем

задать это дерево в виде последовательности узлов

1 A, 2 B, 3 E, 3 F, 2 C, 3 G, 3 H, 3 I, 4 J, 2 D,

полученной при обходе в прямом порядке. Если для каждого непосредственного преемника дерева степени s  известно, является ли он первым, вторым, …, s-м, то такое дерево называется упорядоченным. Деревья, изображенные на рис 6.10,а и 6.10,б, эквивалентны как неупорядоченные деревья, но различны как упорядоченные деревья. 

Полное дерево – дерево, в котором степень всех узлов, кроме листьев, одинакова.

Представление неупорядоченного или полного неупорядоченного дерева с использованием номеров уровней однозначно определяет дерево. Для того,  чтобы получить однозначное представление неполного упорядоченного дерева с использованием номеров уровней, нужно дополнить это дерево «пустыми узлами».

Итак, для задания дерева можно использовать список значений узлов с номерами уровней, получаемый при обходе дерева в прямом или обратном порядке. Наряду с таким способом задания дерева применяют и другие способы.

Скобочное представление дерева B получается по правилам:

1) если дерево содержит только один узел, то этот узел и есть скобочное представление B;

2) если дерево В состоит из корня w с поддеревьями B1, B2, …, Bn, то скобочное представление B – это корень w, за которым следует левая скобка, затем скобочные представления B1, B2, …, Bn, разделенные запятыми, и правая скобка.

Скобочное представление дерева, изображенного на рис. 6.10,б есть

A ( C ( I ( J ), H, G ), B ( E, F ), D).
Стандартной формой представления дерева в памяти ЭВМ называется такое представление, при котором отношение r реализуется в связанной памяти. Каждый узел имеет столько ссылок, сколько у него сыновей. Ссылка на начало содержит адрес звена памяти, в котором помещается информация о корне дерева. Стандартное представление дерева, изображенного на рис. 6.10,а пред ставлено на рис. 6.12, где ROOT – ссылка на корень дерева.

Недостаток стандартного представления при написании программ обработки деревьев – переменная длина звеньев памяти. Это означает, что необходимо хранить в каждом звене памяти число ссылок на сыновей соответствующего узла, либо выделять память в расчете на максимально возможное число ссылок (степень дерева) и заполнять поля пустыми ссылками в случае, если степень соответствующего узла меньше, чем степень дерева (см. рис. 6.12.).

Наряду со стандартным представлением используется и так называемая инверсная форма запоминания дерева. Дерево B представлено в инверсной форме, если отношение r-1 обратное отношению r,

r-1 = {<k(, k((> | <k((, k(> ( r}
реализуется в связанной памяти, то есть каждый узел k указывает на своего непосредственного предшественника. В инверсном представлении поле ссылок каждого звена содержит лишь одну ссылку. Инверсное представление дерева, изображенного на рис 6.10,а, приведено на рис. 6.13.
Представление узла дерева степени s в стандартной форме представлено на рис. 6.14,а, в инверсной – на рис. 6.14,б,  а в расширенной стандартной форме – на рис. 6.14,в.(son – сын, data -  данные, father -  отец, предок)

При решении конкретных задач выбор представления дерева в памяти производится с учетом типа операций обработки и частоты выполнения различных операций, а также потребности в памяти для реализации конкретного представления. 

а)

б)

в)

Рекомендация    1.Если операции, выполняемые над деревом, связаны с продвижением по его ветвям от корня к листьям, то для представления дерева в памяти используйте стандартное представление.

Рекомендация 2.Если для выполнения операций обработки деревьев приходится «подниматься» от листьев к корню, то рекомендуется применять инверсное представление дерева в памяти ЭВМ.

Рекомендация  3.Если обработка дерева связана с прохождением его ветвей в обоих направлениях, то целесообразно применять расширенную стандартную форму представления дерева в памяти.

Для реализации описанных представлений дерева в модели памяти можно использовать различные конструкции языков программирования. В табл. 6.1 приведены примеры описания поля  данных звена памяти, а в табл.6.5 – примеры описания дерева на языке Паскаль.

Табл. 6.5

Описание дерева конструкциями языка Паскаль.

В последовательной памяти 

(ссылка -  целочисленный индекс)
В связанной памяти 

(ссылка - указатель)

В стандартной форме (с выделением поля ссылок максимальной длины)

Type 

     TE = описание типа ; { тип элемента }

     TEL = record

              SON1 : integer ; 

              SON2 : integer ; {ссылки на сыновей}

                . . .  

              SONS : integer ;  

              EL : TE ;             {значение узла}
              End ;

Var 

     ROOT : integer ;           {ссылка на корень}

     TREE : array [1 .. N ]  of  TEL ;

                                            {дерево с узлами}


Type

     TE = описание типа ; { тип элемента }

      LINK = ^ TEL;            {тип : ссылка}

      TEL = record               { тип : узел дерева}

                  SON1 : LINK ; 

                  SON2 : LINK ; {ссылки на сыновей}

                      . . .

                  SONS : LINK ;

                  EL : TE ;           {значение узла}

                  End ;

Var 

        ROOT : LINK ;           {ссылка на корень}

                  

В инверсной форме. 

Type

     TE = описание типа ; { тип элемента }

     TEL = record

              FATHER : integer; {ссылка на отца}

              EL : TE ;                 {значение узла}

              End;

Var

      ROOT : integer;              { ссылка на корень}

      TREE : array [ 1 .. N ]  of  TEL;

                                               {дерево с узлами}
Type

     TE = описание типа ; { тип элемента }

      LINK = ^ TEL;            {тип : ссылка}

      TEL = record               { тип : узел дерева}

                  FATHER : LINK ; {ссылка на отца}

                  EL : TE ;           {значение узла}

                  End ;

Var 

        ROOT : LINK ;           {ссылка на корень}



В расширенной стандартной форме (с выделением поля ссылок максимальной длины)

Type 

     TE = описание типа ; { тип элемента }

     TEL = record

              FATHER : integer; {ссылка на отца}

              SON1 : integer ; 

              SON2 : integer ; {ссылки на сыновей}

                . . .  

              SONS : integer ;  

              EL : TE ;             {значение узла}
              End ;

Var 

     ROOT : integer ;           {ссылка на корень}

     TREE : array [1 .. N ]  of  TEL ;

                                            {дерево с узлами}


Type

     TE = описание типа ; { тип элемента }

      LINK = ^ TEL;            {тип : ссылка}

      TEL = record               { тип : узел дерева}

                  FATHER : LINK ; {ссылка на отца}

                  SON1 : LINK ; 

                  SON2 : LINK ; {ссылки на сыновей}

                      . . .

                  SONS : LINK ;

                  EL : TE ;           {значение узла}

                  End ;

Var 

        ROOT : LINK ;           {ссылка на корень}

                  

6.2.2. Двоичные деревья
Двоичное   (или бинарное)  дерево – это упорядоченное дерево степени два.

Представление и обработка деревьев произвольной степени связаны с определенными трудностями, поэтому часто осуществляют переход от дерева производной степени к эквивалентному двоичному дереву.

Преобразование дерева произвольной степени в двоичное дерево можно сделать так.  Заменим узел k с s сыновьями k1, k2, … , ks узлом k с левым сыном k1, и для каждого узла ki (i = 1,2, …, s-1) создадим правого сына, в качестве которого возьмем узел ki+1. Поступив так с каждым из узлов исходного дерева, кроме листьев, начиная с корня, мы получим двоичное дерево. На рис. 6.15 изображено двоичное дерево эквивалентное дереву степени три, приведенному на рис 6.10, а.

Для задания двоичного дерева используют список его узлов, полученный при просмотре узлов дерева в определенном порядке. Однако нужно помнить, что для того, чтобы получить однозначное описание неполного двоичного дерева, нужно дополнить это дерево «пустыми» узлами.
Кроме прямого и обратного порядка обхода узлов при работе с двоичными деревьями используют также симметричный порядок обхода.

Симметричным (или внутренним) порядком обхода узлов двоичного дерева называется такой способ обхода, при котором сначала просматриваются для каждого из узлов, начиная с корня, узлы левого поддерева в симметричном порядке, затем корень, а потом узлы правого поддерева в симметричном порядке. Если дерево состоит из одного узла, то его значение и есть результат обхода дерева в симметричном порядке (прямой порядок обхода дерева на рис. 6.15: ABEFCGHIJD, симметричный - (EFB(G(HJI(CDA(, где ( - пустые узлы).

Для представления двоичного дерева в памяти можно использовать стандартную (см. рис. 6.16, а), инверсную (рис. 6.16, б) или расширенную стандартную форму (рис. 6.16, в), а также специальную форму представления с использованием «прошивки» (рис. 6.16, г).

Один из возможных способов «прошивки» заключается в следующем. Для каждого узла, не имеющего левого сына, запоминается ссылка на непосредственного предшественника в списке, задающем двоичное дерево при его обходе в симметричном порядке, а для каждого узла, не имеющего правого сына – ссылка на его непосредственного преемника в списке, задающем это двоичное дерево при его обходе в симметричном порядке. Для того, чтобы отличить ссылку на левого или правого сына от ссылки на предшественника или преемника в симметричном порядке, с полем ссылок связывается значение индикатора. На рис. 6.17,а приведен пример двоичного дерева, а на рис. 6.17. б – его представление в модели памяти с использованием описанного способа прошивки. Значение индикатора равное единице показывает, что соответствующая ссылка является ссылкой на левого (или правого) сына, а значение индикатора равное нулю свидетельствует о том. что соответствующая ссылка – эта ссылка на предшественника (или преемника) данного узла дерева в симметричном порядке.

а)

б)


в)


г)



Для запоминания двоичного дерева можно также применить специальный метод, получивший название «использование адресной арифметики».

В двоичном дереве на k-м уровне может находиться не более 2k-1  узлов, k ( 1. Максимальное число узлов двоичного дерева высотой H (число уровней) равно 2H-1. Выделим для запоминания двоичного дерева высотой H 2H-1 звеньев памяти, пронумерованных от 1 до 2H-1 с шагом 1. Каждое звено памяти состоит лишь из поля данных. Запишем значения узлов дерева в звеньях памяти таким образом, чтобы выполнялись следующие условия:

· если узел, запомненный в i – м звене памяти, имеет левого сына, то информация о нем запомнена в звене памяти с адресом 2i, 2i ( n;

· если узел, запомненный в i-м звене памяти, отличен от корня; то информация об его непосредственном предшественнике запомнена в звене памяти с адресом entier (i/2) [entier (антье) – целая  часть числа]; корень запоминается в звене памяти с адресом единица;

· если узел, запомненный в i–м звене памяти, имеет правого сына, то информация о нем запомнена в звене памяти с адресом 2i+1.

Для реализации описанных представлений двоичного дерева на модели памяти можно использовать различные конструкции языков программирования. В табл. 6.6 приведены примеры описания двоичного дерева на языке Паскаль.

Табл. 6.6

Описание двоичного дерева конструкциями языка Паскаль.

В последовательной памяти 

(ссылка -  целочисленный индекс)
В связанной памяти 

(ссылка – указатель)

В стандартной форме 

Type 

     TE = описание типа ; { тип элемента }

     TEL = record

              L_SON : integer ; 

              R_SON : integer ; {ссылки на сыновей}

              EL : TE ;             {значение узла}
              End ;

Var 

     ROOT : integer ;           {ссылка на корень}

     TREE : array [1 .. N ]  of  TEL ;

                                            {дерево с N узлами}
Type

     TE = описание типа ; { тип элемента }

      LINK = ^ TEL;            {тип : ссылка}

      TEL = record               { тип : узел дерева}

               L_SON : LINK ; 

               R_SON : LINK ; {ссылки на сыновей}

               EL : TE ;              {значение узла}

               End ;

Var 

        ROOT : LINK ;           {ссылка на корень}

                  

В инверсной форме. 

Type

     TE = описание типа ; { тип элемента }

     TEL = record

              FATHER : integer; {ссылка на отца}

              EL : TE ;                 {значение узла}

              End;

Var

      ROOT : integer;              { ссылка на корень}

      TREE : array [ 1 .. N ]  of  TEL;

                                             {дерево с N узлами}
Type

     TE = описание типа ; { тип элемента }

      LINK = ^ TEL;            {тип : ссылка}

      TEL = record               { тип : узел дерева}

                  FATHER : LINK ; {ссылка на отца}

                  EL : TE ;           {значение узла}

                  End ;

Var 

        ROOT : LINK ;           {ссылка на корень}



В расширенной стандартной форме 

Type 

     TE = описание типа ; { тип элемента }

     TEL = record

              FATHER : integer; {ссылка на отца}

              L_SON : integer ; 

              R_SON : integer ; {ссылки на сыновей}

              EL : TE ;             {значение узла}
              End ;

Var 

     ROOT : integer ;           {ссылка на корень}

     TREE : array [1 .. N ]  of  TEL ;




{дерево с N узлами}
Type

     TE = описание типа ; { тип элемента }

      LINK = ^ TEL;            {тип : ссылка}

      TEL = record               { тип : узел дерева}

               FATHER : LINK ; {ссылка на отца}

               L_SON : LINK ; 

               R_SON : LINK ; {ссылки на сыновей}

               EL : TE ;           {значение узла}

               End ;

Var 

        ROOT : LINK ;           {ссылка на корень}

                  

В стандартной форме с использованием «прошивки»

Type 

     TE = описание типа ; { тип элемента }

     TEL = record

              LPR:boolean;{признак левой ссылки}

              L_SON : integer ; {левая ссылка}
              RPR:boolean;{признак правой ссылки}

              R_SON : integer ; {правая ссылка}

              EL : TE ;             {значение узла}
              End ;

Var 

     ROOT : integer ;           {ссылка на корень}

     TREE : array [1 .. N ]  of  TEL ;

                                            {дерево с N узлами}
Type

     TE = описание типа ; { тип элемента }

      LINK = ^ TEL;            {тип : ссылка}

      TEL = record               { тип : узел дерева}

              LPR:boolean;{признак левой ссылки}

              L_SON : LINK ; {левая ссылка}

              RPR:boolean;{признак правой ссылки}                       

              R_SON : LINK ; {правая ссылка}

              EL : TE ;           {значение узла}

              End ;

Var 

        ROOT : LINK ;           {ссылка на корень}
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Рис. 6.10
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Рис.  6.11.
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